
Ueber Systeme yon f(egelschnitten. 

Von 

E. STUDY in Marburg. 

In gegenw~rtiger Abhandlung sollen die Anschauungen, die yore 

Verfasser in seiner Schrift ,,Methoden zur Theorie der terniiren Formen" 

(Leipzig 1889) dargelegt worden sind, auf ein besonderes Problem aus 

der Geometrie der Kegelschnitte angewendet werden. 

ZunKchst wird die Gleichung eines vierfach ausgedehnten Kegel- 

schnittsystems in eine solche Form gebracht, dass mail alle invarianten 

linearen Manni~,ffaltigkeiten solcher Systeme ohne Weiteres fibersehen 

kann. Die gewonnenen Resultate werden sodann angewendet auf die 

Theorie der FIKche F., 4 des ffinffach ausgedehnten l~aumes, deren 

Projection in den gewShnlichen l~aurn die Steiner'sche F1Kche is~. 

lqach derseIben Methode und mit ~ihnlichem Erfolg ]~ann man 

noch zahlreiche andere Gegenstiinde behandeln; z. B. die Theorie der 

Systeme yon Fl~chen 2. Grades, und die Theorie der Fliichen n. O. 

des Raumes, nnter Zugrundelegung der projectiven Gruppe einer Raum- 

curve 3. O. Einige auf den erstgenannten Gegenstand beztigliche SStze, 

die den hier entwickelten analog sind, hat der Verfasser berei~s hin- 

gestellt, freilich in einem ganz anderen, besonderen Forderungen an- 

gepassten Gewande.*) Die Theorie tier Raumcurve 3. O. aber soll 

das Thema einer sp~teren Untersuchung bilden. 

lo 

Analytische Darstellung eines Kegelschnittsystems. 

Um ein System yon Kegelschnitten in einfacher Weise analytisch 

ausdriieken zu kSnnen, fassen wir den Kegelschnitt zun~chst nur als 

Curve 2. Ordnung auf. 

*) S. die Abhaudlung ,,Zur Theorie der Kummer'schen Configuration und 
der orthogonalen Substitutionen", Si~zungsber. d. K. S'~chs. Academie, Si~zung 
yore 9. Mai 1892. 
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Wit bezeichnen mit ( L X )  2 eine tern~re quadratische Form, mit 

1 (L __3._ (L.L' U) 2 ihre quadratische Covariante, und mit J~-g- (UA)2- - ,  2 

ihre Invariante. 

Bekanntlich kBnnen in jede Form, die einen symbolischen Factor 

yore Typus (L L' U) hat, mit Htilfe der Identitiit 

(1) (L L '  U) (L X)  (L'  Y) ~ - - -  (UA) (AX Y) 

Symbole A eingefiihrt werden; und ausserdem wird jede Form, die 

einen symbolischen Factor (LA) oder (hA'X) enthglt, reducibel ver- 

mSge der Identiti~ten 

(2) (L^) (LX) - - - -  J, 
(3) (hA' X) (UA) (VA') - -  (L X) (L V V).  J. 

Hat man daher eine simultane Invariante der Form ( L X )  2 und 

beliebiger anderer terniirer Grundformen zu bilden, so darf man an- 

nehmcn~ dass in ihr symbolische Factoren der drei Typen 

( L Z ' U ) ,  (LA), (AA'X) 
nicht vorkommen. 

Wit betrachten jetzt das allgemeinste Kegelschnittsystem, das 

dutch eine Gleichung yore Grade l' zwischen den Coefficienten der 

Form ( L X )  2 vorgestellt wird. Ein solches System kann durch den 

gleich Null gesetzten symbolischen Ausdruck 

(4) [(L n) y' 

dargestellt werden, sofern man annimmt, class die Coefficienten der 

terniiren quadratischen Form (UH) 2 Symbole hSherer Ordnung sind, 

die erst zu je l' vereinigt eine wirkliche Bedeutung erlangen. 

Wenden wir auf die Form (4) den Evectantenprocess t" real an, 

so entsteh~ eine gewShnliche terni~re Form mit l '  verschiedenen Ver- 

~inderlichen U 1 . . .  U~., deren jede quadraiisch auftritt. Entwickeln 

wir diese Form nach Elemen~arcovarianten, und fiihren wit nach- 

trilglich wieder Symbole L ein, so geht (4) fiber in eine Summe yon 

simuItanen Invarianten der Form ( L X )  2 und einer Reihe yon Normal- 

formen, wobei in jedem Gliede der Summe nut eine Normalform linear 

auftri~t. 

Die wirkliehe Durchfiihrung dieses Gedankens diirfie ihre Schwie- 

rigkeiten haben (ausser bei kleinen Werthen der Zahl l'), wegen der 

verwickelten Rechnungen, zu denen sie AMass bieten muss. 

Man kann aber das Ergebniss, soweit es ftir unseren Zweck noth- 

wendig ist, fibersehen, ohne die Reihenen~wickelung wirklich vor- 

zunehmen. 

Die Form (4) ist, wie gesagt, dars~ellbar als Summe yon 

simultanen Invarianten der Form ( L X )  ~ und je einer Normalform 



Zur Geometrie der Kegelschnitte HI. 565 

( B X )  m ( U P )  ~, worin diese Normalf,)rmen immer nur linear auftreten. 

Es gelingt nun ohne Weiteres, die allgemeine Gestalt einer solchen 

lnvariante hinzuschreiben. Da Gin Factor (Bt ) )  nicht auftreten kann, 

da ferner nach Obigem auch Factoren der Typen (LL '  U), (LA), 

(hA'X)  ausgeschlossen werden kSnnen, so wird die fragliche Invariante 

ein Product yon Factoren der Typen (LA) 2, (BA) 2, (LP)  'z. Daraus 

folgt, dass in unserer l~eihenentwickelung nur solche Normalformen 

auftreten, deren Ordnungszahlen m u n d  n beide gerade sind. Setzen 

wir also m-~-2 j ' ,  n -~ -2 j ,  so nimmt der Ausdruck (4) die Form 

(5) Z Jk[(Z/))2]J [(/~A)~]3"' 

an, worin man sich die Symbole B und P zur Unterscheidung de]" 

einzelnen Glieder noch mit den beiden Indices j und j '  ausgestattet 

denken mag. Die Summe (5) ist zu erstrecken fiber alle von einander 

verschiedenen Werthsysteme der Zahlen j ,  j ' ,  k, die der Bedingung 

(6) j d- 2j '  ~t_ 3 k = l' 

genfigen; denn es entspricht auch umgekehrt jeder so beschaffene Aus- 

druck yon der Form (5) einem Kegelschnittsystem yon der Form (4). 

Jedes Kegelschnittsystem~ das durch eine G1eichung /'ten Grades 

in den Symbolen (oder Coefficienten) einer terniiren quadratischen 

Form (L X) '~ dargestellt werden kann, kann demnach (wiG unsere Her- 

leitung zeigt) auf eine und nur eine Weise dadurch erhal~en werden, 

dass man einen Ausdruck yon der Form (5) gleich Null setzt. 

Wir wenden uns nun zur ErklSrung tier Charakteristiken it, it' 

eines Kegelschnittsystems. 

Wit sagen, unser Kegelschnittsystem habe die Charakteristiken 

4, it', wenn l ' ~  it-~-2it' angenommen wird, dig Summe (5) keinen 

Factor J hat,  und der Ausdruck (5), kurz gesagt, im ,Grade ~t' ver- 

schwindet, wenn man fiir (L X)  ~ das Quadrat einer wirklichen linearen 

Form setzt. 

Um die letzte Bedingung genauer auszusprechen, bezeichnen wir 

mit V eine Gerade yon allgemeiner Lage, und mit (L 1 X)2--- ~ 0 die 

Gleichung eines unbestimmten Kegelschnittes. Unsere Forderung is~ 

dana die~ dass bei Substitution yon ( V X ) 2 7  t- t ( L j X )  2 an Stelle yon 

( L X )  2 in (5)die Potenz t ~', aber keine hShere Potenz yon t als Factor 

vor das Ganze tri t t . t)  

Driickt man dies analytisch aus, so finder sigh, (lass in ( 5 ) n u t  

solche Glieder vorkommen k5nnen, die der Bedingung 

geniigen, und dass mindestens ein Glied vorhanden sein muss, das 

*) Vgl. Math. Ann. Bd. 27, S. 86, 87. 

Mathematische /knnalen.  XL.  37 
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der Gleichung 2 k - { - - ] ' ~  ~t" entsprieht. Hierzu kommt noch die Be- 

dingung, dass ein Glied vorhanden sein muss, dem der Werth k ~ 0 

zugehSrt. 

W i t  wollen nun zeigen, dass der dualistisch entsprechende Begriff 

zu einem Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken it und it' ein Kegel- 

schnittsystem mit den Charakteristiken it" und it ist ; mit anderen Worten, 

class die Zahlen it und it' einfach ihre Rolle wechseln, wenn man nicht, 

wie wit es gethan haben, (UA) 2 als Covariante yon (LX)  2 auffasst, 

sondern umgekehrt ( L X )  2 als Covariante yon (UA) 2. 

Um diesen wichtigen Sa~z zu beweisen, ste!len wir unsere bis- 

herige Grundform ( L X )  2 als Covariante einer Form 2. Classe (UA) 2 dar: 

1 x ) ,  

Dann wird 

(UA)2 = ~-1 (LL ,  U)2_" :~1 (Z~)~ . (U~)2 = ~ . (U~)~ 

J = T 1  (LA) 2 ~- ~-1 y . ( ~ ) ~  ___~ ~ ,  

- -  I ( ~ ) ~  die Invariante der ne,en Grundform (brA) e be- wenn J -~- ~- 

deutet. 

Setzen wir nun diese Werthe yon ( L X )  2, (UA) 2 und d in (5) 

ein, so entsteht zun~chst die Summe 

[-lier l~sst sich abet wegen tier Bedingung (7) der Factor J-~' ab- 

scheiden. Setzen wir daher 

(8) k ' - - - ~ 2 k + j ' - - i t ' ,  also k ~ 2 k ' + 2 " ~  it, 

so wird unser Kegelschnittsys~em dargestellt dutch die Summe 

(9) Z ~- k,. [(~/))~], [(Z A)~]", 

worin die Zahlen k', j ,  j" den folgenden Bedingungen zu geniigen 

haben: 

Es ist fiir al]e Glieder der Summe 

(lO) j '  + 2j + 3k'  ----- z =  it' + 2it, 

+ / = > i t ,  

und es ist mindestens ein Glied vorhanden, das dem Werthe k'--~-0, 

und mindestens ein Glied, das der Gleichung 2k' + j - - - i t  entspribht 

Wie man sieht, ist die nunmehr gefundene Darstellung des Kegel- 

schnit~systems genau dualistisch zu der urspriinglichen: Es haben in 

allen unseren Bedingungsgleichungen und Ungleichungen einfach die 

Zahlen it und it', j und j '  ihre I~olle gewechselt; und an Stelle der 
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Zuhlen k und l' sind dubei neue Zahlea k'~ und 1 ge~reten. Bedeutei 

also ~z einen Punkt yon allgemeiner Lage, und (lfA1) ~ ~ 0  die 

Gleichung einer unbestimmten Curve 2. Classe, so hebt sich bei Sub- 

stitution yon ( U Y )  ~ + t(U-~l) ~ an Stelle yon (UA) ~ in (9) die Po~enz 

t z, und keine h5here Potenz yon t als Factor heraus. Dies ist der zu 
beweisende Satz. 

Iadem wir das Ergebniss unserer Untersuchung nunmehr zu- 

sammenfassen, bringen wit zugleich unsere Bediugungen in eine Form, 

bei der die vollkommene Dualit~it der beiden Darstellungen (5) and 
(9) klar hervortritt. 

Um das allgemeinste Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken 

~t und ~t' zu finden, bestimme man alle Systeme yon j?ositiver~ ganzen 

Zahlen j,  j ' ,  k, K, die den Gleichungen geniigen 

~ j  + 2j" + 3k ~ 2' + .2  2", 
(12) /J '--~- 2j  -1-- 3k' ~--- 3,'--1- 22,. 

Bedeutet sodann (L X) 2 eine terniire Form 2. 0., (UA) 2 ihre Covariante 

und J ihre Invariante, (U-A) ~ eine .Form 2. Or., (~ x )  ~ ihre Cdvariante 

und J ihre Invariante, ist endlich ( U P ) ~  (B X)~g ' eine Normalform, 

so stellt jede der beiden Gleichungen 

J~. [(L P)~]J [(B^)~y'--0, 
(13) 

. s )  ] = o 

das fragliche Kegelschnittsystem dar; und zwar kann jede dieser beiden 

Gleichungsformen nut auf eine Weise her.qestdlt werden. 

Umgekehrt bedeutet eine Gleichung yon der Form (13) ein Kegel- 

schnittsystem mit den Charakteristiken 2, und )~', wenn alle Glieder der 

Summe den ~edingungen (12) geniigen, und wenn ausserdem ein Glied 

vorhanden ist~ das dem Werthe k ~-O~ und ein Glied, das dem Werthe 

k' -~- 0 entspricht. 

Sind die beiden letzten Forderungen nicht erffillt, so scheidet sich 

entweder bei der ersten Darstellung der Factor J oder bei der zweiten 

der Factor J ab, und die fibrig bleibende Mannigfaltigkeit ist ein 

Kegelschnittsystem mit anderen Charakteristiken. 

Die Zahl der linear- unabh~ngigen Normalformen (U/)) ~ (B X) ~j' 

ist (2j  -n t- l) (2j' -[- 1) ( j  -1-j' -I- 1); also ist die Zahl der homogenen 

Constanten, die in (13) vorkommen, 

(~4) .y(2,, ,~') = ~  (2y + ~) (2j' +))  (y + j '  + 1), 

die Summe ers~reck~ tiber alle Werthepaare (j, j ' ) ,  die in den LSsungen 

der Gleichungen (12) vorkommen. Da diese Constanten in (13) nut 

linear auftreten, so folgt: 

37* 
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1)urch N (  Z , it') - -  1 Kegelschnitte yon hinreichend allgemeiner Lage 

liisst sich ein einziges Kegelschnittsystem mit  den Charakteristiken it, Z' 

legen. 

N(it, 0) ~ ( 0 ,  ~t)hat den einfachen Werth ~ --'(it-~5) Die Zahl 

u n d e s  ist wahrscheinlich, dass die Zahl _~V(it, it') sich auch im all- 

gemeinen Falle als ganze rationale Function von it und it" schreiben 

1 

Fortsetzung. - -  Besondere Kegelschnittsysteme.  

Die hier zu Grunde gelegte Definition der Charakteristiken 

eines Kegelschnittsystems ist im Wesentlichen dieselbe, yon der der 

Verfasser bei seinen bereits erwi~hnten ~ilteren Untersuchungen fiber 

diesen Gegenstand ausgegangen ist; sic stimmt aber night iiberein mit 

der Darstellung bei C l e b s c h  (Math. Ann. Bd. VI, S. 9 u. ft. ({} 5)). 

In der Thai; sind die ion Clebsch angegebenen Kri~erien night richtig*). 

Wohl aber ist richtig seine Folgerung: 

Jedes Kegdschnittsystem mit den Charakteristiken ~t, it' l~ann dutch 

eine Gleiehung dargestellt werden, die homogen ist yore Grade it in den 

Coeffieienten yon (L  X )  2 und homogen yore Grade it" in den Coefficiente~ 

yon ( U ^ )  2. 

Es geht das auch aus unseren jetzigen Formeln unmittelbar hervor. 

Um n~imlich in (5) jedes Glied zun~chst mit mSglichst wenigen 

Symbolen yon ( L X )  2 und mSglichst vielen Symbolen yon (UA) 2 zu 

schreiben, haben wir folgende Mittel: 

1) Wit ersetzen mSglichst viele Factorenpaare J .  (L/))2 dutch je 

1 (hh,/))~" (Vgl. Formel (3)). einen Factor 

2) Wir ersetzen hierauf mSglichst viele Factoren j 2  dutch je einen 

1 (AA'A") 2. Factor -~ 

3) Wir schreiben den etwa noch iibrigen Factor J in der Form 

__t (LA)2. 
3 

Ist nun k ~ j ,  so wird die Zahl der Symbole yon ( U A ) 2 - - j ' - { - 2 k ,  

also ~ , '~  und sic wird insbesondere bei den Gliedern~ die der Gleichung 

j" -[- 2k  --- it' entsprechen, geradezu ~--- ~t'. Ist ferner k 2> ], so wird 

die fragliche Zahl 

j ' .+- 2 j -{- 3 k --~ j oder ~ j " --[- 2 j -}- 3 k -- j~ - I ~-1, 

*) Auf diesen frfiher yon mir fibersehenen Ums~and wurde ich im Jahre 1886 
durch Halphen aufmerksam gemacht. 
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je nachdem 4 gerade oder ungerade ist; und dies ist wieder ~ ;l' 

(Nr. ]2, w 1). 
Ersetzt man dann nachtrKglieh, soweit es nBthig ist, wieder 

t (LL" U) 2, so wird einzelne Symbole yon (UA) ~ dutch Symbole yon y 

der ganze Ausdruck homogen in (LX)  2 yore Grade ~t und in (UA) z 

yore Grade 4'; und zwar ist 4" die grSsste Zahl yon Symbolen yon 

(UA) 2, die auf diese Art eingef~ihrt werden kSnnen, was aueh yon 

vornherein deutlich ist. - -  

Die beiden Zahlen 4 und A' haben f~ir ein System yon Kegel- 

schnitten ganz dieselbe Bedeutung, wie etwa die Ordnung einer alge- 

braischen FIKche (eines Systems yon Punkten) far diese F1Kche. Die 

Mannigfaltigkeit aller Kegelschnittsysteme mit denselben Charakte- 

ristiken ist zu vergleichen der Mannigfaltigkeit aller algebraischen 

Fl~chen yon derselben Ordnung*). Es besteht aber ein charakte- 

ristischer Unterschied. W~ihread n~imlich in der linearen Mannig- 

faltigkeit aller Fl~chen n.O. keiae kleinere lineare Mannigfaltigkeit 

enthalten ist, deren Fl~chen yon den collinearen Transformationen 

des Raumes nur unter einander vertauscht w~irden, enthiilt die lineare 

Mannigfaltigkeit aller Kegelschni~tsysteme mi~ den Charakteristiken 

(~t, ,~') thatsiichlich kleinere lineare Mannigfaltigkeiten, die gegent~ber 

den collinearen Transformationen der Ebene invariant sind. Die Unter- 

suchung des w 1 setzt uns offenbar in den Stand, alle diese Mannig- 

faltigkeiten yon vornherein anzugeben. Jede invariante lineare Mannig- 

faltigkeit yon Kegelschnittsystemen l~sst sich dutch Gleichungen oder 
Ungleichungen zwischen den in w 1 eingef~hrten Zahlen j ,  j '  kenn- 

zeichnen. 
Um dies dutch ein einfaches Beispiel zu erl~utern, wollen wir 

untersuchen, unter welchen Umst~nden ein Kegelschnittsystem (~, X') 

die Mannigfaltigkeit aller c~ 3 Linienelement-Kegelschnitte (s. S. 552) 

s-fach enthiilt, oder unter welchen Umst~nden die in der vorangehenden 

Abhandlung Nr. I (S. 554) besprochene Mannigfaltigkeit ~ 4 ,  das Bild 

unseres Kegelschnittsystems~ s real dutch die invariante Mannigfaltig- 

keit M~ hindurchl~iuft. 
Dazu ist nothwendig und hinreichend, dass yon den 4 + 4' Kegel- 

schnitten, die das System mit einem Bfischel einander vierpunktig 

berfihrender Kegelschnitte gemein hat, sich s Kegelschnitte mit dem 

Linienelement-Kegelschnitt des Bfischels vereinigen. Sei also V eine 

Gerade yon allgemeiner Lage, und sei (L t X) ~ ~ 0 ein im Uebrigen 

unbestimmter Kegelschnitt, der die Gerade V berfihrt, so muss sich 

*) In diesem Zusammenhang mfissen natfirlich die Systeme, yon denen sich 

bei der Darstellttng durch die Formeln (13), w 1 der Factor J oder J abscheidet, 
noch als (redueibele) Systeme (i, Y) gezghlt werden. 
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bet Substitution yon ( V X ) 2 +  t ( L 1 X )  ~ an Stelle yon ( L X )  2 in den 

Ausdruck (5), w 1 nicht nut der Factor t a' sondern der Factor ta'+ ' 

aber keine hShere Potenz yon t abscheiden. Dies tritt dann und nur 

dana ein, wean ftir alle Glieder unserer Summe die Bedingung 

j" + 3 k > a' -~- s oder j -4- j"  ~ ;t-~ it" - -  s 

erfiillt is,, und wenn ffir mindestens ein Glied die Gleichung 

j + j ' = a + Z - - s  

besteht. Soll diese Bedingung einem Kegelschnittsystem mit den 

Charakteristiken it,A" auferlegt werden kSnnen, ohne dass es zerf'•llt, 

d.h. ,  ohne dass sich yon der Mannigfaltigkeit ~rJ~ 4 eine der Mannig- 

ikltigkeiten M 4 und -7~/4' abscheidet, so sind die Zahlen it, ~' und s 

nicht ganz willkiirlich. Es wird n:~imlich dann, nach dem Satze des 

w 1, ein Glied vorhanden sein mtissen, das dem Werthe k ~ 0 ent- 

spricht. Fiir dieses Glied hat man 

j ~ - 2 j '  ~ -~2X ' ,  j ' > i t ' ,  j + j ' < X  ~-X" 

und hieraus folgt ~. ~ 2s. Ebenso ergib~ sich it" ~ 2s - -  eta Resultat, 

das auch unmittelbar aus der in tier vorausgehenden Abhandlung I (S. 4) 

erwiihnten geometrischen Bedeutung der Charakteristiken it und it' 

hervorgeht. Sind aber diese Bedingungen erfiillt, so gibt es auch 

wirklich Kegelschnittsysteme von der verlangten Art. Ein solches 

System is, z. B. jedes, in dessen Reihenentwickelung die beiden Glieder 

( j - ~  i t -  2 s ,  j'  = z' + s), 

(j = it + s,  j'---- z -  2s) 

vorkommen. Wir haben also bewiesea: 

~in Kegelschni~tsystem mit den Charakteristiken it und it' (n~imlich 

ein System, yon dem weder die Mannigfa~tigkeit a~ler Punktepaare, 

noeh die Mannigfaltigkeit atler Linienpaare sich abseheiden soll), kann 

nut dann die _~lannigfattigkeit aller Zinienelement- Kegelschni~e s- fach 
enthalten , wenn die Ungleiehungen 

(:) it >__ 2s ,  i t ' >  ~s 

erfiiUt sind. In tier l~eihenentwickelung eines solchen Systems kommen 
nur Gtieder vor, die der ~edingung 

(2) j + j ' g ~ H - i t ' - - s  oder k ~ - k ' ~ s  

geniigen. 

Im Falle s ~ 1 verlangl dieser Satz nur das Verschwindea der 

einzigen Elementarcovariante: 

(UP) ~ (~ x)~ ' :  

Die Forderung, dass ein System (it, ~') die Mannigfaltigkeit aller 
Linienelement-~Kegdschnitte enthalte, z~ihlt [iir 
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(2~ + 1) (2x' + 1) (~ + x' + 1) 

lineare 13edingungsgleichungen. 
I s t s  ~ 2, so wird dan Verschwinden yon zwei weiteren Elementar- 

covarianten geforder~ n~mlich der folgenden: 

(Ur)~-~ (BX)~'+~, (yr )~+ ~ (BX)~'-~, 
man hut also im Ganzen 

a21i'(~ + z) + 2(i~ + i'~) - 15(~ + i') + 19 

lineare Bedingungsgleiehungen zu erf~illen, u. s. w. 

In ihnlicher Weise, wie wir hier die Bedingung daftir gefunden 

haben, dass die Mannigfaltigkeit ~4  dureh M 3 hindurchgeht, kann 

man welter die Bedingung dafiir aufsuchen, dans sie M 4 oder M 4' 

noch ausserdem liings M.~ bertihrt, u. dgl. m. 

Wir sehliessen mit einem Zahlenbeis2iel, indem wit alle Kegel- 

schnittsysteme mit den Charakteristiken (2, 2) hiaschreibea. Sie werden 

dargestellt dureh die Summe 

1 1 
[(L Po)2] 2 [(BOA)';]" -+- ~- [(L/:, )212 (p, AA,)2 %. T [(B2A)2]~ (B2L L')z 

1 A)2 2 (LA)~.(L~3)~(B3A) 2+-g [(L ] �9 (,'4. 

Die einzelnen Glieder h~ngen ab yon einem Normalconnex (4, 4), 

einer Curve 6. Classe, einer Curve 6. Ordnung, einem Normalconnex 

(2, 2) und einer Constanten C a. Soll unser Ausdruck wirklich einem 

Kegelschnittsystem (2~ 2) entsprechen, und nicht etwa einem System 

(3, 0) oder einem System (0, 3), so muss entweder das erste Glied 

yon Null verschieden sein, oder das zweite und das dritte Glied mtissen 

beide zugleich yon Null versehieden sein. Die Constantenzahl unseres 

Systems ist 
2~(2, 2) = 125 + 28 -f- 28 -~- 27 q- 1 -~- 209, 

d. h., durch 208 passend gewi~hlte Kegelsehni~e geht ein System (2, 2). 

Soll abet das System die Mannigfaltigkeit aller Linienelement-Kegel- 

sehnitte enthaffen, so muss das erste Glied versehwinden, und man 

kann nur noch 2 0 8 -  125 ~ 83 weitere Kegelschnitte willkiirlich an- 

nehmen. Das System enth~lt dann, ausser den Linienelement-Kegel- 

schnitten, gar keine ausgeartoten Curvea mehr. 

So 

Anwendung auf die Theorie der Fl~ohe F~ 4. 

Es ist eine interessante und in mancher Hinsicht wiehtige Aug 

gabe der Algebra~ in einem Raum / ~  yon n Dimensionen die alge- 

braisehen Gebilde zu studiren, die sieh als Durchschnitt yon Mannig- 

faltigkeiten )1~-1 2. Ordnung darstellen lansen. Auf wievielen und 
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welchen linear-unabhiingigen Mannigfaltigkeiten M[-1 r. Ordnung lieg~ 

ein solches Gebilde? Auf welchen unter ihnen ist es mehrfach ent- 

halten? Diese und ~hnliche Fragen tibersteigen wohl in den meisten 

F~llen die Kr~ifte unserer heutigen Analysis. Es gibt aber eine Reihe 

solcher Gebilde, zu denen man yon der Invariantentheorie aus gelangt, 

die einer verhiiltnissmiissig einfachen und in gewissem Sinn erschSpfen- 

den Behandlung s sind. Zu ihnen gehSrt die in der vorausgehen- 

den Abhandlung I betrachtete Mannigfaltigkeit i~/5 sowohl als die Fl~che 

F24, die bei der Abbildung der Curven 2. Classe in der Ebene auf die 

Punkte eines linearen/~5 den Punkten der Ebene entspricht. Sie beide 

kSnnen mit den in w 1 und w 2 gegebenen tItils in obigem 

Sinn behandelt werden. 

Wit beschriinken uns hier auf den zwei~en Fall, die Theorie der 

Fl'~che 2'2t , weil er der einfachere ist, und well er ausreicht, um die 

Tragweite der Methode zu zeigen. 

Wit beginnen damit, die in w 6 der Abhandlung ,,Ueber die 

Geometrie der Kegelschnitte c' angegebenen und durch den Inhalt yon 

w 1 und w 2 der gegenwiirtigen Untersuchung besti~tigten S~itze in eine 

neue Form zu bringen, die besonders geeignet scheint, den geometrischen 

Kern dieser Theorie klar hervortreten zu lassen. Wir gelangen zu 

der neuen Formulirung~ wenn wir die mi~ T bezeichnete quadratische 

Transformation mit den oo s dualistischen Transformationen des Raumes 

/~  zusammensetzen, die den dualistischen Transformationen der Ebene 

entsprechen, und die die Mannigfaltigkeiten E24 und q)24 mit einandel 

vertauschen. 

Wir kommen dann fast unmittelbar zu dem folgenden Satz: 

.Mit der _~16che F24 sind ~wei Schaaren 9s, l)s, yon je oo s Cremona- 

schen Trans[brmationen verkniipft, die zusammen eine zur Gruppe der 

collinearen und dualistischen Transformationen der Ebene eindeutig 

isomor~he*) Gruppe bilden. 

~ie Schaar 9s ist die Gruppe aller collinearen Transformationen 

der Fl~icIze F24; die Schaar t)s aber, die den dualistischen Transfbrma- 

tionen der JEbene entspricht, besteht aus quadratischen Transformationen, 

deren singu~ire Stellen die 1)~nkte yon _F24 sind. 

Dutch die Transformationen yon ~s wird eine 2unktmannigfaltig. 

keit 1. Ordnung M4 ~ yon Rs, die die _Fl6che _F24 ~t-mal enth61t, i~ber- 

gefiihrt in eine Mannigfaltigkeit ~'. Ordnung z~/la ~', auf der die t'unkte 

*) Wir gestatten uns ffir die eindeu~ig-umkehrbar isomorphe Beziehung 
zweier Transformationsgruppen den Ausdruck ,,eindeutig-isomorph" anzuwenden, 

da nach den Definitionen yon S. Lie  ffir ,,holoedrischen" Isomorphismus ein- 
deutige Zuordnung der endlichen Transfbrmationen der Gruppen nicht erforder- 
lich ist. 
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yon 2'24 Z'-fach enthalten sind, wobei ~wischen den Zahlen l, l', ~, it" 

die t~elationen bestehen 

= 2 z - t - z ' ,  z ' =  2z '  A- z .  

Dabei ents~rechen linear-abh6ngigen oder unabh6ngigen 2Vlannig- 

faltigkeiten M4*in gleicher Weise linear.abhiingige oder unabhiingige 

Mannigfaltiflxiten Ma r. 

Es ist dies im Grunde nur ein anderer Ausdruck des Satzes, dass 

aus einem Kegelschniitsystem (Z, Z') dutch eine dualistische Transforma- 

tion ein System (Z', it) hervorgehk 

Wit betrachten nun eine beliebige Punktmannigfaltigkeit 1. Ord- 

nung M4 ~ in /~5~ und gleichzeitig eine /t4~-Mannigfaltigkeit 1. Clas~e 

Ma t. Diesen mSgen in der Ebene die Kegelschnittsysteme 

[(BA)2]~= 0 und [ ( L n ) 2 ] ~ = 0  

entsprechen. Driicken wir.aus,  dass die Mannigfaltigkeiten 21/4z und 

M4: conjugirt sind, d .h . ,  dass ihre zur allgemeinen projectiven Gruppe 

des/~5 gehSrige bilineare Invariante verschwindet, so erhalten wit die 

folgende einfache Bedingungsgleichung 

- -  o .  

(S. a. a. 0., w 3, Formel II). Uebertragen wir jetzt die beiden Reihenent- 

wickelungen, die nach Formel (5) und (6) des w aus den Formen 

L(~A)2] ~ und [(Ll'I)2J z hervorgehen, in die Sprache der Geometric. des 

/35, so gelangen wir zu dem Satz: 

Jede 2'orm 1. Ordnung in R 5 16sst 

sich in bestimmter Weise als Summe 

yon 2'ormen darstellen, yon denen 

jede einzelne einer kleinsten bei den 

Transformationen yon Ss invarian- 

ten linearen Schaar angeh6rt. 

Jede _~'orm 1. Classe in 2~ 16sst 

sich in bestimmter Weise als Summe 

yon :~brmcn darstellen, yon denen 

jede einzelne einer kleinsten bet den 

Trans[brmationen yon 9s invarian- 

ten linearen Schaar angeh6rt. 

Jedes Glied der t~eihe links ist identisch conjugirt zu jedem Glied 

tier t~eihe rechts, mit Ausnahme des einen Gliedes, das ibm selbst 

dualistisch gegeniibersteht. 
Unter ether kleinsten invarianien linearen Schaar yon Mannigfaltig- 

keiten /. O. ist hier eine solche zu verstehen, in der keine lineare 

Schaar mehr enthalten is~, die ebenfalls invariant w:&re, also eine 

Schaar, die (nach Erse~zung yon l' durch l) einem L5sungssystem der 

Gleichung (6)~ w 1 entspricht. 
Wir wollen yon den zahlreichen Folgerungen des letzten Satzes 

nur eine einzige anffihren, die sich auf alas erste Glied der Reihen- 

entwickelung der Invariante [(BH)2] l bezieht. 
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Dutch eine jede auf 1 ~  gelegene 

Curve 45. Ordnung kann eine ein- 

zige Mannigfaltigkeit Ma t 5. O. 

derart hindurchgeSegt werden, class 

alle O.~ ~ eingeschriebenen Mannig- 

faltigkeiten M~ ~ 2. Classe zu Ma t 

apolar sind. 

.Einer jeden Curve 4l. Classe 

der Mannigfaltigke# (P24 kann eine 

ein~ige Mannigfaltigkeit Ma t 5. C1. 

derart eingeschrieben werden, class 

alle dutch F24 gehenden Mannig- 

[aStigkeiten M4: 2. Ordnung zu M~ ~ 
a2olar sind. 

Die Gesammtheit aZler so bestimmten Mannigfaltigkeiten 1. Ordnung 

(l. Classe) bildet eine bei den Transformationen yon ~s invariante lineare 

Schaar, entsl)rechend der 5inearen Schaar aller ebenen Curven 21. Ord- 

nung (25. Classe); und zwar ist diese die einzige kleinste invariante 

5ineare Schaar, deren Mannigfaltigkeiten die Flgche tz24 nicM enthaStvn 

(4p.~4 nicht eingeschrieben sind). 

Die MannigfaStiglceiten 314 ~ und M4 ~ sind dann und nur dann con- 

jugirt, wenn die zugehSrigen ebenen C.urven conjugirt sind. 

Der grSsste Theil yore Inhalte dieses Satzes ergib~ sieh so un- 

mittelbar aus d era Anblick unserer Reihenentwieklung, dass wit nichts 

welter dariiber zu sagen brauchen. Einer ErlEuterung bedarf nut die 

eine Behauptung~ class die den ebenen Curven 2 5. Ordnung (CX)~t~  0 

entsprechende Schaar [(CA)2] b ----- 0 yon Mannigfaltigkeiten 2/4t dadurch 

definirt werden kann, dass alle q)24 eingeschriebenen Mannigfaltigkeiten 

2. Classe zu 2/~ t apolar sind. 

Dies kSnnen wit auf verschiedene Arten einsehen. Ein erster, 

sehr einfacher Beweis ist der folgende. 

Die Schaar der za den Curven (CX)2t-~- 0 gehSrigen Mannigfaltig- 

keiten ~/a ~ kann naeh dem vorigen Satze (S. 573) definirt werden als 

die Schaar aller der Mannigfaltigkeiten .Mat , die conjugirt sind zu 

allen aus der Reihenentwickelung tier Form [(L H)2] ~ hervorgehenden 

M4 t, mii Ausnahme derer~ die aus dem ersten yon einer Curve 2l. Classe 

abh~ngigen Glied entspringen. A]le jene M4 t aber sind der Mannig- 

faltigkeit (I)24 eingeschrieben, und daher in der F o r m / ' t  (Pl "~-"" n u FG (P6 

darstellbar, sofern (Pj . . . . q ) 6  die sechs q)24 eingesehriebenen lfnear- 

unabhiingigen Mannigfaltigkeilen 2. Classe bedeuten (Vgl. Math. Ann. 

Bd. 39, S. 532). Daher kann unsere den ebenen Curven 25. Ordnung 

zugeordnete Schaar yon Ma~ definirt werden als die Schaar aller der 

~4 ~, zu denen ~ . . .  (t) 6 apolar sind. 

Umst~indlieher ist es, den Satz durch [technung abzuleiten. Wir 

wollen aber auch diesen Weg beschreiten, da die Rechnung selbst 

nicht ohne Interesse, und, als Beisloiel ftir solche Rechnungen fiber- 

haupt, hier sehr wohl am Platze ist. 

Wit  bezeichnen die beiden Kegelschnittsysteme, die zwei Mannig- 

faltigkeiten M4z und M4 t entsprechen, mit 
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[ ( c A ) : ] , =  o 
und 

[(Lrr) ,] ,  = o. 

Dann ist, wie bemerkt, die Bedingung des Conjugi.rfiseins von 

~1/4~ und M4 z diese: 

(1) [(crr)~y --- o. 

Wir drttcken nun aus, dass M4 ~ zerf~llt in eine M4 ~-2 und eine 

024 eingeschriebene M42: 

(2) [/_,IT)2] ' --~-- (L L' G) 2 . [(L Q)2],-~. 

Die Gleichung (1) verwandelt sich dann in diese: 

(3) (CC' G) ~ [(CQ)~] '-'~ = 0. 

Die Frage ist, unter welchen Umsfiinden diese Bedingung identisch 
erffillt ist, bet ganz beliebiger Wahl der Curve 2. O. (GX)2-~ 0 und 

des Systems yon Curven 2. O. [(LQ)2] l-~-~-- 0. 

Um dies zu entscheiden, de^ken wir uns [(CA)2] ~ durch b[ormal- 

formen ausgedrfickt~ 

' " 2 k' 1 

(j '  -4- 2j ~- 3/~'--~-l) 

und fiihren dann, dutch zweimalige Anwendung des Aronhold'schen 

Processes, neben dem Kegelschnitt (UA) 2 ~--- 0 einen weiteren Kegel- 

schnitt (UA)~-- -0  eta: 

1(~-- 1) [(CA)~]'-'E(OA)"]~ 

= (^^' ^ ^')']' 

�9 ~6lC' (A A A')2 [(AA'A)~]~ (/) A A')~ 
(AA'A")'  + 9]~'(]~'-- 1) + 2j i [(A A" A")'2], (zOAA') ~ 

+ 4 j ( j - - 1 )  [(PAA)']' ,(j ,  [(BA)']" (PAA)"(Ba), 
[(Paa,)q,~ -ffj  -- 1) [(B^)~], if- 4 j j '  (2^^,)q/r , 

.-{- 12k'j (Aa ' t )z  (PAA)~ + 6k'j" (hA'A)'  (.BA) 2 
(AA'A")~ (/~A A')Z (A A'A")~(/~A)~ ~" 

Wir ersetzen nun iOA) 2 durch (CQ) 2 und [(CA)212 durch (CO'G) 2. 
Dann wird, wenn (UH) ~ : -  O, (UO)2~ 0 beliebige Curven 2. Classe 

bedeuten 

(AHO)2 (CA)~ ~ (CGHO) 2 (Vgl. ,,Methoden" S. 77.) 

--~ (OH) 2 (G e)2- -2  (OH)(Go) (co) (GH) + (co)2 (GH) '~, 



576 E. S~m)r. 

(AHH')~(CA) 2 = 2(CH)~(GH) 2 -- 2[(CH)(GH)] 2, 

(Z~HH') ~ = (H H'O)2(GH) 2 -I--~-(H H'H")2(GO) 2, (AHO) 2 

[(A H H')2] 2 

[(AHe)2] 2 

(HH' --~ H")2 (G H)2~ 

(H H'O)2(GO) ~ -1-- (O O'H)2(G H) 2 

- -  2 ( H H ' O ) ( O O ' H ' ) ( G H ) ( G O ' ) ,  

= 3(GH) ~ . (AA'H)~ 

Mi~ Htilfe dieser Formeln finden wir nun, under Beriicksichtigung 

des Umstandes, dass die Formen (U/) )  9'j ( B X )  2.~' siimmtlich 51ormal- 

formen sind, 

_ 2 ' [ +  (o Q' Q'> 7 Q o')'7 
(5) (aQ)~ (aP) ~ 

{(1 + 2j W 2j' + 2k') E3k' (Q Q,Q,,}~ + j (pQQ.)~] 

- -  6k ' j '  [(BQ)EaQ)]~ (Q q' Q,,)~(~ q). ~ 

Das identische Verschwinden des Ausdrucks auf der rechten Seite, 

worin ( G X ) : =  0 und ( U Q ) 2 =  0 veriinderliche Kegelschnitte vor- 

stellen, ist also itquivalenl mit dem Bestehen der Gleichung (3). 

Es ist yon vorn herein deutlich, und der Anblick der Formel (5) 

macht es fiberdies augenscheinlich, dass man auf das Yerschwinden 

einer Reihe yon 5Tormalformea geftihrt wird, die zu den auf der rechten 

Seite yon (4) auftretenden Elementarcovarianten des Kegelschnittsystems 

[(CA)~]' = 0 gehSren. 

Wi t  behaupten, dass in Folge des Verschwindens yon (5) iiber- 

haupt alle Elementarcovarianten verschwinden miissen, mit Ausnahme 

der einzigen, die yon der Curve 2t. O. ( C X )  ~ abhiingt, so dass man 

(o) [co^)~], = [(ox)~, ,  [(v^)~],] 

seizen kann, wenn [/~, (I)] das Zeichea fiir die letzte Ueberschiebung 

yon 2'  und (I) is~. 

Zuniichst bemerken wit, dass diese erste Elementarcovariante 

thaisiiehlich nicht verschwindet zufolge des Versehwindens yon (5). 

Sie entspricht niimlieh dem Werihepaar k' ----- 0, j" ---- 0, und ein hierzu 

gehSriges Glied komm~ in (5) nicht vor. Alle anderen Elementar- 

covarianien ~reten aber in (5) wi~klich auf. 

Wiihlen wit die Form (G X)2 speciell, als Covarian~e yon (UQ)2: 

1 " 2 (ax)~-- ~(Qq x ) ,  
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so geht der Ausdruck (5) iiber in 

1 
~ { ( 1  + 2j + 2j" + 2k') (J + 3/d) k ' j ' }  . 

2 

Der Zahlencoeffieient irgend eines En~wiekelungsgliedes ver- 

sehwinde~ bier aur dann, wenn k'--~--0~ j ---~ 0 ist; es mtissen also 

wirklieh alle Elementareovarianten unseres Kegelsehni~tsystems ver- 

sehwinden, mi~ Ausnahme jener einem 

Dies is~ der zu beweisende Sa~z. 

Zum Sehluss geben wir noeh einige ganz specielle Folgerungen 

unserer Theorie~ 8Ktze yon der zu Eingang des w besproehenen Art. 

Die t~liiche F= 4 liegt auf 

( l ~ 5 ) _ _ ( / +  1 ) ( 2 / +  1) 

linear-unabhgngigen Mannigfaltigl~eiten M4 ~ 1. Ordnung. 
Man erh~lt diese Mannigfaltigkeiten, wenn man in der Reihen- 

entwieklung (4) das erste, dem Werthe j ' ~  l entsp~ceehende G lied 

wegl~isst. 
Verlangen wir weiter, dass jeder Punkt  yon ~ 4  ein Doppelpunkt 

yon 21/4 ~ ist, so wird ein weiteres Glied tier l~eihenentwiekelung aus- 

geschlossen, niimlich das yon der Normalform (]3X)~z-~(UI~) '~ ab- 

hiingige Glied. Es gibt also aueh nur eine kleinste invariante Schaar 

yon Jl/4 l, die die Fliiche F24 nut einfach enthalten, und wir kommen 

zu dem weiteren Satz: 

Die _FlSche _F24 ist auf 

( l+5  5) __ (21__1) (4 ~ - - 1 )  

linear-unabhgngigen Mannigfaltigkeiten 1. O. dop2elt enthalten. 

Ebenso ergibt sich: 

Die Fl~iche ~'24 ist auf 

(1"~5 5) --  3(2Z--3)  ( 3 l - - 4 )  

linear.unabhiingigen Mannig[altigkeiten 31/4 Z L O. (t > 3) in der<Weise 
do2pelt enthalten, dass die yon den Sehnen yon 2'24 erfiillte invariantc 
Mannigfal!igkeit 3. O. liings der gan~en Fliiche 2'24 "yon den 2114 ~ bcri~hrt 
wird (mit anderen Worten, dass der Tangentialkegel "yon 31/4 ~ in einem 

Punkte yon 2'2t tibereinstimmt~ mit~ dem Tangentialkegel jener invarianten 

Mannigfaltigkeit). 
Hier und in iihnlichen F~llen erlaubt unsere Analyse nicht nur 

Zahlen zu bestimmen~ wie sie in den letzten S~itzen angegeben sind~ 
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sondern auch die in Rede stehenden Mannigfaltigkeiten wirklich hinzu- 

schreiben. 

In derselben Weise, wie bier die Mannigfaltigkeiten M4 ~ behandel~ 

worden sind, die durch die Fl~iche ~,4 hindurchlaufen, ]mnn man auch 

die identischen Relationen behandeln, die zwischen den Coefficienten 

einer ternilren, quatern~iren oder sen~ren orthogonalen Substitution 

bestehen. 

M a r b u r g ,  21. April 1892. 

Bericht igungen zu dem Aufsatze:  

Ueber Covarianten ebener ColIineationen yon P. 

Seite 93, Zeile 16 v. o. 

,, 93 ,  ,, 20 ,, ,, 

, 93 ,  ,, 1 V. U. 

,, 94 ,  ,, 8 V. O. 

,, 9 4 ,  ,, 25 ,, ,, 

,, 9 5 ,  ,, 9 ,, ,, 

, ,  9 5 ,  , ,  2& , ,  , ,  

, ,  9 6 ,  , ,  1 ,, ,, 

, ,  9 7 ,  , ,  2 ,, ,, 

Muth 

in Osthofen (Rheinhessen). 

ist nach dem mit  dem Worte  , ,an" sehliessenden Satze der 

folgende einzusehalten: Von einem Netze der  im System X 

fiir ~-----1, it----~0, ~ -~0  auf t re tenden identischen Collineation 

ux ~-~ 0 kann nicht gesprochen werden,  da C} ~ (u~) ~-  0 ist;  

dieses ist im Folgenden stets zu berficksiehtigen. 

lies: ~ ~ start -~ ~ .  

ist das Eingeklammerte  zu streiohen, ebenso dm bier ge- 

machte Anm. 2. 

lies: die 3 Wer the  start die Werthe.  

lies: ~p(xu)  stat~ ,af(xu). 
sind die Wor te  ,,und si~mmtlich zu abe" fiberfl(issig und 

deshalb zu streichen. 

lies: l iegen in start in. 

ist 2) und 

das Eingeklammerte  zu streichen. 

Verbesserung  zu P a s c h.  

Seite 150, Zeile 7 v. u. ist am Ende hinzuzuffigen: yon Null versehieden.  


