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Introduction 

Le but de cette Note est de promouvoir l'utilisation des poly- 

n~mes et des s@ries f~rmels en ind~termin~es non commutatives oomme 

outil de calcul privil~gi~ pour les asservissements non lin~aires et 

(eu) non staticnnaires. 

Apr&s divers rappels,ncus montrons comment ces @tres alg~briques 

peuvent representer des syst~mes donn@s 8ouvent,jusq~'alors,sous 

forme d'une s~rie de Volterra.Aux s~ries rationnelles,introduites 

en th~orie des automates et langages par M.P. SchGtzenberger (cf. 

[~ ),correspondent les syst~mes r@guliers (cu bilin@aires) 

r@alisables,~tudi@s selon d'autres m~thodes par Brockett [4 , 6J , 

Bruni,DiPillc,Koch [SJ ,d'Alessandro,Isidori,Ruberti [~ .Polyn~mes 

et s~ries rationnelles permettent d'apprccher uniform~ment,dans tout 

dom~ine compact d~nn@,tout asservissement continu,ce tant dans la 

topolegie des fcnctions continues que de carr@ sommable.0es faits 

ayant d~j~ ~t~ d~montr~s par l'auteur [~,I~,~] ,nous ne ferons que 

les passer en revue. 

Le r~sultat original de cette Note concerne la r@solution 

d'@quations int~grales ou diff~rentielles non lin~aires en r@gime 

forc@°L'emploi des ind~termin@es non commutatives permet un calcul 

algorithmique bien plus facile que eeux prepss~s avec les s@ries de 

Volterra,notamment dans ~e cas non stationnaire (of. Flake ~J ). 

Ces m~thodes sont applicables dans le cas stochastique ~ condition, 

@videmment,d'utiliser l'int@grale de Stratonovich ~2~. 

I.-Rappels sur le~s s~ries f0rmelles non commutative ~ 

alD~finitions et prop ri~t~s ~@n~rales 

Soient X un ensemble fini,non vide,l'al~habet,X ~ le mono~de 

libre qu'il engendre.Un @l@ment de X ~ sst un mot,l'@l~ment neutre, 

ou mot vide,est not~ "l"oK ~tant un corps commutatif, soient K<X> et 

K<(X~ les anneaux des polyn~mes et des s@ries formels,~ coeffi- 

cients dans K,en les ind~termin~es associatives x ~X (non commuta- 

tives si card X~2).Un @l@ment s~K~X~ est not@ 

s=~I(s,w)w' w~Xm I . 

L'addition et le produit sont d4finis par: 

Sl+S2=~I((Sl,W)+(s2,w))wl w~X" ~ , 

(s ,w )(s ,w )wl w£X ~ .  (ww 
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sg K<<X>~ est inversible ss'il existe une s~rie s -1 te!!e que 

ss-l=l=s-ls.Cemme dens le cas eom~utatif, s eat inversible ss~ so~ 

terse Qenstant (s,1) e~t non nul,Un seus-anneau R de K~X~ est dit 

rationnellement cles ssi l'inverse de route s~rie inversible de R 

a~partient encore & R°L'ar~eau K<(X)~ de~ sgries rationnelle~, 

introduit par SQh~tzenberger [ZSJ,est le plus petit sous-anneau 

rationuellement clos de K<<X~ qui contienne K<X>. 

Remar~ue.-Lorsque X est r~duit & une aeule lettre x,une s~rie 

rationnelle n'est autre que le dgveloppe~ent de Taylor & l'origine 

d'u~e fraction rationnelle de la forme P/Q,eh P,Q g K[x~,Q(O)~O. 

Bolt K NxM i'ensemble des matriee~ ~ coefficients dans K,~ N 

lignes et M oolonnes.Une representation (lin~aire) ~:X~--*~ x~ est 

un homemorphisme du mono~de X x dans le mone~de multiplicatif des 

matrices carries d'ordre K.Le r&sultat fondamental suivant est connu 

sous le nom de th@or~me de Kleene-SchGtzenherger (el. [~S ,I~ ): 

Th~or~me 1.1°-Une s~rie r E K~<X~ est rationnelle si et seulement 

s'il existe un entier ~l,une representation ~:X~--~K~X~,des-- 

matrices ligne ~ ~ K lx~ et colonne ~ ~ ~xl tels que 

Remar~ue.-gn lan~a~e (ferme____~l) est une pattie d'un concede fibre ~. 

Il peut @tre c~nsid~r~ cem~e s~rie fermelle en les ind~termin~es 

x ~ X,& condition de prendre les coefficients dans le semi-anneau de 

~=~O,l~,avec l+l=l,ou le semi-anneau N des sntiers non Boole 

n~gatif~,si !'on tient compte de l'ambi~t~.Sur de tels semi- 

~nneaux,le concept de s~ries rationnelles se d~finit sans grand 

changement.Le th~or~me 1.1,d~ & SchGtzenBerger[~$J,y est encore 

valable.I1 g&n~ralise le r~sultat original de Kleene d'apr~s lequel 

un langage est raticnnel ss'il est acceptg par un automate fini. 

Pour plus de d~tails sur les liens des s~ries avec l'i~formatique 

et la linguistique math@ma~iques,nous re~voyons & Chomsky,SchG- 

tsenberger [~] ,Eilenberg ~] ,Cohn ~0~. 

La matrice ~e Hankel d'une s~rie s ~ K~I~ est le tableau infini 

~(s) dent lignes et colonnes sent index~es par X~,de sorte que le 

coefficient d'indice (u,v) g X~xX mest (s,uv).Le rang est immgdiat 

d~finir.Le th~or~me suivant g~n@ralise une propri&t~ classique 

darts le ass d'une seule ind~termin~e°La d~monstration peut se faire 

(cf. ~) & l'aide de modules gauches ou droits sur K<X~ qui sent 

l'analogae des modules intreduits pour los syst~mes lingaires par 

R.E. Kalman. 
Th~or~me 1.2.-K ~tant un corps,une condition n~cessaire et suffi- 
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santo pour qu~une s~rie r~ K<<X~F soit rationnelle est que la 

matrice de Hankel soit de rang fini .~.I1 existe alors une represen- 

tation ~:X~--*~X~,des ~a~rices ligne ~ ~K Ix~ et colonne ~6 K Nxl, 

telles que 

r= ~ I(a~w~)w'w~X~ ~ • 

Soient un entier N~/1,une representation /a :X ~ ~KNXN,des matrices 
ligne kE K IxN et colonne ~E K Nxl tels que 

Alors N>/g.Si N=g, il existe une matrice inversible P£ ~xN telle que 

P~wP- =~w, P=~,P~=~ (les representations ~ et~ sent donm 

ssmblables)./A eat dite r~duite (ou minimale). 

4_~plication.-Une repr~sentatlon~ :X~--~ K NxN est dite nilpotente ssi, 

pour tout mot non vide w, la matrice ~w l'est.D'apr&s un r~sultat d~ 

Levitzki,la representation peut ~tre triangularis~e,en ce sens que 

toutes les matrices ~w peuvent l'Gtre simutan~ment. 

Pr_Ep_position 1.3 (cf. [~])'-Une s~rie rationnelle de K~X~ est un 

pelyn6me si et seulement si elle peut ~tre produite par une repre- 

sentation nilpotente.Alors,la representation r~duite est nilpotente. 

b)Produit de Hurwitz 

Le produit de s~ries formelles d~fini au d~but,dit parfois 

produit de Cauch~,n'est pas le seul possible.Le produit de Hurwitz 

ou d'intercalement (en anglais shuffle product) se d@finit par 

r~currence sur la lengueur des mots: 

Vx x V x x,y u,v 1LUl=l, 

Il Be prolonge par lin~arit@ ~ K<<X>~: 

si~s2=~I(si,ui)(~2,uZ)uiLuu 2 I ~i,u2 ,~ X ~ 

Oe produit est associatif,oommutatif et ~istributif par rapport 

l'addition~il a pour ~l~ment neutre 1.Le produit de }~urwitz de deu4~ 

polyndmes est un polyndmeoPar ailleura,on pout d~montrer (of. [~]): 

Proposition 1.~..-I,e prod~it ~e Hurwi~z ~e deux s~ries rationnelles 
eat une s~rie rationnelle. 

c)Syst~mes d' @qua ~ions 

sE=It ~ fun ensembler_ de M lettres,les(i=l,...,M),o~ineonnues.Ai est Soit i'" " " ' M 
Soit le yst~me (E) ~e M @quations ~i=Ai une 

expression £orm6e p~r la aomme,possiblement infinie,de monSmes o~ 

figurent la concat~.~ation et le produit de Hurwitz des lettres de X 

et ~.Exemple:XlUJ (IO~l).De plus,on impose aux mond~es ne oonte- 
nant que des ~ d'etre nuls.A i peut comprendre un 
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,) terme constant non nul Aik0 
Propg~ition 1.5.-Le syst~me d'~quations (E) admet un N-uple solution 

etun seul de s~ries de K<cX~ que l'on peut obtenir par it~ratlon. 

Lea coefficients des ~ots de longueur inf~rieure ou ~gale ~ k de 

l'it~r@ d'ordre k coXnQident avec ceux de la solution. 

Preuve.-La m@thode est en tout point identique ~ Qelle utilis~e pour 

les syst~mes d'~quations alg@briques,~tudi~s en [~ , I0~ ,st qui 

g~n~ralisent los ~rammaires de Chomsky pour les langa~es alg~briques 

ou context-free.Ells repose sur le fait que,K~X~ ~tant eomplet 

pour la topologie (X)-adique,on d~finit par substitution aux ~ i 

d'@l~ments de K~X~e contraction dans l'ensemble des M-uples 

de K~<X~ ,o~ le ~erme constant de la i e s~rie est Ai(O).Le M-uple 

solutlon est le point fixe. 

il.-Asservissementsnon lin~aires et s@riesformelles 

K est d~sormais le corps R des r~el~ eu celui ~ des complexes. 

a)Asservissements r~liers (eu b±lin~aires) 

Un asssrvissement r~gulier (ou bilin~aire) r~alisable a une 

description par espace d'~tat de la ferme 
L 

(2.1) i ~(t)y(t)=(=dq/dt)~q(~) =(As+, ~ui(t)Ai)q(t) 

oh q(t) [q(0) donn~] appartient au K-espace vectoriel d'~tat Q de 

dimension iei finie (d'oh le %erme r~alisable),Ao,Al,...,An:Q-~Q, 

:Q-~K sont des applications K-lingaires,ul,...,un:~+--*K (~+=[0,~[) 
sont les entr~es (ou oommandes,ou gouvernes,ou contr~les) que l'cn 

suppose localement int~grables par rapport & la mesure de Lehesgue. 

Deu~x asservissements sont dit~ indiscerna~les ssi,pour los m@mes 

entr~es,on obtient les m~mes ~or~ies.0n montre (~f. [~] ) que tout 

asservissement lin~aire 

~'espaee d'~tat N de dimension finie,gh gi ~ N (i=l,...,n) et F:~-~E, 
H:~--,K sont des applieationm K-lin~aires,e~t indiscernahle d'un 

asservissement r~gulier r~alisa~le. 

Posons ~(t)=t, ~i ( ~ t)=~ui(T)dz (i=l,...,n).La formule de 

Peano-Baker conduit ~ 4crire: 

(e.~) ~ ( t l = k [ l +  o) , 
o~ l'int~grale est d~finie 
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$oit l'alphabet X= ~ oX ,Xl " ..,Xn~ oh x~j correspond ~ 3~.Guid~sj par 

(2.2),introduisons la s~rie rationnelle ~ K((X)) donn~e par la 
repr~sentation~:X ~,,,,, )K ~xN d6finie par ~ x =A ,de sorte que 

j J f ~ 

e~% d i t e  s ~ r i e  f f ~ n ~ r a t r i c e  de ( 2 . 1 ) , q u ' e l l e  d ~ f i n i t  ~ une  i n d i .  

s~ernab i l i t~  pros (c~.  [15 ))~] ). 
Le th~or~me 1.2 donne la nature de la r~alisation r~duite d'u~ 

asservissememt r~gulier (cf. [~5 ,~S] ),r~ultat ohtenu a~ssi ~ar 

Brookett [~J,Brtt~i,DiPillo,Koch [$J, et d'Alessandro,Isidori, 
Ru~erti ~] . 

~h~or~me 2.1.-ll y a bijection canonique entre les asservissements 

r~guliers r~alisables,d~finis h une indis~ernabilit~ pr~s,et les 

s~ries rationnelles non commutatives.Un asservissement r~gulier 

r~alisable,dont la matrice de Hsa~kel de la s~rie g~n~ratrice est de 

rang fini N, est indis~ernable ~e (~) 

~ (t)=(~o+ ~ ui(t)~i )~(t) 

y(t)=~(t) , 

d'espace d'~tat ~ de dimension ~.Tout asservissement r~gulier 

I ~'(t)=(A~+ ~ ui(t)A~)q'(t ) 

y(t)= ~q' (t) , 

indiscernable des pr4~4dents,a un espaee d'4tat q' de dimension 

N'}[.Si ~'-~,il existe un isomorphisme PtQ'--~,tel que: 
_ ~A~- l=~- .  ( ~ - - 0 , ~ , . . . , n ) , i ~ = ~ ' , ~ ' ( O ) ~ ( 0 )  . 
(~) est dit r~duit. 

Application.-Lorsque la s4rie g~n4ratrice est un polyn~me,on 

obtie~t un asservissement r4gulier,dit nilpotent,que la proposition 
1.5 permet de caract4riser ainsi: 

proposition 2.2.-Um asservissement r~ulier est nilpotent si et 
seulement s'il e~t indiscernable de l'asservissement 

lq(t)=(Ao+ ~ ui(t)Ai)q(t) 

oh le semi-groupe engendr~ par les matrices Ao,A1,...,A ~ eat 
nilpote~t. 

D'apr~s le th4or&me de Levitzki,Ao,A1,...,A n peuvent ~tre simul- 
tam4ment triangularis~es. 

Remarque.-Marcus [~-5}utilise le terme nilpotent darts un sens 14g~- 
rement plus g4n~ral. 



502 

b)S@ries de Volterra 

Wiener [2~,d~s 1942,a tent4 de mettre les asservissements non 

lin4aires sous forme d'une s~rie de Volterra (cf. [2] ): 

(2.3)  1(t,rl)u( l)d l 2(t,  ,Ta)u( 2)u( l)a eara 
0 0  + , , e  , 

oh,pour simplifier,l'entr4e et la sortie u,y:~-~K sont suppos4es 

scalaires. 

Los nombreux travaux,tant th4eriques que pratiques,qui leur ont 

4t4 consacr4s,ont achopp4 sur la d4termination effective des 

noyaux ho,hl,h2, . . . .  

A une s~rie ~g K~Xo,Xl} ~ ,associons,par comparaison & (2.2),ie 

syst~me entr4e-sortie donn4 par 

' - ~ ~ : T  ~ ~ . ~ , : ~ -  k 

Un asservissement,ainsi d~Qrit par une s4rie non commutative,est 

dit analytique. La s4rie,dite encore g4ngratrice,le caract4rise & ume 

indiscernabilit4 ~r~s. 
Th4orbme 2.3 (cf.[~,1~J).-~n asservissement es% analytique si et 

seulement s~il peut ~tre d4fini par mne s4rie ~e Volterra,dent los 

noyaux sont des fon~ti~ns analytiq~es. 

Remarques.-(i)Pour Me pas alourdir l'expes4,ncus n'~tudierons pas 

les questions de convergence li~es au d4veleppement en s4rie non 

commutative. 
(ii)I1 y a station~arit4,e'est-&-dire invarianee par translation 

tem~orelle,ssi le support ~e la s4rie g~n4ratrice G,d~fini par 

su~p ~= ~w,w~',(G,w)~O I ' 

est de la for~e 

s~pp ~ ~ ~Xo,Xll'X 1 • 
La multiplication de deux asservissements d'entr4e u et ~e 

sorties yl,Y2 est l'asservissement ~'entr4e u et ~e sortie,& 

l'insta~t t,Yl(t)Y2(t).Une simple int4gration par parties conduit 

~noncer: 
P~position 2.4 <cf.[l~,1~ ).-L'asservissement multiple de deux 

asservisseme~ts analytiques e~t analytique,~e s4rie g4n4ratriee le 

prod~it de k~urwitz des deux s4ries g4n4ratri~es. 

En vertu de la proposition 1.4,il vient si l'on appelle ratio nnel, 

polynomial u~ asservissemen~ analytique dont la s4rie g~n4ratriee 

l'est: 
Corollaire 2.5 (ef.~,~J)°-~'asser~issememt multiple ~e deux a~ser- 

¥isseme~ts a~alytiques rationnels (ou ply~miaux) est de m~me nature. 
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c)A~proximations des as~ervissements 

C'est la g~n~ralisation fon~tionnelle,due ~ Fr~chet (Qf. ~IJ, 

p. 78),du th~orAme d'approximation de Weierstrass qui justifie 

l'i~troduction par Wiener des s~ries de Volterra (~f. [2]).En effet, 

d'apr~s ce r@sultat,les s~ries de Volterra tronqu~es,c'est-~-dire 

avem un hombre fini de noyaux non nuls,p~rmettent d'approoher tout 

asservissement continu.0n a un r@sultat analogue avee les a~ge~vis- 

sements anlytiques par application du th@er~me d'~pproximation de 

Weierstrass-Stone. 

Soit ~l'espa~e des fonQtions ~e R darts K que l'on suppose --+ 

~tre l'ensemble des fonctions: 

-continues muni de la tcpolcgie de la convergence compacte, 

-localement de carr~ 8ommable par rapport A la mesure de Lebesgue, 

muni de la topologie suivante:la suite u n tend vers z~ro ssi,pour 

tout t ~ G,lim Un(~)d~ =0. 

~n asservissement peut @ire consid~r~ comme une application de 

R_+x~dan~ K obeissant au prin~ipe de causalit@:la sortie y(t) ne 

d6pend de l'entr~e u(T) que pour 0 ~ T ~ t.Un asservissement est 

dit continu ssi c'est une application Qontinue de R x~ dans K. 

~h~or~me 2.6.-Dans tout domaine compact de ~+x~ ,tout asser~is- 

8ement continu peut ~tre uniform~ment approch~ par des asservis- 

sements analytiques que l'on pout choisir rationnels ou polyn~miaux. 

Cerollaire 2.7.-Dans tout domaine compact de R+x~ ,tout asservis- 

sement contin~ peut 8tre uniform~ment approch~ par des asservisse- 

merits r~guliers r~alisables,que l'on peut choisir nilpotents. 

Remarque.-Ces r~sultats d'approximations,d@montr~s en [~S] ,avaient 

~t~ @nonces en [~] pour la topologie de la convergence compacte ~es 

fonctions continues.Ind~pendamment et peu apr~s,ils ont ~t~ 

retrouv~s par Sussmann [~] pour la topologie de la convergence 

vague,fait qui implique le r@sultat de [~.Par ailleurs,Erener[2O] 

a prouv~ que tout syst~me de la forme 

q(t)=f(q(t))+u(t)g(q(t)) 

(t)=h(q(t)) , 

oh f,g,h sont des fon~ticns C',peut @tre approch@ par un asservis- 

sement r~gulier r~alisable. 

III.-R~solution d'~uation~ ~iff~rentielles non lin~aires 

alTh~orie 

Soit l'asservimsement,oh l'entr@e figure lin~airement,d~crit par: 



504 

~y(t)=h(t,q(t)) 

oh le vecteur d'@tat q appartient & un K-espaoe veQtoriel Q de 

dimension finie N~et oh a,f,gl,...,g~,h sent des fonctions 

analytiques dans un voisinage de l'origine contenant (O,q(O)) 

((3.1) est un syst~me int4grale h la Volterra g@n4ralisan% (2.1)). 

Proposition 3.1.-(3.1) d4finit un asservissement analytique dent la 

s4rie g@n4ratriee pout ~tre aalcul4 par it@ration.0n obtient ainsi 

une suite d'approximations par asservisse~ents polyn6miaux. 

~ ~N'~ ~N÷I } ~''''' ~N correspon- Preuve.-Soient uL = ~l''''' o~ ~ 

dent aux N coordonn@es de q et ~N+! a y.Rappelons que la multipli- 

cation & gauche par x O correspond & int@grer,eelie par x i & multi- 

plier par u i puis int@grer;de plus le produit des valeurs donne 

le produit de Kurwitz (of. proposition 2.4).(3.1) conduit alors 

@orire,sous forme matricielle: 

~+1=H(Xo,~x,.o., gH ) , ~:4 a a 

O~ A,B,F,G,H sent des s@ries en les variables Xo, i''''' ~N o~ le 

prod~it qui intervient est oelui de }{urwitz. 

La r@solution par iteration selon le § l.o de (3.2) est possible 

et correspond,de faQon olaire,~ la m@thode it~rative de Pieard pour 

lee ~quations int4grales (ou diff~rentielles)o 

D'apr~s la proposition l.5,on ohtient un algorithme fournissant 

une suite de polyn~mes de degr@ inf~rieur ou @gal au pas d'~t6ration, 

dent los coefficients coincident avec ceux de la s4rie g@n@ratrice 

sol~ion.Ces polyn~mes d@finissent des asservissements analytiques 

polyn0miaux,ou r@guliers nilpotents,qui convergent vers (3.1) dans 

l'une des topologies du § II.c. 

Remarques.-(i)Brockett [SJ a @tudi4 les @quations diff@rentielies 

de la forme 

~4(tl=f(t,q(t)l+~i(t)gi(t,q(t)) 

l y(t)=h(t,q(t)) . 
Ii a prouv@ que !a solution pouvait se mettre sous la forme d'une 

s@rie ~e Volterra lorsque f,g,h sent analytique8 en ~ et seulement 

continues em t.To~tes los considerations qu'il d4veloppe sur le 

rayon de convergence st la prolongation analytique sent imm@dia- 
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tement transpcsables ici~ 

(ii)Une limitation importante de notre approQhe provient du fait que 

l'entrde est lindaire en (3.1).S'll n'en n'est pas ainsi,on peut, 

aveo Br~ekett [~],prendre pour nouvelles entr~es Vl,..~,v n oh v i est 

la ddrivde de u i et rajouter n dimensions qN+i ~ l'espace d'dtat de 

sorte que 

qN+i(t) =ui(t) =ui(0) +1~vi(1~)~r. 
(ill)Des dquations assez semblables & (3.2) ont dtd reneontrdes par 

Cori [11] pour ddfinir des sdries non commutatives assoeides & 

certains graphes planaires. 

b)Exemples pratiques 

I1 importe parfois d'obtenir de mani&re explieite la solution 

d'un syst&me de la forme (3.1).Lorsque le syst~me est autonome,la 

transformation de Laplace multidimensionrtelle offre un outil d'une 

certaine efficacit~ pour le calcul des noyaux de la sdrie de 

Vol~erra.Si l'on n'utilise pas ~et outil,et,ds~us le cas non autonome, 

on ne peut le faire,on aboutit ~ des equatlons aux ~erlvees partiel- 

los souvent inextricables liant les noyaux (of. Flake [~ ,~4] ). 

Darts tou~ los cas,le calcul itdratif de la sdrie gdndratriee nous 

semble bien plus simple. 

(of. Barrett [~] ).-Soit l'~quation dite de Dulling 
+ a~ + by + ey3=u(t) . 

Elle peut ~tre rdder~te sous la forme: 

-o  o " o  ~' % " °  / o  +~ t, 
o~ y(0)=~ ,~(0)= ~ -a~ .La sdrie gdndratrice G g K<¢Xo, Xl>> satisfait 

l'dquation: 

-G+axo-G+bx2G+ex2(G~GtuG)=XoXl+~Xo + c ~ o -  o - - - 

On approxime par la suite de polynSmes de K<Xo,Xl>,qui ddfinissent 

des asservissements polyn~miaux ou rdgullers nilpotents: 
_c~ ; 

- ~ + ( ~ - a , ~ ) x  o ; 
- o( +(~ -a~ )x +(a2~( -a~ -b~ -e~ ~ )x2+ XoX ~ ; 

2 ~ .2'. 2 
- ~( +(~ -ac( )Xo+(a ~ -a~ -b~ -e~{ )Xo+XoXl-aXoX1+terme en x 3 ;etc .... 
Remar u~.-Par d'autres mdthodes,on a eheroh~ ~ ddvelopper u°n eal~ul 

it~-ratif des noyaux de sdries de Volterra correspondant & des 

dquations diffdrentielles de forme identique (of. Reddy,Reddy [Z4] )~ 

ExemDle 2 ( of. Brockett tS] ).-Soit l'dquation 

= sin y + u(t) , 

o~,pour simplifier "lee "~alculs,on Suppose y(0)--O.Elle pout ~tre 
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r~4crite sous la forme~ 

y(t)~/~sin y(~)d~ +~u(T)d~ 

" ~  (-1)ny2n+l (--)/(2n+l) ! d~ +/~u(T)d~ . 
O 

La s@rie g4n@ratrice ~ E K~xo,xl>> satisfait ~: 

~=Xo( ~ (-1)nGw...~) + x I - 

2n+l fois 

On approxime par la suite de polyn~mes de K(xo,xl> : 

- x I ; 

- Xl+XoX~ ; 

#-lsx x -Gx 2x x_ ,ot  . . . .  

1 0 I 0 ± ~ 0 I 0 

Exemple ~ (cf. Flake [|~])o-Soit l'4quation 

y + t~ + y + y2 = u(t) ( y(o)=~(o)=o ) . 

Elle peut ~tre r~crite sous la forme: 

La s4rie g4n6ratrice ~K~Xo,Xl~ de y satisfait ~: 

La s~rie g4n4ratrice ~ de y est donn~e par: 

~=xo~ . 
On approxime par i~ suite de polyn~mes de K<Xo,Xl> : 

-O; 

- X~Xl ;~ Z 

XoXl-~X~Xl-XeX~X o ; 
XoXl_lXoXi_~oXiX ° A 3 2 2 4 2 lXo-4Xo x ~ ; eto.. . +SXoX i + 5XoX IXo+ 2XoX 

c~Ca s stoehastique 

~orsque l'entr4~e est une diffusion markovienne,on peut appliquer 

(3.1) les m~thodes it~ratives pr~c~dentes,cel~ sans changement 

condition d'utliser l'int~grale stochastique de Stratonovieh [~61, 

qui,& l'inverse de celle d'Itd,obeit aux r&gles de calcul habl- 

tuelles. Par une d4monstration analogue,la proposition 3.1 reste 

valable et l'on obtient une suite d'asservissements plyn~miaux,ou 

r4gullers nilpotents,eonvergeant vers la solution en moyenne quadra- 

tique sur tout intervalle de temps borne. 
Si,pour l'int4grale de Stratonovich,& un asservissement analy- 

tique rationnel correspond une syst~me, r~gulier donn4 par (2oi), 

rappelons que oe n'est pas aussi simple avec le ealcul d'It~.La 

premiere ligne de (2.1) est alors remplae4e par: 
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t t ~ ~ 
si u= (Ul,...,un) ( indique la transposition matrieielle) est un 

bruit blano Qentr  v6rifi t (or. [Z23). 
Application.-Dans de nombreux probl~mes,nos m~thodes d'approxi- 

matiens devraient permettre un filtrage statistique non lingaire 

sous-optimal par utilisation des asservissements polyn~miaux ou 

r~guliers nilpetents. Illustrons nos dires par le r~sultat suivant de 
Marcus ~3J : 

Seit ~(t)=F(t)u(t)+G(t)b(t) ,e~ Best un brui~ blanc ind~pendant 

de la variable al~atoire gausQienne u(O).La meilleure estim~e de la. 

sortie d'un asservissement polyndmial,connaissant zt=~ z(~)l O~ ~ gt~, 

d~fini par z(t)=H(t)u(t)+Rl~2(t)b'(t) (R~ O,b' bruit ~lanc ind~pe~- 

dant de bet u(O),(F,G,H) Qompl~tement commandable st observable), 

peut ~tre calcul~e par un syst~me d'~quations diff~rentielles de 

dimension finie,oonduit par l'innovation d~(t)=dz(t)-H(t)~(tlt) (la 

meilleure estim~e ~(tlt) de u est,bie~ sGr,feurnie par un filtre de 

Kalman-Bucy). 
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