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UN PROLONGEMENT DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE
QUI TRANSFORME LA SOLUTION UNITAIRE

D'UN OPÉRATEUR HYPERBOLIQUE
EN SA SOLUTION ÉLÉMENTAIRE (°)

(PROBLÈME DE CAUCHY, IV) ( 1 ) ;

JEAN LERAY

(Paris).

INTRODUCTION.

Soit en x^ .— ) un opérateur différentiel linéaire à coefficients holo-
\ ox j

morphes, à partie principale réelle et dont le conoïde caractéristique n'a pas
de singularité réelle; nous allons donner l'expression suivante de sa solution
élémentaire E(x^ y ) :
( i ) E(x,y)=€[U\^y)^

^*(t, y ) désigne la solution unitaire [II] de l'adjoint a* de a; S désigne un
prolongement de la transformation inverse de Laplace.

\^allure de E(x^ y ) résulte de celles de J? et U* : voir n° U.
Une expression explicite de E(x^ y ) par quadratures résulte aussi de ( i ) ,

quand rt( x^ .— )? dont l'ordre est m, a ses coefficients d'ordres /?î, ni — i

et <; in — i respectivement linéaires, constants et nuls; par exemple quand a
est l'opérateur de Tricomi (voir n° 15).

Nous nous limitons ici au cas où a ̂ hyperbolique^ la solution élémentaire
jE(x^ y ) étant alors celle qui s'annule quand x est hors de la nappe externe
du demi-conoïde caractéristique de sommet y : on sait qu'elle résout les
problèmes de Cauchy bien posés (voir par exemple [9], chap. VII). Le cas

( 0 ) Je remercie vivement L. GARDING d'avoir relu, corrigé et clarifié ce travail, au cours
de rencontres que nous ont permis PInslilute for Advanced Study (Princeton),
rinslilut des hautes Études scientifiques (Paris) et le Collège de France.

( 1 ) Nous désignons cette série d'articles par [I], ..., [VI] : voir la Bibliographie, p. i56.
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général se traite en modifiant convenablement la définition de X°; son étude
est en cours avec la collaboration de L. GARDING. Quand a est elliptique, la
formule ( i ) a déjà été établie et employée par F. JOHN [8].

1. Notations. — ï est un domaine d'un espace affin^ réel^ de dimension
réelle

dim/.^Tzr: /;

on le suppose suffisamment petit ( 2 ) .

S est l'espace vectoriel des fonctions linéaires, définies sur A\ à valeurs
numériques complexes'^ la dimension complexe de 2 est

dinicS == /-t- ï .

x e t j sont des points de A ; Ç et YÎ sont des points de S; la valeur de ^
en x est notée :

\. X == |:o 4- Ei X^ -h . . . + i:/.T/.

(.ri, . . ., xi) étant les coordonnées de x et (^o, en . • ., Ï/) celles de ^ ; •/} et r
sont supposées liées par la relation

n. }'=-().

Nous définirons en outre : l'espace projectif S* ima^e de Z. o; deux

espaces €> et C>; des projections de domaines de ^ et 0 dans El et S,*;
l'uniformisation. Ces définitions figurent déjà implicitement dans l'énoncé du
théorème d'uniformisation de la solution unitaire (théorème 1 de [ I I ] ) .

2. L'espace projectif complexe ^ a pour points les sous-variétés
analytiques planes, de codimension ï , de l'espace affin contenant X : à tout
pointa 7^0 de S correspond un point £* de Z*; c'est la variété de l'espace
affin contenant ^¥ qui a l'équation

y '' £.^=-o.
On a

di m, £/:=-/.

Sur 3. définissons deux formes différentielles extérieures :

/

^(S) ̂ ^ (- ̂ ' £/ ^o A ... A ^/- i A ^/+i A . • • A ̂
y^O

/

co/ (0 ̂ S("i[)/'""'ci dii A • • • A ^/-i A ̂ i A .. • A ^/;
/-^j

les transformations linéaires, unimodulaires de Z. les laissent invariantes.

( 2 ) Autrement dit : nous remplaçons plusieurs fois X par une boule quelconque,
contenue dans X et de diamètre donné.
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Soit/(EJ une fonction holomorphe^ homogène de degré - n ( / i : enlier
positif, négatif ou nu l ) ; comme l'explique le n° 9 de [III] :

si n = = / + i , alors /(^) ^(i:) est une forme holomorphe et fermée de ï*;
elle s'annule sur toute sous-variété analytique de SI*;

si n = /, alors /(c) ^' (£) est une forme holomorphe de ^*; elle est fermée sur-
toute sous-variété analytique de S*; elle s'annule sur une telle sous-variété
de codimension >• i.

Les points x et y de X ont pour images les deux sous-variétés planes r*
et y* de S* ayant les équations

x^ : ^. x ~-~- o ; y* : ' r i . y =-: o.

3. Les espaces <I> et <I>. — Soit une droite numérique complexe, compac-
tifiée par l'adjonction d'un point à l ' inf ini ; soit un espace vectoriel complexe,
de dimension /; soit <D leur produit topologique mun i du groupe de transfor-
mations, à un paramètre numérique complexe 6^0, que voici : soient /
et (ï i i , . . . , ra) les coordonnées de cette droite et de cet espace vectoriel;
un point cp de <I> a donc les coordonnées

(/, 71 ) :=(/, Yli, . . .. Ta),

t pouvant valoir oc ; 0 transforme <p en

(3 . i ) Oîpr-^e1-^, e^, . . . . Q^),
m étant un entier, que le n° h- devra choisir > i.

Bien entendu, le produit par 0 de ÇçZ est

(3 .2) 6^(9^ 6^, ..., 6^).

L'espace projectif 2.* est le quotient de 3 — o par le groupe de ses liomo-

théties 6. Notons <I> le quotient de la partie de C> où n ̂ é. o par le groupe des

transformations 0 : un point ^ de $ est l'image de l'ensemble des transformés
d'un point (/, ïî) de <I> tel que Y Î ^ O ; par abus de langage (/, 7î) désignera
souvent î.

La sous-variété de <î> d'équation t=o est un espace projectif complexe,
que nous identifierons à y", en définissant donc y}o par la relation Y}.JZ=:O.

<D est un espace fibre, la base du point S étant r/ : la base de $ est r* et
sa fibre est la droite projective complexe.

NOTE 3.1. — Le point ^ de <î>, image du point (/, Y ] ) de <Ï>, est donc a base
réelle quand le point r/ de y^ est réel.

NOTE 3.2. Nous emploierons sur <Ï> la forme différentielle extérieure

(3.3) Ts(t, rî) ^ ( i — m ) tdr^ /\ . • .A df]i - dt f\ c*/(ï)).

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 1. 6
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Soit/(^ n) une fonction holomorphe de (/, •n) telle que

f^-'-t, O/O^O—^- ' /^y î ) ;

on voit aisément que

f(t,'n)^(t, -n)

est une forme holomorphe et fermée de Ç; elle s'annule sur toute sous-variété
analytique de ^.

k. Les projections. — Nommons projection toute application holo-
morphe

1(t, YÎ, r) : T x Jr—Z

ayant les propriétés suivantes :

i° W est un voisinage de la partie j* de <F où t = o; son équation est

W : [ t \. [ Y] [//'-' < co ( <?o. : constante ) ;

2° ,1(0, 7},j) ==•/};

3° ^(t, YÎ, y) == o si et seulement si ^ == o;
4° ^ (O 1 —/, 0-^ j )==0,(^^,y) ;

par suite

^ ( ^ ^, y) : W x X->^ (W : image de W dans $):

^° ^ ( ^ î '^^ j) est réel pour (/, 7i) réel.

On voit aisément que pour £==:£(^ , y^, y) :

^-^ o/(£)=^CT(/'r-)•
Notons —^ la valeur, pour ^ = = 0 , du déterminant fonctionnel de la

projection £ :

(^..) ^.o,-^-^^ ,
-^(^ "^) / = = o

c'est-à-dire

(,..3) ,(,,̂ -"î  ̂ _^,,_..._1,,.

vu 4°» ^(j, ^) est m polynôme homogène en (v i j , . . ., r,/), de degré m,
à coefficients fonctions holomorphes de y; on le nomme polynôme de la
projection.
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La sous-variété x- de H1" est définie par l'équation

x. : î_\t, TÎ, j)..r=:o;

i; la projette donc sur ^*.

'̂ se décompose en deux variétés : l 'une est l'espace projectif complexe

y : t == o ;
elles se coupent suivant la variété algébrique projective

^(j) : t=^g(y, y;) ==o.

^(j) sera souvent noté g*\ Re ̂  désignera la partie réelle de g * .

Bien entendu xC\y^ est plane :

x r\ y* '- t == Ti. x == o.

Z^ hypothèses suivantes seront faites :

Re g* n'a pas de point singulier ( 3 ) et sa courbure totale ne s'annule pas;
c'est-à-dire

(4 .4) i Kess^^j, Y}) ]^O pour '^-(j, y?) == o, TÎ réel.

(HesSy désigne le Hessien : déterminant des dérivées secondes en y});
aucun hyperplan de j* ne touche Re g* en plus d'un point ( 4 ) ; c'est-à-dire

/ , ^ ( gc\y, r ] ) ==^(j, ^), g {y, ̂ ) =g(y, ̂ ) ==o;
( implique le parallélisme des vecteurs réels 'r\ et y/.

Z^ cône C(y). — Nous notons C(y) l'ensemble des points x de Z tels
que ^ touche Re g^\ c'est un cône de sommet y dont les génératrices corres-
pondent biunivoquement aux points de Re g^\ cette correspondance entre la
génératrice du point x de C ( y ) —y et le point rf de Re g^ est définie par
l'une quelconque des trois conditions équivalentes :

(4.5) ..-,.•=/.,, (y, -.) [^g^=(^, ..., ̂ )];

^ touche Re^* en y?*;

r^ touche C(j) en .̂

Z^5 nappes de C(y). — Si l est impair^ si xç.C(y) et si (^, y?) est réel
et vérifie (^.5), alors la condition

(^.6) ^Hessy; [^-(r, /?)] (rn ̂ j 4-. . .^-r^dxi) > o

( 3 ) c'est-à-dire : ̂  est de type principal (au sens de Hôrmander).
( 4 ) Cette hypothèse (4.4)., n'est pas essentielle; elle simplifie l'exposé. Elle sert à

prouver ( n05 36 et 37) que 'x a au plus un point singulier réel. Si on la supprime, les
nappes de C { y ) peuvent se couper, sans se toucher; de même celles de K { y } ' , en un
point d'intersection de plusieurs nappes de K{y\ la singularité de G\f\ est la somme
de celles que portent ces nappes.
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est indépendante du choix de (^, ïy) : en effet, si l'on multiplie T] par 0, il
faut, pour préserver (^ .5) , multiplier t par O1""' et le premier membre
de (^.6) se trouve multiplié par ô ( ^ — i ) ( / ^ — 2 ) qm çg^ ^> o, car 0 est réel; les
vecteurs dx^ issus de xç.C{y) et vérifiant (^ .6) sont dirigés d'un même
côté de C(y) '. nous le nommerons côté positif de C(y).

Si lestpair^ alors Hess^ [^(j, ïî)] est un polynôme en r^ homogène, de
degré pair; vu (^ .4) , il a un signe constant sur chacune des nappes de Re^*;
nous nommerons nappes positives (ou négatives) de Re ^* celles de ces
nappes où

(^ .7 ) Hess.,J^(j', -/})]> o,

c'est-à-dire celles dont la courbure totale est négative (ou positive); nous
nommerons nappes positives (ou négatives) de C ( y ) les nappes correspon-
dantes de C ( y ) .

Le conoïde K ( y ) . — Nous notons - K - ( v ) l'ensemble des points x tels que

la sous-variété x de ^T ait une singularité réelle. Les n^ 36 et 37 prouveront
ceci : Si xç.K(y) —y, alors cette singularité réelle de x consiste en un seul
point (t^ Y}) ; c'est un point double quadratique; Ç*(^, YI, r) est l'hyperplan
tangent en x à K { y ) — y ^ qui est une sous-variété de A régulière, analytique
et de codimension i ; y est un point conique de 7T(y) , dont le cône des
tangentes en y est C(y). Pour que £*(^, r^ y) touche K ( y ) —j' , il faut et il
suffît que

D(^(t, Y},J), ...^)
D(t^) - •

Si / est impair, la condition

(^.8) ^Hess.J^(j, rO] (Ei^i4-. . .-^Ïidxi} > o.

[(^ ïi) point singulier réel de x\ £--=^(/ , r^ y ) \

définit des vecteurs dx^ issus de xç.K(y)^ dirigés d'un même côté de K(j ') ,
qui sera nommé côté positif de K ( y ) : il correspond au côté positif de C(y).

Si / est pair^ nous nommons nappes positives (ou négatives) de K ( y )
celles où

(4-.9) Hess-J^^y, •n)} > o,

elles sont tangentes en y aux nappes positives (ou négatives) de C ( y ) .

NOTE k. — Si / = = 2 , toutes les nappes de A'(j) sont négatives : on le
déduit aisément de la formule d'Euler relative aux fonctions homogènes.

EXEMPLE. — La projection la plus simple est la projection polynomiale

(^.10) £o==y îo— tSW^ £i-~^i, • • - ci==ru

[ § ' ( ' n ) '- polynôme en (7^5 • • ., 'ni)-, homogène, de degré ml];

alors - K ( y ) == C{y). Cette projection joue un rôle fondamental.
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5. L'uniformisation. — DÉFINITION. — Soity^,^) une fonction homo-
gène en Ç de degré — /?, holomorphe au point (^, ^y) quand ^*€y*—g^ . Nous
disons que la projection ^( / , r^ y ) ^uniformise quand f(Ï.(t^ y?, y)e y ) est
une fonction de (/, TÎ, y ) holomorphe sur W x X.

Nous disons que cette projection uniformise la forme différentielle

f(^ r) dÏQ f\. .. f\ du
quand, pour dy =- o,

/(£(^ ^ . ) ' ) . } ' ) ^o(^ •n, y) A ... A dïi{t, rie y)

est une forme de (/, ri), fonction de r, holomorphe sur W X t , c'est-à-dire
quand

/.s .',".->..'•'̂
est une fonction de (/ , TÎ, y ) holomorphe sur ^ x A. Alors, vu (^. i) :

/(S(^ •^.r),r) ^(^(/, r;,j'))

est holomorphe sur W x T ; si n == /+ i, c'est une forme différentielle holo-

morphe sur W, près de y * \ elle est fonction de y.

Des fonctions ou des formes qui peuvent être uniformisées (par une même
projection) sont dites {^simultanément) uni for miscibles.

Des fonctions /(£, y ) ou des formes f d'i^ /\ . . . /\ d'il sont dites ration-
nellement (et simultanément) uni for mis ab les si, quel que soit le polynôme
homogène ^ ( H i , . . ., E / ) = = ^ ( E ) i les fonctions ou les formes

^Y-Y /(^ J) ou ^/-j-Y /(^ r) ^o A • • • A ̂

sont (simultanément) uniformisables par des projections de polynôme
&(E)^ ( j , Ç), ^ étant indépendant de ^; ̂  est appelé le polynôme de /. Nous
choisirons b tel que le polynôme ^vérifie nos hypothèses (^ .4 ) .

Enonçons trois propositions que prouvera le chapitre 5 :

PROPOSITION 5.i. — Si f(^ y) d'^Q A • • • A ^t es^ uniformisée et si
/(H, y) s'annule p fois pour H. y •== o, ̂ (j, E) 7^ o, a/o/^ ^7 existe une fonc-
tion rationnelle de £ 1 5 • • • < il à coefficients fonctions holomorphes de j',
r^ y)^telle (Jue

( 5 - 1 ) p(-}cy)P ^r(c^') P01111 Ï ' y ^ 0 (^^0)5

r(E, j) a pour dénominateur gP^ (Ç, j) ; âfo^ic n ̂  m/? + /^ —p . Si/Ç^ y )
est uniformisée alors r a pour dénominateur gP\ donc n ̂  (m — i)p.

En particulière si f(^ y) 6st {rationnellement) uni for mis ab le e alors
f{r]e y) {est nul) est un polynôme.
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PROPOSITION 5.2. — Si' f(î,i y) est uniformisée alors la projection qui
V uniformise uniformise simultanément

fdiQ A • • • A aîi, f^ d^ A • • • A d^ /M ^o A • • • A ^/-

Si /(Ç, y) est rationnellement uni'formisable, â?/o/^

fd^/\...f\d^ A ^ o A . - . A ^ fy^^/\"'f\d\t

sont rationnellement uniformisables.

Réciproquement^ si

'^-^^A...A^
^u

^ uniformisé par ^(^ YÎ, y) {est rationnellement uniformisable) et si
()P—l f('Ç y)

f^i y)-> • • ' •> ——" '^ '̂  50^^ des polynômes (sont nuls)^ alors
^u ^=TI

^"••^^/(^J)
^î0... à'q1 ày^ . .. ày\1

est uniformisé par '^{t^ Y}, y) quand qo-+-. ..+/'/< p {est rationnellement

uniformisable quand qi ==. . . ==: qi == o, ^o + r! + • • • + ̂ i^p)'

PROPOSITION 5.3. — Le support des singularités de /(^, j) détermine les
nappes de K(y)^ excepté celles qui correspondent aux nappes de Re^*(j)
sur lesquelles f(^i y) est holomorphe; pour plus de détails, voir le n° 45.

EXEMPLE 5. — La projection polynomiale (4 . i o ) uniformise la forme

différentielle

:^7—7^^A...A^

qui est donc rationnellement uniformisable.

6. La classe (Thomologie compacte ïi(W, ^uj*). — Rappelons que W

est la partie de $ où

^ : \t\.\^\"t-l<c,.

Par suite l'application, dépendant du paramètre numérique T(o^T^i )

(6 .1 ) T(^ ï î )= (T^ ^)

applique ^ en lui-même; pour T = = I elle est l'identité; pour T=:O elle est

une rétraction de ^ sur j^; donc j'* est rétracte par déformation de U^;

doncTT^^^, y * ) est nul et, pour définir une classe d'homologie /<(V, ^Uj'*),

il suffit de définir son bord dans x :

(6.2) (M(^, ^- UJ')==/Z(^,J').
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Les n^ 7 et 8 vont définir une classe h(Z, r*); h(W, ^uj*) désignera
la classe d'homologie que définit (6 .2) .

7. La classe A(^, y*) quand ^ ( / , YI, r) est la projection polyno-
miale (^ .10) . — Nous construirons cette classe à partir de la partie réelle
d'une variété de dimension paire, munie d'une orientation changeant sur une

sous-variété. L'emploi de parties réelles de variétés fut préconisé par
L. G A R D I N G .

Nous nommons partie à l'infini de $ et notons oc la sous-variété de $
d'équation

00 : / r=r OC .

La fibration de $ induit un homéomorphisme

(o, Y}) ->(oc, ri)

de r* sur oc; il transforme, ^(j) et g\y) n ̂  en les sous-variétés de oc :

<?'(°°) : t= °c, 8'W ==0;
^ • (oo ,^ ) : t=-.cc, g-{ri) ='n.^=o,

où
Ti.œ^--r^ (^i—ji) +. . .-^ru(^i—}'i).

Puisque ^(f, r^ est la projection polynomiale, W est la partie de $ où
t y=- oo :

Ç == (î — oo ;

.2'' est la sous-variété de W d'équation

(7- ! ) ^ : fg-W =-n.3C, ^.00;

vu (^ .4) , Re ^ et œ sont en position générale; ^u^ ' (oo ) est une sous-

variété de <î», n'ayant de point singulier à base réelle que pour œ^C{y)\
si xç. C{y) — r, ce point est unique et réel; il vérifie

g (ri) = r,. x == o ; ci | x — y \ ̂  [ t \. \ r, l7"-1 ̂  c, [ ̂  — y [,

(c'i et ("2 : constantes).

Quand l est impair^ donnons à Re ^ l'orientation

(7. -:) ^^.x. surRe^-
^ [ 7Î [/-1 ̂ .^

(^ et •n réels ; | T] [ /-1 est un polynôme ; le premier membre est une forme-résidu :
voir [III]). Le n° 28 montre que Re ^, complété par ses points à l 'infini et
ainsi orienté, est un cycle de ( ^u^ (oo ) , j'); notons A(^, y) la classe
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dhomologie de deux fois ce cycle Re ̂ , détourné de la partie à V infini de <Z',
au sens du n° 29 : c'est la classe d'homologie des cycles [5=:2^o+Pi de
(J', y*) que voici : po est la partie de Re .7; où

\ t \ . \ r , —'<,• x - y \ ;

^ est une chaîne, identique à son imaginaire conjuguée et appartenant à la
partie œ-c de x :

(7.3) ^c '• t g'===-'n.-T , | / . [ TÎ l^"'=-= c' x—j)' , y/ voisin de Re y* ;

c est une constante suffisamment grande, ne dépendant que de g.

Quand l est pair ^ supposons donnée une fonction ^(r^), continue, réelle,
homogène de degré m - i et telle que

(7.4) S ' ï W ^ 0 poi111 : r!; réel, ^ ( ^ ) == o.

Quand ^r aura été supposé hyperbolique (n° 9), nous choisirons

„. (r,}-0^.p ' ^ ) - - an,

Notons /((^(oo), ,^(30, ./•)) la classe d'homologie de Re ff(<x>) muni de
l'orientalion

r7..) ^y^^o surRe^(oo)./ (^.^)/- l ^'(yî)

Cette orientation change s u r ^ ( o c , .r) qui est l'intersection de oo et de la
sous-variété §{x) de x :

^ { X ) : ^(-n) =-=. •f].X^ 0, /^.30;

^(x)^ complétée par sa partie à l'infini ,^(00, ^), est sans singularité réelle
et en position générale par rapport à oo, si x^.C(y).

Alors, puisque y* n'a pas de point à l'infini, le n° 3 de [III] définit un
homomorphisme cobord

ô : ^(^(oo),,^(oc, .T))-^J/,(^,yu^(^));

mais (6. i) applique ^ ( x ) sur lui-même et montre que j* r\ §'(a1) est rétracte
par déformation de^(^) ; H( ;(^, y * \J §(œ)) est donc identique à Ifc(^i } ' ^ ) '•
on a

ô : /7,(^(oo),^(oo,^))->//,(J1,^),

72 ous définissons

. (7 .6 ) / z (^y) - : rM(^(oo) ,^ (oo ,^ ) ) pour x ^ C ( y ) .
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Le n° 32 prouve que A(^, y * ) possède une propriété analogue à celle qui
la caractérisait quand / était impair : h (.7, }*) contient des cycles p de ^ du
type suivant '.

p——^o+p,;

Pi est une chaîne de ^c, que définit ( '7.3); c est une constante suffisamment
grande, ne dépendant que de g\ (3o Gst la partie où t\\•^\fn~~'[ ̂ c de la
chaîne Im^', dont voici la définition :

Définition de Im^. — Soit B une chaîne de l! telle que :

B est identique à son imaginaire conjuguée;

()K est somme d'un cycle réel et d'un cycle étranger à .7-;

B est en position générale par rapport à ^.

L'intersection .T'. B de B et de la variété analytique .?'', munie de son orien-
tation naturelle, est un cycle non compact de (^, Re.^); son imaginaire

conjuguée est — ^.B, car les imaginaires conjuguées des variétés analytiques

complexes ^ et W^ de dim,. / — ï et /, sont (—i/ - - l^' et (—i)^ ; .î'-.B est
donc une chaîne de Z

opposée à son imaginaire conjuguée,
à bord réel, donc nul ;

,7'.B est donc un cycle de ^ ' .

Ce cycle .'!•. B est noté Im.î- quand on a

B ̂  B dans (W, Re W)

13 étant la chaîne que voici; les cycles Im^' sont donc des cycles de .7-, non
compacts, homologues entre eux.

Définition de B. — Soit B l'ensemble des points de î' dont la base est

réelle et appartient au voisinage de Re^* où gi{ri) 7-^0. La fibration de ^
fibre B, que nous allons orienter en donnant à sa base l'orientation

,̂ Ûl) ( ff } , -.-, . / » 1 1 1 / 1 A \

(' i . ~j ) ~r~Tr ^> ° ue rle Y {^ es^ réel; | y / 1 ' est un polynôme ;

et à sa fibre l'orientation suivante : cette fibre est la droite complexe; nous
multiplions son orientation naturelle par sgn [^(r/) ïm(f)] :

(7.8) igiW l m ( t ) dt f\, clt> o sur la fibre de B.

Pour justifier cette définition, il suffit de montrer que ^.àB est réel; or, les
points de ^c non réels, à base réelle, ont évidemment leur base sur Re^*.
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NOTE 7.1. — Celle intersection Im Z de ^ el de B esl la partie de $ où

(^ô) ' f ] . x ^ g { n ) ==0, T} réel,

munie de Forienlation ( 1 )

( 7 . 1 0 ) ^A^A^)c^)
IYÎI^^YÎ) A ̂ .^ '

NOTE 7.2. — Supposons / pair', soit un voisinage donné de Re^*; il
contient les bases de tous les points de (3 quand c est suffisamment grand,
car on a (30. i) sur (3i et g •= o sur po; à la décomposition de Re^* en
composantes connexes correspondent donc des décompositions de 0 et
de/^,j-):

WJ')=^M^J':).

NOTE 7.3. — Supposons / = 2 ; ce qui précède se simplifie; puisque
œ ( t c { y ) par hypothèse, ^(.r), ^(oo, ^) sont vides, Im^=:o, (3o=o.

S. La classe A(^, y*) quand Ç(7, y,, y) est une projection quelconque. —
Le n° U continuera à définir h(^, y^) comme la classe d'homologie d'un
cycle

p^po+.s, de(.-r',y);

(3i sera une chaîne de la partie de ^ où [ t . | T} [//î-1 == c ^ — y \ ; elle sera
définie par continuité à partir du cas où la projection E est polynomiale;
i3o sera, comme ci-dessus, la partie où [ t\. [ -n \m-Y^c\ x — y de Re^ (/impair)
ou de Im^ ( /pa i r ; même définition qu'au n ° 7 ) ;

c est une constante suffisamment grande.

Voici les propriétés de celle classe A(^, y*) et de la classe A(î\ ^uy^
que définit ( 6 . 2 ) ; le n° h\ les établira :

PROPOSITION 8.1. - //(W, ^uy) et son bord A(^, y*) sont des classes
d'homologie compacte de dimensions respectives l et l — i . La transfor-
mation de chaque point de ^ en son imaginaire conjuguée transforme h
enÇ—iy-^i.

( 1 ) Cette orientation s'obtient comme suit : on choisit l'un des Y], égal à i ; on divise

iïm{t)dt A dt A ^ i ( ^ ) ^ ' ( ^ ) ,
qui est > o sur B, par

( 7 - 1 1 ) id\tg^')—^.x'\ A d[tj(^)—^.x\

où t g—i\.x est une fonction holomorphe s'annulant une fois sur î; or, vu (7.9) , r\ est
réel et (7 .n) est égal à

2 Im tdg{r^ A d^.x.
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h{x^ j*) contient des cycles ne rencontrant aucun autre point singulier
de x que le point double quadratique réel qu'à x pour x ç K ( y ) ; près de
ce point singulier^ h{x^ j*) est la classe d'homologie de

2 Re^ muni de l'orientation (7.2) si l est impair;

'î\mx muni de l'orientation associée à l^ orientation <^i(^)—\——— ^> o

de Re W^ si l est pair.

h(W^ x\jy^) et A(^, j*) dépendent donc continûment de x^ hors de K(y)
et le long de K(y)^ au sens du n° 11 de [III].

IS'OTE 8.1. — Supposons / pair > 2 : à la décomposition

K(y)=^K,^i
i

de K ( y ) en ses nappes correspondent des décompositions

A(T, ^ur-) =^ ̂ (^ ^Uj-), A(^ Y) =S M^ Y),r^ ==^ /i^, ̂ U^), lf{x, y-) =^ A,(J1, y

/ ;
ou

h, (^ j*) == ̂ (W, ^U J*)

contient des cycles étrangers à tout point singulier de Z quand œ^ç.Ki.

NOTE 8.2. — Supposons /== 2 : K{y) se décompose en m courbes A^(j) :

J I L

K(y)=\jK,{y);

à chacune d'elles est associée une classe d'homologie A;(^) qui s'annule
(est évanouissante, au sens de Lefschetz) pour XiÇ.Ki (j); le rôle de À(^', j*)

est joué par
Ht

A(^)=^±M^

le signe ± qui précède 1ii changeant quand x traverse K i ( y ) .

PROPOSITION 8.2. — Quand x tend vers y le long d'une droite (^.CÇy),
alors une partie de x devient voisine de y^ — g" : on peut appliquer dans œ
tout compact de y*—g^ par des applications voisines de V identité, dont la
restriction à xf^y* est l'identité. Elles appliquent sur h{x, j*) la classe

h (y*—^*, x) dont voici la définition :
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DÉFINITION 8. — Supposons œ ^ C ( y ) . Si / est impair, h( r*—^, ^) est
la classe de deux fois le cycle Rej* détourné de^\ l'orientation de Rej* étant

(8 .1) -^^>o surRey- .
{ r ] . x ) 1

Si / est pair,

(8.-Q /^ (y-. ̂  ^) -_ ÔÀ (^, ^),

où À(^*, ^) est la classe du cycle que constitue Re^\ muni de l'orienla-
tion (7.5).

NOTE. — On peut, bien entendu, écrire ( r*—^*. x } . ( ̂ \ ̂ ) au lien
deO,^--^^), (g\Z).

9. Hyperbolicité. — Rappelons brièvement la

Définition d'un polynôme hyperbolique. — Notons G' l'ensemble des
points réels r^ de j* ayant la propriété suivante : toutes les droites réelles
de j* contenant ^ coupent ^ en m points réels distincts (m est le de^ré
de g). Si G" n'est pas vide, alors le polynôme g ( y , yj), la variété algébrique^*
et la projection ̂ (t, Y], y) sont dits hyperboliques.

On prouve aisément ceci (voir [^] ou f9], chap. llï, § 1 et 2, p. 4 6-60 ) :
G* est un domaine convexe de y\ situé liors de Re,<?*; sa frontière est une
nappe convexe de Re^*; la nappe interne de Re,^\

Nous choisirons des coordonnées telles que

( 9 - 1 ) ( — J h i, o. . . . . o ) eG*;

l'équation en r^ :

g ( r , 7î) r=o

a donc toutes ses racines réelles et distinctes quand r^, . . . . r\i sont réels:
donc

( 9 - 2 ) À^ 0'< ^) 7^0 pour g ( y , •n) -—o. -/•; réel.

Dès lors ^i^ji si ^ ç C ( j ) — r . Notons C ^ ( y ) la partie de C ( } • )
où ^i^ ri : C ^ ( } ' ) est un demi-cône; celle de ses nappes qui est l'image de
la nappe interne de Re^* est nommée nappe externe de C^(y) : elle est la
frontière d'un demi-cône convexe ^-(j) contenant toutes les autres nappes
de^(.y).

SoitA^(j) la partie de K ( y ) où ^i^ji; les demi-tangentes à A^(j)
en y constituent C+(j); la nappe de K+(y) tangente à la nappe externe
de ^+(y) est nommée nappe externe de Â^_(j); celui des deux domaines
qu'elle délimite et qui est tangent à cî)+(j) est noté ê+( r) et est nommé
émission de y .
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Opérateur hyperbolique. — Soit un opérateur différentiel, linéaire, à
coefficients holomorphes, d'ordre m :

( () \ v^ , ^+...+^
^[x^}~ 1 ^••^à^-^'

ii+.. ,+ii^in

Soit ^( y, yj ) la partie principale du polynôme a { y ^ Y ] ) qui s'en déduit en
à

remplaçant x et -.— par r et ri :J- ' ux l

^'(.r, •n).--: ^ (fi,...ii{y) ^ï- • -^
/l 4-. .. + ̂  ̂ = Ht

rappelons que ^ sert à définir les variétés caractéristiques de a ( x^ .— ) :

ce sont les hjpersurfaces u(œ)^-~=.o de X vérifiant l'équation non linéaire
du premier ordre :

g {x , u^) =-o.

L'opérateur a ( ^•, .— ) est dit hyperbolique quand ce polynôme g ( y ' i f])
\ <JX )

est hyperbolique; nous faisons les hypothèses ( ^ . 4 ) et (9 . i ) .

Le n° 35 prouvera la

PROPOSITION 9. - Supposons ^' hyperbolique^ ^i^}\ et x ̂  o)+ ( y ) :

alors h ( j* - ^*, x ) ----- o.

10. La transformation S qui prolonge la transformation inverse
de Laplace. -- Soit f ( ' ï i } ' ) une fonction, homogène de degré — n en ^;
supposons

/a , j )^oA. . .A^
uniformisé par une projection hyperbolique^ ^(^, TÎ, y), vérifiant (^ .4)

et (9. i); alors ^[f] est la distribu/ion (°) de (x^ y) que définit pour x^ ~> }\

l'une ou l'autre intégrale :

( 1 ( ) - 1 ) 1 w-T^^iS^^f^y^^-
où / < n, h = /i {^î', S; U v*) ;

/,. . .,,-n (-i)"-^' ' r^^/^j)"^^!
(10.1), £-U]- ^iy-,-7,j^———(^.^i-n——'

ou n^=,l^ A = = / < ( ^ , j*); les notations sont celles de [III], n° 7.

( 5 ) C'est une distribution de a", fonction de y et, en même temps, une distribution
de r, fonction de x.
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Le n° o3 prouvera que ^[f] =~- o près des points x y^- y tels que x^^==.y^ ;
on achève de définir ^[/] pour x-^y^ en posant

(10.2) x^[/]==o pour .rj^j'i, x ̂  v.

Dans les formules (10. i), £ désigne la projection Ï (^ -/y, r ) ; le n° ,")2
prouvera que ^f/J es^ indépendant du choix de cette projection.

J^[f] est défini (n° 5^) /w<r ^o^ (.y, y) quand fd'io /\ ... A ̂  ̂
rationnellement uni for mis ab le ̂  ^' étant hyperbolique.

Les propriétés formelles de ^ sont les suivantes ( ( ) ) :

J? est linéaire^ en le sens que voici : si les C i ( y ) sont des fonctions holo-
morphes de y et si les formes /;(^ y ) <^Eo A • • • A ^i sont (rationnellement
et) simultanément uniformisables, on a

^•O-)^[/-]=^TY^-O-)S^(r)x'[/.]=^-r^Q(r)./;.1.
' L ' J

Quand f diy A • • • A û^/ est (rationnellement) uniformisable, on a

(10.3) ^_G[f}^^f^

(
i \

(10.4) ^-/-i-v ^/-^- Kr/i^^f^/j-v / ^-j / ̂ ^ / lt/ -1 l - - t / -1/=i /
Quand f est uniformisable, on a

(10.5) ^/^[/j^-^1^1 po^ ^^r ,

quand f est (rationnellement) uniformisable, on a

(10.6) ^[y]=_^^j,

(10.7) W=^ -Wl- ^;

Quand / ' ( Ï i i . . ., Ï/) est une fonction rationnelle, homogène de degré — /^,
de dénominateur ^r, ou plus généralement ̂ , ^(^i, . . ., u) étant un polynôme

hyperbolique, alors -^[^], ou plus généralement G\ -—^' rQ \(q^p—i),

est défini; c'est une distribution de x—y, qui est la transformée inverse

( 6 ) elles valent pour x ^ y (ou sans celte restriction dans le cas : rationnellement
uniformisables).
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de Laplace de /•; elle est positivement homogène en x —y de degré n — /.
En particulier on a

(10.8) •jl:>[ï]= °(^ — } ' ) (^ : mesure de Dirac).

EXEMPLE 1. — Soit a ( x^ -,— ) un opérateur différentiel linéaire d'ordre m;
\ ox 1

soit /(!:, y ) une fonction (rationnellement) uniformisable, ainsi que toutes
ses dérivées d'ordres <; m ; on a

(10.9) a(j,^)^[/(E,j)]=^[a(j,^/(;,r)"j.

EXEMPLE 2. — Soit a ( x^ .— ) un opérateur différentiel, d'ordre m^ à
\ ox j

coefficients polynomiaux; soit A ( — — . ^ £ ) son transformé de Laplace, au
\ °^ ]

^m+n—l /•/';: Y\

sens du n0 3 de [II]; son ordre est noté in + n\ si — — ^ • ' ^ ' est unifor-
^0

misable, alors

(lO.io) ^/^^)^[/a,j)]=^L(-^^/(t,r)1 pour x^y.
\ ( / x / L \ u'^ / J

Voici des propriétés de la transformation J?, montrant en particulier
que J^ est bianivoque :

THÉORÈME 1. — i° L'image par J^ de l'ensemble des fonctions /(£, y )
{rationnellement) uniformisables^ homogènes et de degré donné croit avec
ce degré.

•2° *Sï f d'cQ /\ • • • A a^ es^ (^rationnellement) uniformisable et si -^\f}
est une fonction holomorphe près de y (sur JT) sur X — y ^ alors f (i^ y)
(est nul) est un polynôme en \ à coefficients fonctions holomorphes de y
et fd^o /\ . . . /\ d^i est donc rationnellement uniformisable.

Le chapitre 6 prouvera toutes les propriétés de S qu'énoncent ce n° 10 et

[(__ ̂  yW |

le n° 11, sauf celles de ^ -———— ^(0 ; le chapitre 7 établira ces dernières,

après avoir exprimé au moyen de S les transformées de Laplace des fonc-
tions rationnelles^ homogènes ou non^ à dénominateur puissance d'un poly-
nôme hyperbolique, homogène ou non; cette expression, qu'énonce la
proposition 62, facilite l'étude de ces transformées de Laplace.

Le chapitre 7 l'établit par des calculs analogues aux calculs classiques
de HERGLOTZ [7] et PETROWSKY [10 [ ; il emploie la projection polynomiale; il

suggérerait de définir $, x^ A($, ^'Uj*) et h(x'^ y * ) si le chapitre 3 ne
l'avait déjà fait. Ses conclusions essentielles, complétées par le théorème 3,
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sont analogues à celles de la théorie des transformées de Fourier des distri-
butions homogènes, théorie que GELFAND et SIIAPIRO [1S], BOROVIKOV [11,
L. GARDING [3] ont développée.

11. Allure de la transformée ^[/1. — Voici un théorème sur le support
de£{f}:

THÉORÈME 2. — La distribution ^[f\ est nulle dans le domaine où

•^<MJ).
Le n° 53 déduira aisément ce théorème des propositions 8.2 et 9.
Voici un théorème sur F allure de -G\f\ pour x-^-y\ il emploie la fonc-

tion ou distribution, d'une variable réelle À, que voici :

DÉFINITION 11.1 :

( 1 1 . t ) ^ [ À] =. ̂  . ^ > o si / > o et p + ^ ̂  entier ̂  o,

==•- o si / <, o et p •+ - -- entier ̂  o ;

k / ' \ , kP i I , , 1 i -

=^ —. - s^nA + —. —. lo^ k - i - - - . . . — -
p \ '}. l p ! TT <\_ ' 2 p

si p .-== entier ̂  o (sgn k ==z + i si k ^> o, === — i si /i << o).

On a donc, pour/?^ - :

6/
(ll.^) %^M-^X.[^

( 1 1 . 3 ) À /^ -, [À] =-p'/^[k\ 4- .̂ ̂  si /) =: entier > o,

^PY^W sinon.

On définit par la relation (11.2) la distribution %^, quel que soit p multiple
de 1/2; par exemple :

^ / / I d\oo. k\ . ^ , ï-,,-
y..i [À | --= o (Â-) + —. ———,—- (o : mesure de Dirac) ;

TT / dk

on vérifie de suite que (11.3) vaut quel que soit p .

THÉORÈME 3. — Supposons fd^o A • • • A c^ ree^ e^ uni f or mis ab le. Alors :
^[f] est une fonction holomorphe de (.r, y) pour œ^ç.K^(y). Soit un
point de K+(y) — y ; choisissons en ce point une équation locale^ analy-
tique^ réelle et irréductible de K^.(y) :

R\ (r) : k ( x , y ) - = - o (k^o),

telle que, si l est impair :

( 11 .4 ) k{œ. y) > o du côté positif de K^ .(j) (voir n° 4) ;
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il existe alors, en ce pointa des fonctions holomorphes IIi {x^ j^), H^x^ y)
et H^{œ^ y) telles que

(11.5) J?[/] = Re { H, (^ j) ̂ -i-^)[^ (^ J)J + ^2X0^] { + H, (^ j) ;

si l est impair^ alors 11^^==. o, Z î ^ Z^ sont réels; si l est pair, a/or^ ff^==o
pour 1/2 << ^, ^3 ^5^ réel^ ffi et H^ sont imaginaires purs sur les nappes
positives de K+{y) et réels sur ses nappes négatives.

La valeur de H^{x^ y) pour xç.K+{y) s'obtient comme suit : pour
^jc^K^.(y) —y^ a un point singulier réel unique^ dont nous choisissons
les coordonnées (f, r^) en sorte que ( 7 )

(11.6) E,(^j)=Â^.(^j) { j = i , . . . , / ) ;

on a

(11.7) H^y)=. /l^(m~l)t , /^^^â-y;

(aT^^^yHess^f—Ç^, r ] , y ) . x } -^{^ ^ )

bien entendu, le produit y - , . — e s t défini, alors que f ne l'est pas et

que =:o; dans (11.7) le signe de ^/Hess est choisi comme suit :
Lf (^, Yî)

DÉFINITION 11.2. — Soit^(ïi) une fonction réelle telle que Hess^^(ïî) 7^ o :
la forme quadratique de coefficients g^-r\. s'obtient en ajoutant p carrés de
formes linéaires et en en retranchant q == / — p carrés de telles formes : sa

signature est ( p , q); (— i)^ Hessy^] > o; on choisit le signe de ^/HesSy,^
tel que

(11.8) |^Hess^]>o.

NOTE 11. — Notons Ki{y) les nappes de A^+(j). Supposons/pair et > 2 ;
alors, vu la note 8.1 et le théorème 3,

w==^^[n
i

^i[f} étant holomorphe su r JT—^(y) et vérifiant (11.5) sur^-(j).

Supposons l=z 2, n ̂ 2; alors, vu les notes 4, 8.2 et le théorème 3,

£[f]==^± £.[/],

( 7 ) Si l est impair, nous devons donc avoir
^Hess^(y, ri)]>o.

Sinon, c'est que (11.4) "'a pas lieu : A-, Y], ^doivent être remplacées p a r — / : , — Y I ,
( —— i )m-l t.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 1. 7



^8 J. LERAY. [INTRODUCTION

^i[f} étant holomorphe sur JT—y, le signe ± qui précède ^[/J changeant
quand x traverse A^(y), où

± r,[/j = ̂  (^, y) ̂ ^yÇ sgn À- (.., j) ;

//i est holomorphe et a la valeur (11.7) pour x ç . K i ( y ) .

Le n° 50 prouvera le théorème 3, dont voici une conséquence évidente :

COROLLAIRE 3. — La restriction de ^[f] à un ensemble compact de

couples (^, y), vérifiant x ~/^-y^ possède la propriété suivante : ses dérivées

d'ordre ^-n— —— vérifient une condition de IIôlder d'exposant 1/2

^ + 3
si l est IMPAIR et ——— ^- n ;

2 —

ses dérivées d'ordres ̂  n — 2 — ( 1 / 2 ) vérifient une condition de Hôlder

d'exposant arbitraire •< i si l est PAIR ^24- (^/2) ^ n;

ses dérivées d'ordres ^n — i — (//2) sont bornées si l est pair, x n'est

jamais sur une nappe positive de K^(y) et i 4- (^/2) ̂ n.

NOTE. — Si la projection ^ (^ , Y}, y ) qui uniformise /(£, y ) d'io A • • • A d^i

et la fonction / (^(^ ' n , j), y)————L^—- sont fonctions holomorphes
27(6, 7}}

d'un paramètre T, alors le théorème 3 et le corollaire 3 valent évidemment
quand on y remplace (^, y ) par (œ, y , ï) : k(œ, y , r), H i ( x , y , r) sont
holomorphes; ^[/] est une fonction de (x, y, r) ayant la propriété qu'énonce
le corollaire 3.

Voici un théorème sur Voilure de -^[f\ pour x =}' :

THÉORÈME 4. — Supposons que /(Ç, y ) d'^o /\. . . A d'i/ est uni for misa blé
et que f (Ç, y) s'annule p fois pour '^.y == o. Si

I 4 - ( / / 2 ) < / ^

alors (8)

(11.9) ^[f}=0[\x-y ^-q

[c'est encore vrai pour i -h (//2) ==n, l pair, K(y) négatif}. Notons r(^ y)

la fonction de (Ei, .... £/, j) rationnelle en Ei, . . . , £ / , ^?/e définit (5. i ); 5/

I 4 - ( ^ / 2 ) < / Z ,

o/î a

(ii.io) ^[/j^^F-^^^^^jjl^^d^-ji^-^fi),

( 8 ) (5[?^ désigne u'irnporic quelle fonclion de H telle que 0[u]/u hoiL borne.
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où p ==: p(/, ^) ^< la fonction suivante des deux entiers (/, ^) .'

p(/, ^) n'est pas défini pour /? ̂ i 4- (^/2) ;

/ , , / . /4-3 , ,p (/, /z) z= 1/2 si /î ==: ———î / étant impair;

(11. n) < P ( ^ 7Z) est arbitraire < i si n •==. 2 -h ( 1 / 9 . ), / étant pair, K {y)

ayant des nappes positives

p (7, n) == i si 7l == '2 -h (//2), / étant pair et K(y) négatif;

\ p (7, n) r= I si 2 + (^/2) << 72.

Le n° 51 prouvera le théorème ^.
Voici un théorème sur V allure de la fonction -^[f] pour x et

y complexes; il montre qu'elle est zétafuchsienne :

THÉORÈME [). — Supposons f di^ /\. . . /\ o??/ uniformisé; complétons les

hypothèses (^ .4) P^ ^ suivante : ̂  n^a pas de point singulier. Considé-
rons le prolongement analytique de la fonction ̂ [f] aux valeurs complexes
de (x^ y ) : il se ramifie sur l'ensemble W des points (.r, y ) tels que x ait
une singularité; ses déterminations sont des combinaisons linéaires^ à coef-

ficients entiers^ d'un nombre fini d'entre elles; celles-ci subissent donc une
substitution linéaire à coefficients entiers quand {x^ y ) décrit un lacet

autour de W; leur nombre est ̂  (m — i/"'.
Le n° 56 prouvera ce théorème.

12. Expression de la solution élémentaire E ( x ^ y ) d'un opérateur

différentiel, linéaire, hyperbolique, à coefficients holomorphes a( x^ .— )
\ ox/

au moyen de la solution unitaire ^*(E , j ) de son adjoint a*( ^ — ' j ) -

— On connaît l 'intérêt de la solution élémentaire E { x ^ y ) d'un opérateur
hyperbolique : elle permet de résoudre tout problème de Cauchy bien posé
{voir par exemple [9], chap. VII, § 3 et ^) . On sait que (voir [II], n° 1 la
définition de a*)

(l-2.i) a (^ , ^j7^(.r, y) =ô(^—j) ,

(12.2) a-(^y\E(x,y)=^x-y),

(12.3) ^ E(.v,r)=o

quand x est hors d'un demi-cône fermé, de sommet y contenu, sauf^y dans
le demi-espace y\ <; x.^.

On sait que (12. i) résulte de (12.2) et (12.3).
La transformation X" permet d'étudier E {x, y ) : cherchons à représenter 2T

par une expression

( T ) ^^.y)=^^y)\.
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<7*(Ç,j) étant une fonction, homogène en •{, de degré nul, rationnellement
umformisable ainsi que toutes ses dérivées d'ordre < m (m est l'ordre de a)-
vu le théorème 2, (12.3) est vérifié; vu (10.9), (12.a) s'écrit

-^(y7)^-^]^^-^;
vu (10.8) et le théorème 1, cette relation équivaut à

^të'7)^'7^1'

enfin, vu la proposition 5. i, t/*(£, y ) et ses dérivées d'ordre < m s'annulent
pour Ï,.y=o. Donc t/*(£,j) ne peut être que la solution unitaire de

Vo^' •r)' dont le Do 13 ^P®116 Ia ^"'tion et les propriétés; la première

d'entre elles est qu'elle est rationnellement uniformisable : la formule (i)
définit donc effectivement la solution élémentaire. Vu (10.6), elle équivaut
à la formule, d'une application plus commode :

(12.4) E(^y)=.e[U:,,(-^y)], où ^(^)^__Ly"(/.(^).
\ °'o/

Cette formule réduit l'étude de E{x, y ) - fonction ou distribution ayant
toujours des singularités - à celle de V (^ y ) - fonction uniformisée -
c'est-à-dire à des calculs de fonctions holomorphes.

13. Énoncé des propriétés de ^(Ç.j). - [II] a défini la solution uni-
taire ^7*(Ç, y ) de a* par le problème de Cauchy,

(13'I) \^75 y) u'^ y ) = I 7 u'^ y ) ̂ ""^e m fois pour ^.j==o.

Sa dérivée U^(^ y ) définie par (12.4), vérifie évidemment :

^(^^^(^J)^

et sera donc nommée onde unitaire.

Rappelons que F. JOHN [8] a déjà employé ces fonctions à la construction
de la solution élémentaire des opérateurs elliptiques.

PROPOSITION 13.1. - U\î^ y ) et ses dérivées en ̂  et y d'ordre < m sont
rationnellement uni for mis ab les ; U^ (Ç, y ) di, /\. .. /\ dii F est donc.

Le n° 63 déduira aisément cette proposition du théorème 1 de [II] , qui
uniformise toutes les dérivées de U^ (£, y ) d'ordres < m. Pour les unifor-
miser, [II] emploie la
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Projection caractéristique ̂ , Y}, j). - Notons ( y ) g { y , £) la partie prin-
cipale du polynôme a(y, Ç) de Ç; Ç(^ ^ j) s'obtient en construisant la
solution x(t, YÎ, j), £ ( ^ TÎ, j) du système différentiel

(13.2) f^^M^ ^/——^^ ^=\^^-g\dt

\ L 7 J

\ ( j = i , . . . , / )

que défînissent les données initiales

(13.3) œ(o, 7 î , j ) = = y , ^ (o , Y Î , J ) = T Î (rappelons que y}.j=o).

On a

^ (e 1 —^ 6ïî,j)==e.:(^.^,j), ^(61—^ OTÎ,J)=^(^ yî,j).

[II] a montré que le système (13.2) admet les intégrales premières

(13• /^) ^(-^0, £ .^4-( i -m)^(^ ^)

et la forme différentielle invariante

(13.5) (d^.x-^-s-dt,

en posant

^^^J)- ^(^j), -)(0 = ̂ liL_2i4,
7J(^ Tî) />(^ Y?^ . .., 7^)

on a donc

(13-6) ^(^0=^(j,ïî),

(13.7) ^(^ YÎ ,J) .^(^, r ] , y ) = ( m - i ) t g ( y , Yî ) ,

(13 8) 1 E^ ^^^^-^(^ yîîJ)== :—^(J, ^î), £^..^=0,
1 (y=i , . . . , / ) ;

ces dernières relations entraînent évidemment :

(13.9) D^ ——.(y ^^!ll__2iL).
v 9/ ^ (^^)~ - ^^^^(ïîl, . . . , Ï Î Z )

Ces relations vont nous permettre de déterminer le conoïde K ( y ) associé
(n° ^) à la projection caractéristique; nous le nommons

Conoïde caractéristique. — Les points singuliers réels ( ̂  ~f} ) de 'x sont
définis par le système

lt(t, YÎ, y).x=o, ^.(^ r], j). x=o

(t , Y] : inconnues réelles; x^ y : données réelles);

( 9 ) g est noté h par [I] et [II] ; désormais h désigne des classes d'homologie.
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d'où

^(Ï) „ '
D ( t ^ ) ~ ° '

d'où, vu (13.9) et (13.6) :

(13 .10 ) ^(j, 7i)=^(^,E)=o;

et vu (13.8)
x=^x{t, n, y)

donc vu la définition et les propriétés de K { y ) qu'énonce le n° ^ : K ( y ) est
le lieu des points x(t, Y], y ) quand g ( y , r])=o ( t , Y] : réels); alors
' ^ ( t , ri, y ) est rhyperplan tangent à K ( y ) en x{t^ YÎ, y ) .

Vu (13.io), Péquation k{x, y ) =o de K ( y ) vérifie donc

g { x ^ k x ) = ^ o pour Â:==O;

c'est l'équation des caractéristiques de l'opérateur a : le conoïde K ( y ) est
une caractéristique de l'opérateur a. Vu la théorie des équations aux
dérivées partielles du premier ordre, les éléments de contact de K { y } sont
donc ceux des bandes bicaractéristiques (10) issues de y .

L'équation k(œ, y ) == o de K ( y ) peut être choisie comme suit : l'hypo-
thèse (^ .4) i , et les équations (13.2) impliquent

^(^(^ -f^y}. —, ^i) _^ , , , .———^(^ ^^^)———^o quand t^ o, ^( j ,^)^o;

remplaçons alors les variables indépendantes ( t , f], y ) par (^, x, y) , l'inva-
riance de (13.5 ) s'énonce

{d^.œ^—g-dt^- ( d r i ) . y ' ,

ou bien

d(^.œ) =— gdt-\-Ï^ dx^-\-. . .-{-tidxi— ̂  dy^ — . . .—^dyr,

ou encore, vu (13.7)

^•^(T^1-^1 ^•x^'r- ^^——^'

il existe donc une fonction k(x^ y ) telle que

(13.ii)
E( t, YÎ, y ) .x(t, r^,y)=\t \l-m k(x, j), tj=\t \i-m /̂ ,

^=-1^^

(1 0) Une bande bicaractéristique est une famille à un paramètre t ^éléments de
contact x^ ..., ̂ ; ^, ..., ^ vérifiant le système différentiel :

û̂ . = ̂ ç ( ̂  0 ̂ , o? .̂ = - ̂ . ( .r, ^ ) ̂ , ^( x, ^) = o.



N° 43] PROBLÈME DE CAUCHY, IV. 63

[t et T] sont réels; k{x^ y ) est défini au produit près par ±i]; k(x^ y ) est
défini quand x est voisin de y dans un cône contenant à son intérieur
C ( y ) — y ; k(x^ y ) est holomorphe ; K ( y ) a pour équation k { x ^ y ) - = = L O \
vu (13.6), (13.7) et (13.11), k est solution des deux équations

(13.12) ^ (a . ,A- , )=±————Â-, ^Â•3-)=±———0">Â-.
//t. —— 1 /'(• 1

Voici d'autres propriétés de k^ que le n° 6^ prouvera aisément :
Si m est impair^ le signe ± figurant dans (13.12) est indépendant du

signe de k\ près de chaque nappe de K ^ ( y ) c'est le signe qu'a ̂  (y, Ç)
quand Ç* touche cette nappe.

Si m estpair^ ce signe change évidemment quand on remplace k par — k.

On a

i r -m-~\
\ k==0[\.c—y^-1}', \k^ I \ ky \ voisin de i ;

(13-13) \ \ k^ |/| x—y^ borné sup et inf;

\ \ -m-'\\ \k^-^ky\=0\_\x-y\m-±\.

Notons dét(/r^y) le déterminant d'éléments k^,r -

Si / est impair^ nous définirons le signe de k de sorte que

(13. i4) dét(Â^)<o;

alors k(x^ y ) >> o du côté positif de K ( y ) .

Si / est paiî\ alors

(13. i5) dé t (Â^)>o [ o u < o |

sur les nappes positives [ou négatives] de K { y ) .

La fonction À sera introduite par [VI], qui notera

^(^,0
(13.i6) ^-2 à x j à ^ j

g\x^ E ) •===. Partie principale [a(^, £) — g{œ^ ^)],

ainsi ^(^, ^) et g\x^ E ) sont des polynômes homogènes en \ de degrés m
et m — i, tels que

a(^,E)-^,E)-^(^,£)

soit de degré ^m— 2; [VI] montrera que g\x^ Ç) — (i/2)^^(^, Ç) est
une fonction de l'élément de contact du premier ordre (^?, E ) invariante par
les changements de coordonnées unimodulaires (de déterminant fonctionnel
égal à i ) ; elle est identiquement nulle si l'opérateur a est self-adjoint [c'est-
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à-dire si d^= ( — i)"1^] ; [VI] définira une fonction À ( ^ , Y], y ) en adjoignant
au système (13.2) et aux conditions initiales (13.3) l'équation et la
condition

( 1 3 . 1 7 ) d\ = \g\x, £) - ̂ (^, E) 1 dt, ^(o, ïî, j) = o;

^ ( / , y;, y ) vérifie, comme œ(t^ TÎ, jy), la condition

^.(ô1-^ 6^y) :=7(^y} , j ) ;

on peut donc définir une fonction ^(œ^ y ) par élimination de (^ , ry) entre
À ( ^ , Y}, y ) et ^(^, r;,j); Â( .y , j ) est holomorphe quand x est voisin de
K { y ) - y .

[VI] déterminera la partie principale de la singularité de la solution du
problème de Cauchy sur la caractéristique tangente à la variété qui porte les
données de Cauchy et obtiendra en particulier la

PROPOSITION 13.2. — La fonction de ( t , ïî, j),

<'3-8' ^.'•'- '̂-•••[fc-^r-
ou

S = Ç ( ^ - ^ j ) , ^ = ^ ( ^ ï î , j ) , [...^^i pour t=o,

est holomorphe pour \ t \. [ r\ \m~l << Cte ; elle s^annule deux fois pour t = o»
Enfin le théorème de réciprocité de [II] (théorème ^, n° 3) s'énonce :

PROPOSITION 13.3. — Uonde unitaire U^(^y) de l'adjoint a*( -y- ? y )

de a[ x^ .— ) est Inonde unitaire homogène de son transformé de Laplace

'(-^>
On peut donc déterminer explicitement U^ quand A est du premier ordre,

c'est-à-dire quand a est l'opérateur général de Tricomi :

DÉFINITION. — L'opérateur général de Tricomi a( x^ -y- ) est l'opérateur
\ ox J

d'ordre m^ dont les coefficients d'ordres

m, m— i , m — 2

sont respectivement
linéaires^ constants^ nuls :

( 1 3 . , 9 ) a(a•'^)=^(^)+a•^(^)

/ à \ , ( à \
+•••+xlg\àï)+S\^

les gi étant homogènes de degré m et g ' homogène de degré m — i.
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La projection caractéristique Ç(^ 7^, j) est alors la solution du système

(13.2o) d^j=-g^dt (y =0,1, . . . , / )

issue de E ( o , Y}, j), où YÎ .J==O.

La relation (11.2) de [II] donne, vu (13.9), puis (13.17) :

< ls•a•' ^—^"'[-F-"""}
où

/

;;=?/(',-») (/=.,...,;>, é'-.i=2^0;

(13-^ '-•l/fc^^-F'̂ ']'

On a la proposition suivante, que [II] (théorème 5, n° ^) énonce et prouve
quand g ' ==. o :

PROPOSITION 13.4. — Si a( .3? .- ) ^ l'opérateur général de Tricomi,
\ ox j

alors U^ s'obtient en annulant la fonction (13.18); c^est-à-çlire^ vu (13.9) :

(13.23) U^y)D^^••-^--e-^/I^••-^
D(t,T]^ . . . , Y Î / ) \/ 7)(Y}i, . . . , 7 î z )

où Ç=:^(^, YÎ, j); le second membre est donné par l'intégrale (13.22).

U. L'allure de la solution élémentaire E ( œ ^ y ) résulte des théorèmes 2.
3, k et 5 (n° l l ) .

Les théorèmes 2, 3 et 5 s'appliquent immédiatement à E=^[U^], en
faisant n = m\ dans le théorème 3, la formule (11.7) peut être remplacée
par la suivante : si nous définissons k par (13.11 ) et (13.14), alors, nous
avons pour œç^K^(y) :

(U. i) //. (^ y ) = ̂ y^r Vdét(A-,^)e-^),

OÙ

V/dét/^v/^ y/Hess-J—^(j, 7î)] > o,

^/Hess ayant la définition 11.2.

Le n° 65 prouvera aisément cette formule.
Pour appliquer le théorème h àE, construisons, par quadratures et réso-

lution d'un système différentiel d'H amilton^ deux distributions È\ et E^\
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ce sont des approximations de E, (théorèmes 4- b et 4c) , qui sont dans les
cas les plus simples égales à E (théorème 6).

Définition de E^ et E.^ — Soit

("-2' ̂ -'to]' _
(U.3), .Z^,j)=- - I I G a^)^-1 ^ /^fe,...,g,)

(^O^^,,^-^-!)!' V^,...,^^

où /<m, h==h(Ï, ̂ U.7*);^(^,j) est la projection caractéristique^0 13) î
CT est défini par (3.3) ;

(U.3), ^(^j)

=i_1^ I f ^— f,-.. /^(£i, . . . ,gzT /, /l
(27:0^ 2^ (^.^)^-/4e ^/ ^(^, ...,^)^ ^^j

où m^/, Â=/ ; (^ ,y) ; (notations de [III], n0 7).

Le n0 66 déduira aisément de la formule (11.9) du théorème h- le

THÉORÈME ^ a. — Supposons :

0^7?l+• • .+qi<m—i— (1/-2)

[ ou même

0 ^P± +. . . + qi^ m —î —( l/ï )

^uand l est pair et K(y) négatif} ; alors

()Pi+...-t-qi

^'^ ôxP^ . .àr^^ y ) =0[\x-y\—^——^

Soit un entier positif

p > ( //2 ) — m + î

[ou même ̂  ( / / 2 ) — m +i , quand K ( y ) est négatif}; alors E(œ, y ) est
une distribution, somme de dérivées en x d'ordres ^p de fonctions
^E 1 x— y^-^P} de (x, y ) , continues pour x^-y [bornées sur tout fermé
où x ̂  y}.

NOTES. — Le théorème 3 montre que le premier membre de (14.5) n'est plus
une fonction bornée pour x ^ y quand m — î — (//a) </?i 4-...+ q^ n'est
plus une fonction, mais est une distribution quand m — (//a) ̂ ^^+...4- q^
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le théorème ^ b montre qu^on ne peut pas améliorer le second membre
de (U.5) .

Le n° 66 déduira aisément de la formule (11.10) du théorème ^ le

THÉORÈME h' b. — Si

o ̂ /?i'+ . . . + qi < m — i — ( //a ),

alors

à^.'.ày^[E{X^ y ) ~~ EAX- J)1 =o\\x-y \m-l-^——<t^

ou p === p ( /, m — pi — . . . — qi ) est défini par ( 1 1 . 1 1 ).

NOTE. — E— E^ est holomorphe pour x^.K^(y) \J C+(j).

Le n° 66 déduira aisément de la formule (11.9) du théorème k le

THÉORÈME k c. — Si

o ̂ pi 4-. . . + qi < m — ( //2 )

[ou^ encore^ si o^^i4-. . .+ qi^m — (^/2), / pair^ K(y) négatif \; alors

d^..^[E^ y ) ~ Eï(^ J)] ̂  ^ [1 ^ -7 l"-^1--^2]-

NOTE. — E et E^ sont holomorphes pour x^K^(y)\ les parties princi-
pales de leurs singularités sont les mêmes.

15. Détermination explicite de la solution élémentaire. — La propo-
sition 13.4 a pour conséquence évidente le

THÉORÈME 6. — i° ^opérateur hyperbolique^ homogène^ à coefficients

constants g ( ^—) CL pour solution élémentaire
\ ox J

E(.-y)=:E^^=^].

2° ^opérateur général de Tricomi a pour solution élémentaire^ là ou
il est hyperbolique^

E{x, y ) ^ E ^ { x , y ) .

Par exemple :

COROLLAIRE 6. — ^opérateur de Tricomi :

( à \2 / à \-
^àxj ^\àx,]
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a pour solution élémentaire une fonction valant

» y Tr

E(x,y)=±——. (p —,—^— si œç.ô^(y) ( E =z o sinon ) ;

0 désigne la plus petite période imaginaire pure de l'intégrale abélienne

de première espèce j ——2— de la cubique

^ ̂ } -4- î,^2 + ̂ i = T) Tî3 + TÎJ.2 + Jl

du plan projectif dont les coordonnées sont Ç et ri.

Le chapitre 9 prouve ce corollaire, qui est sa proposition 67; puis il l'expli-
cite (proposition 68); enfin il emploie ( 1 ) la fonction hypergéométrique,
à l'instar de GERMAIN et BADER [6] : il obtient une variante de leur expression
de E (proposition 69). Rappelons que cette solution élémentaire de l'équation
de Tricomi avait été étudiée, bien antérieurement, par TRICOMI [11] et
WEINSTEIN [12].

Les opérateurs non homogènes à coefficients constants ont, eux aussi,

leur étude facilitée par l'emploi de la transformation £ : soit a( .— ) un
\ôx ]

opérateur hyperbolique, à coefficients constants, vérifiant ( ^ .4 ) et ( 9 . i ) ;

il est bien connu que la solution élémentaire de aP( —- ) \p : entier >> o[
' \ôx} L -•

est la transformée inverse de Laplace de a~P (^) ; la proposition 62 en donne
l'expression suivante, dont l'emploi est commode; voir J. CHAILLOU [1^] :

THÉORÈME 7. — a^\ — } a pour solution élémentaire
\ àx f

E{x - y ) = ̂ [ Î7; (E, j)] [r^ (m - i)p + i],

ou

^(E.j)=^.^^yexp(-T£.y)^ ( | T | grand),

est uniformisé par la projection polynomiale ( 4 . 1 0 ), pour r ̂  ( m — i ) p.

NOTE. — II est évident que U^ est la solution unitaire de aP et que

v- - <w;.
r+l — ÔC.Q

( 1 ) De là résulte une expression intéressante des périodes de l'intégrale elliptique par
la fonction hypergéométrique ; l'article de A. H. M. LEVELT, qui suit le présent article,
déduit cette expression des propriétés classiques de cette fonction.



N° 46] PROBLÈME DE CAUCHY, IV. 69

CHAPITRE 1. — Dérivation d'une intégrale,
où figure une uniformisation.

Le présent article est, techniquement, le développement de [III].
Le théorème 3 de [III] (n° 10) énonce deux formules de dérivation, où

figure une série linéaire de sous-variétés; le n° 46 en tirera (10.3); [III] les
déduit de ses deux formules fondamentales de dérivation (60. i) et (60.2).
Ce chapitre-ci, après avoir rappelé l'énoncé de ces deux formules fondamen-
tales (n° 16), en déduira deux nouvelles formules de dérivation (proposi-
tion 17.2), concernant des intégrales où figure une uniformisation; le n° 48
en tirera (10.7).

16. Rappel de deux formules de dérivation. — Les notations sont celles
des n^ 1 et 60 de [III]; X et T sont des variétés analytiques complexes;
S ( t ) et Sf sont des sous-variétés de X\ S'= S\ u . . . U ^M; S ( t ) , S\, , . . , S'^
sont sans singularité, en position générale, de codimension i ; leurs dimen-
sions complexes sont

dimX==/, dim-5'(^) ==dim5^ '• == l — i ;

S' est fixe; S ( t ) dépend du paramètre tç. T\ son équation locale, près d'un
point y, est

s{x, y, t)=o, [s.^o, x-=i(x,, . . .,xi)ç.X},

-5 étant holomorphe en (,a?, t) quand x est voisin de y .

h (A'', S\J S 1 ) et h ( -S, S ' ) sont des classes d'bomologie relative, à supports
-compacts, dépendant continûment de t ' ,

<16.i) dimA(^, S u S ^ ^ l ; d\mh(S, S ' ) = / - i ;

à désigne l'homomorphisme bord :

(16.2) àH^X, S\jS^-^H^S,.S^.

<p(^, t) est une forme différentielle en x^ fonction de t\ elle est homogène
-en (<&i, . . ., dxi) de degré /.

LEMME. — Supposons donnée une équation locale de S ( t ) telle que :

'——î——- soit indépendant de y.
s { x , y , t )

i° Si la forme co (^, t) est holomorphe sur X x T^ alors

<16.3) ^^(.^^f^t)-^1^1^^^ ,
au,, Jh Jài, ^ ( - " ' y ^ 1 ) w
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OÙ

A==A(JT, SUS').

2° Si la forme cp(^\ / ) est holomorphe en les points (.T, f) de -Fx T tels
que œ ^ S ( t ) [c'est-à-dire tels que s { x , y, t ) 7^0], alors

(16.4) ô fRéscp(^, Q=: fRéscpa^, t)== Résç^(^, < ) ,
6' ^Â ^/(

OÙ

h=h(S, S ' ) .

PREUVE DE (16.4). - La formule, plus générale, (66.2) de ^ÏIIf].

PREUVE DE (16.3). — La formule (60. i ) de [III] affirme qu'on a, sous des
hypothèses résultant des précédentes :

à- Ç^(x n=- Ç ^(^j^)^-^)
^J/, J^ ds(x,y, t) sa}

quand t' est indépendant de /,

S==S(t), h=h(.Y, S \ j S 1 ) ;

on a alors, évidemment

0 rc?(^n=r^/(^).
t" ^ h ^ h

(16.3) est une conséquence immédiate des deux formules ci-dessus.

17. Énoncé de deux nouvelles formules de dérivation. — NOTATIONS. —
On se donne : trois variétés analyt iques complexes JT, -Z, T;

une application holomorphe

^(^, t) : X-x T->Z,

enfin des sous-variétés analytiques complexes de JT,

S ( t ) et S ' = = S ' , u . . . \ J S ' M '

S ( t ) ^ S\, . . . , *S'M sont sans singularité, en position générale, de codimen-
sion i. Leurs dimensions complexes sont

dim X-=L dim Zr-: /, dim S ( t ) = dim S\•-= î — i .

S ( t ) dépend du paramètre tç. 77; S ' en est indépendant; rimage\de^S{t)
clans Z par ^(^r, /) est une sous-variété^ indépendante de /, sans singularité,
de codimension î .
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Plus précisément, on suppose que S ( t ) possède une équation locale

S ( t ) : s[z{x,t),y}=o

ayant les propriétés suivantes :

s[z^ y~\ est une fonction numérique complexe holomorphe de z^ définie
quand z est voisin de y ç, Z\

i
V ôs[z^x^ t)^] à z j { x , t) ^
2^———àT,——— àœ—^ 5

7=1

l

i Y< ôs\z(œ^ t ) ^ y] àzdx^ t) . , , , ,
———————- 7 —-—————• —-———- est indépendant de y.
s [ z { x , t ) , y } ^ àz, àt l J

/=l

D ( z ( œ t } )
On suppose que la partie de S ' où — • ' == o est de dimension

D\x)

complexe <^l — i.

Soient A(^T, S u S ' ) et h(S, S ' ) des classes d'homologie relative, à sup-
ports compacts, dépendant cont inûment de t et ayant les dimensions (16. i).

Soit çp[^, t] une forme difï'érentielle en ^, fonction de ^, homogène de
degré l en (^i, . . ., dz-i\ à coefficients fonctions analytiques, uniformes ou
multiformes de z^ t.

L'objet du présent chapitre est d'établir les deux formules de dérivation

que voici :

PROPOSITION 1 7 . 1 . — Les hypothèses ci-dessus étant faites^ notons ^i[z, f]
le gradient (u) de (p[s, t\ relativement à t^ quand z est fixe.

i° Si la forme o[z{^^ t)^ t] est holomorphe sur X~x 77, alors

( 1 7 . 1 ) à ( ^[z(œ,t)^]=f 9 ,^ (^^) , /J .
^h[X,S\}S'} < y f i [X^S\JS ' ' ]

2° Si la forme ^[z{x^ <), t] est holomorphe en les points (.r, t) de JTx T
tels que

x ^ S ( t ) [c'est-à-dire s [z{œ, t),y}-^o~\,

alors

(17.2) ô f Rés9[^(^, t),t]== f Réscp,[.s(^, / ) , t].
at^h(S,St) ''A^,^)

(17. i ) et (17.2) font <^ == o dans cp[s(^, t ) , t] et ^i[z{œ, t), t].

NOTE. — L'hypothèse

çp[^(^, ^ ) , t] est holomorphe en un point (^, t )

( H ) C'est l j forme di.Térenlielle dont les cocflicients sont les gradients de ceux di;
ç[^].
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implique évidemment la suivante :

<^[z{x^ t), t] et cp<[^(^, t ) , t] sont, pour dt=o^ holomorphes en ce point.

C'est le corollaire suivant de cette proposition 17.1 qu'emploiera le n° ^8 :

Complétons comme suit les hypothèses précédentes : S = S ( £ , u) dépend
d'un second paramètre u, qui est un point d'un espace aff în; quand u varie,
*S' décrit une série linéaire : s[z^ j, u] est linéaire en u\ S a au plus un
point singulier : un point double quadratique où Su 7^ o et qui n'est pas
sur S1 ;

^,«]^-^y^"7 ̂ y.t} (q^o);

(y-i)!Résq)=^"^ (o«y);

s et ûô sont définis quand z est voisin de yç.Z\ s~^u est indépendant de y;
Ot)[/s, J, ^] est une forme différentielle en z fonction de t, à coefficients fonc-
tions analytiques de (^, t ) ' , u[z{x, t ) , j, t] est holomorphe en {x, t).

PROPOSITION 17.2. — Notons Wt[z, j, ^] le gradient de w[z, j, t] relati-
vement à t^ quand y et z sont fixes; on a les formules de dérivation :

à r r-^(^ ̂ j, u]]-7 r , „ ,
~ ô t } ——T—T——^^x^^y.t\J h[X,S\JS'} \ H ) '

= f [Tzl-^^z(x^t^y^^
^h^S^S') v ^•/ •

^ r ^//-1^ _ r d'i-^ ̂ t^ r ^//-1^ _ r d'i-1 ̂ t
^h[S,S'} dsq Jh{S,S'}^Jk^^' ~JkiS^ dsq î

ces intégrales désignante au sens du n° 12 de [III], des DISTRIBUTIONS DE u^
fonctions de t

PREUVE. — On applique les formules de dérivation (17.1) et (17.2) aux
fonctions J ety'p de (^, u) au moyen desquelles [III] définit ces distributions.

18. Preuve de (17.2). — II suffit évidemment de traiter le cas où
dim T=.i : t sera une variable numérique complexe. Définissons ^L et G)
comme suit : ce sont les deux formes différentielles (1 2) en x^ fonctions
de ^, telles que

(18.i) ?[>(^ t), t\=^{x, t)-^-dt/\u{x, t).

Elles sont homogènes en dx^, . . . , dxi de degrés respectifs / et / — i ;
elles sont holomorphes pour s[z(x^ ^ ) ,y ]^o ; puisque cp[^, t] est une

( 1 2 ) Autrement dit : ce sont des formes extérieures en dx^ ..., dx^ à coefficients
fonctions de (.z", t).
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forme analytique en z de degré maximal /, on a
d(^[z, t]=o pour dt==. o; c?[^ ^ =: o sur l'image de S ' par ^ {x, t ) ;

en remplaçant dans ces deux relations cp[^ t] par son expression (18. i )
on obtient ( c^ est le gradient en t, quand z est fixe; ^ est le gradient en /,
quand x est fixe) :

dt 1\ ̂ t == dt 1\ ̂ i — dt 1\ du ; û^ == o pour dt=o,

^ \ S ' = . o ' , w\Sr=o.

Nous avons donc

(18.2) ^t==^t—dw, w \ S ' = o ' ,

d^=zo pour dt=o; cp [ ^/ == ip | S^ == cp^ | S ' = ̂  | ̂ / = o,

car ^p, îp, ^, cp^ sont de degré /.

Puisque les Rés sont calculés pour t fixe, (18. i ) donne

(18.3) f Réscp[^(^ t),t]== f Rés^(^^) .
^h{S,S'} ^h^S']

De cette relation (18.3) et de la formule de dérivation (16.4) résulte

(18.4) d f Rés9[^ (^Q^]=f Rés^(^).
^ ^ h ^ S ' } ^ / i ( S , S ' )

Puisque Rés ̂  ne dépend (po?r [III], n0 36, définition de Rés) que de la
classe de cohomologie À*(JT— S^ S ' ) de ^<, on a, vu (18.2) :

(18.5) Rés^(^, t)=Rés^t[z(^, t) , t].

Ces formules (18.4) et (18.5) prouvent (17.2).

19. Preuve de ( l ï . i ) . — Conservons les conventions et notations des
n01 17 et 18, ^ {x, t) et ÛL»(^ , t ) étant maintenant holomorphes sur X-x T\
définissons en outre o- comme suit : c'est la forme différentielle en x^ fonc-
tion de ^, telle que

(19. i ) ds[z(x, t ) , y ] = a ( x , t ) + S t d t .

Elle est homogène en dx^, . . ., dxi de degré i ; elle est définie et holo-
morphe quand z{x^ t) est voisin de y . Puisque cp[^, t] est une forme analy-
tique en z de degré maximal ^, on a

ds[z^y}^^[z^ t\=Q\
d'où, en remplaçant (? et ^par leurs expressions (18. i) et (19. l ) , les
deux relations, dont la première est évidente :

o-A^=o, St^=a/\w.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 1. R
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Cette dernière relation et (19. i) montrent que

(19.2) ^| =..
ds \S(i)

De (18.i) résulte

r cp[^,^]= r^(^);
^(X^U^) ^ A

d'où, vu (16.3), puis (19.2), puis la formule de Stokes ([III], n0 ^), puis
(18.2) :

dt f ?[^0^]
UL ^h{X,S\JS'}

=f^^-fsâ
^h ^ à / t "

= /^(^, t) - fc^, ^)
17 A ^

= ^t (^ , t ) — d w (x, t)= f cp,.
* • ^ ^ h i X ^ U S ' )

Ainsi (17. i ) est établi.

CHAPITRE 2. — Distribution définie par une intégrale
étendue à la classe d'homologie de la partie réelle ou imaginaire

d'une sous-variété réelle dépendant linéairement d'un paramètre.

Ce chapitre 2, comme le chapitre 1, complète l'une des conclusions
de [III].

Le n° 12 de [III] étudie une distribution J ( t ) : elle est définie par
une intégrale étendue à une classe d'homologie compacte h(S^ S ' ) ou
h (^T, ^ u ^ 7 ) ; S = S ( t ) dépend linéairement du paramètre réel t\ J ( t ) est
une fonction holomorphe hors d'une sous-variété K de l'espace affin réel T
où varie t\ l'allure de J (t) sur K est décrite au moyen de deux entiers n ( t )
et N ( t ) , dont les définitions sont topologiques. L'objet du présent chapitre
est de calculer ces deux entiers quand l'équation de S ( t ) est réelle et que,
près du point singulier éventuel de S ( t ) , h ( S , S1) ou àh{X, S U S ' ) est la
classe d'homologie de Re^(^) ou de ï m S ( t ) .

ERRATUM. — Dans [III] :

formules (11.5) et (11.7), lire s (.y, j, t) au, lieu de s {x^ y ) ;
dans la formule suivant (11.7), lire :

= = ±2 (27: y2 ^T^q— -^ P — si / est impair.
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20. Énoncé des résultats. — Nous employons les notations et résultats
qu'énonce le n° 12 de [III] et que prouvent les chapitres 9 et 10 de [III]. Le
bord de h (^T, S \J S ' ) dans S est noté

àh^X, S u S ' ) = h ( S , S ' ) .

On suppose réelle Inéquation locale de S ( t ) : s (a?, j, t) = o.

DÉFINITION 20.1. — Supposons / impair-, choisissons l'équation locale de
K : k ( t , y ) =o telle que la condition (11.2) de [III] soit satisfaite :

(20 .1 ) kt(t, y ) = -St(œ, y, t) \^^ sur AT;

z ( t ) désigne le point singulier qu'a S ( t ) pour tçK.

Nous nommons côté positif (négatif) de K celui où

Hess^^j, t ) ] k ( t , y ) > o (<o) .

DÉFINITION 20.2. — Supposons / pair-, nous nommons nappes positives
(négatives) de K celles où

Hess,,[^,j, t)]>o (<o).

NOTE. — Le n° 38 prouvera l'accord de ces définitions avec celles, relatives
à un cas plus particulier, qu'énonce le n° h-.

DÉFINITION 20.3. — Notons ReS la partie réelle de S. Supposons que
îi (5, S ' ) contienne un cycle ayant les propriétés suivantes : sa dimension
est / — i ; il dépend continûment de ^, sauf au voisinage du point singulier
y ==z (o) qu'a S ( t ) quand t = o ç K ( y ) ; près de ce point, il est identique
à Re*S(<) muni de l'orientation

dxy A • • • A dx!. ^ i 7 ,. v——,——————-— > o ( dy = dt = o ) .
d s ( x , y , t) ^ J )

Nous disons alors que h(S^ S') est^ près de ^ (o) , la classe d'homologie
de ReS.

DÉFINITION 20.^. — Considérons près de y = z (o) ( o ç K ) l'intersection
des deux chaînes suivantes :

1° la variété analytique complexe S( t), munie de son orientation naturelle ;
2° la chaîne que constitue l'ensemble des points x = (^i, . . ., xi) de X

tels que

(20.2) X j est complexe; .z'i, . . ., ^y_i, ^y+i, . . ., xi sont réels,

muni de V orientation

ilm { x j ) dx~j A dœ, /\. . . A dxi > o,
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que nous associons à l'orientation dxy A • • • A axl > o de ReJT. Cette
chaîne est identique à son imaginaire conjuguée; son bord est réel. Son
intersection par S ( t ) est une chaîne Im5'; elle est opposée à son imaginaire
conjuguée; son bord est réel, donc nul : Im S est un cycle de la partie de
S ( t ) voisine de y\ il dépend du choix des coordonnées et de l'entier /
(voir n° 21).

Pour déunir cette intersection, il peut être nécessaire de déformer un peu
la chaîne (20.2), pour la placer en position générale par rapport à S ( t ) .

Supposons que h (-S\ S ' ) contienne un cycle ayant les propriétés suivantes :
sa dimension est / — i (/>* 2) ; il dépend continûment de t sauf au voisinage
du point singulier y == z (o) qu'a S ( t ) quand t == o ç K\ près de ce point, il
est l'un des cycles Im S. Nous disons alors que h ( S ^ S ' ) est^ près de -s(o),
la classe dhomologie de Im S. Rappelons qu'il faut avoir préalablement
orienté Re^T.

NOTE. — Puisque lïess.^5 ^zr o pour 6-.y==o, on peut toujours, près de
^(o), identifier S ( t ) à une quadratique Ç et se borner à l'emploi des cycles
Im Q que le n° 21 construit explicitement

L'objet de ce chapitre est de compléter le théorème 4-, le corollaire h- et
le n° 12 de [III] par la proposition suivante, qui emploie la définition 11.1

de ̂ , la définition 11.2 de ^/Hess, la condition (20. i ) et où

c,3(^,j)==p(^,j)^i A - • • A ^i'

PROPOSITION 20. — Entre les distributions J{t), ^(//^_^[Â-(/, j)] et y^[k}
on a une relation à coefficients Hi(t) holomorphes :

(20.3) J(^)=Re(/ / , (^__ [Â-(^y)]+/^)y^R+^(^
( 2 q \

dans chacun des deux cas suivants :

i ° h ( -S, S' ) ou àh ( ̂ T, S U S' ) est^ près de y = z ( o ), la classe dhomologie
de Re^(^); p(^', y ) est réel pour x réel; si l est impair^ s est choisi tel
que Hess^5(.z-, j, t) > o (À- > o du côté positif de K) ;

2° h (S^ S^) ou àh{X^ Su S') est^ près de y=zz(o)^ la classe d} homologie
de Im S(t) ; p(.y, j) est imaginaire pur pour x réel; si l est impair^ s est
choisi tel que Hess^^, j, t) < o (À< o du côté positif de K).

Les Hi(t) sont holomorphes au point t == o de K^ où / (/, y) est défini et
vérifie (20. i).

Si l est IMPAIR, alors : H y est réel^ H.^=-o.

Si l est PAIR, alors : H^ == o pour q ̂  l/i ;
7/i et H^ sont réels dans le cas i°, (2°) quand o est sur une nappe positive

(négative) de K\
HI et H^ sont imaginaires purs dans le cas 1°, (2°) quand o est sur une

nappe négative {positive ) de K.
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Dans tous cas^ on a pour tç.K :

(20.4) .f/,(t)=(27:)//•2 P(^j)

^Hess.^.^j, t) [.ï=~-.(/)

21. Une famille de cycles Im 0 de la quadrique Ç. — Dans un espace
affin X', considérons la quadrique

0: cj{x^ . . ., xi) ==i,

on q ( x ) est une forme quadratique réelle, de discriminant non nul.

L'application à 0 de la définition 20.^ donne ceci : construisons l'en-
semble des points de JT, à coordonnées x.^ . . ., xi toutes réelles sauf une
x/=Uf-^-w^ vérifiant

f 2 I ï} i </(^1' ' ' ^xi~^ u^x^[-^ " ' ^ l ) — 7 ( ° . • • ^0. ̂ o, . . . , o ) =i,
t ^(^i, • • • , ^y-i, ̂  ^y+^ . . ., xi) == o,

cet ensemble est évidemment une partie de Ç; c'est une quadratique sans
singularité : donnons-lui l'orientation

(21.2) (—i) / ' ?n>o , où CT==

cliij A dvj A ̂ i A ' • • A ^/-i A ^7+1 A ^^
<-/[y(^, ..., Lij, ...,œi) —q(o, ...,^,...,o)]A^y(^i,...,^/^--^/)'

nous obtenons un cycle Im Ç, qui dépend continûment de g.

Tous les cycles qui se déduisent de ce cycle (21. i ), (21.2) par un chan-
gement de coordonnées linéaires^ réel^ de déterminant > o, sont encore des
cycles Im Q\ l'ensemble de ces cycles Im Q est connexe et indépendant de /;
car changer / équivaut à un tel changement de coordonnées.

NOTE. — Si ^,,,^0, alors tout point {x^ . . . , ^/_i, Xj^, . . . , xi)
appartenant à la projection du cycle (21. i ) est la projection de deux points
imaginaires conjugués de ce cycle, dont l'orientation est

(21.3) (- i ) / ï m (x,) dx, A . . • A dxj_, f\ dx^ A • . . A clx, > o.

Si <7.x-.^==o, alors
q ( x ) = a ( x ) X j + b ( x ),

a{x) ç,\. b {x) étant deux formes en .z'i, . . ., A'y_i, ^/+i, . . ., xi de degrés i
et 2 ; la définition (21. i ), (21.2) d'un cycle Im Q devient

(21.4) a ( x ) = b ( x ) - i = o ;

(21.5) du,/\ ̂ -A (- i)^ ̂ •"^^ A^ A...A^
da{x)f\db(x) a-=b-i=o

NOTE. — Si /== 2, alors Im Q n'a pas d'intérêt : il est vide pour q^.^..= o.
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22. Énoncé d'un lemme complétant le théorème de Picard-Lefschetz
sur la ramification des classes d'homologie. — Le n° 26 déduira la propo-
sition 20 du complément suivant au théorème de Picard-Lefschetz, que
rappellent les n0» 11 et 65 de [IIIJ. Nous notons h ( t ) la classe

A( . r , ^ (^ )u^ ) ou h Ç S Ç t ^ S ' ) ,

e ( t ) désignant de même la classe évanouissante

e ( ^ , S ( t ) u S ' ) o u ( 1 3 ) e Ç S Ç t ) , ^ ) .

PROPOSITION 22. — Précisons comme suit le choix de /a classe évanouis-

sante e(JT, S\jS')^ que [III] définit seulement au produit près par ±1 :

elle contient une boule a ( t ) dont le bord appartient à S ( t ) et sur laquelle

(22.1) ^/Hess^5(.r, y , t ) dx^ A • • • A <^/ > ° pour À - ( ^ j ) > o ,
(22.2) s { x , y , t ) / k { t , y ) < o .

Supposons donnée^ pour t réel et voisin de oç7T, u ne classe h(t) qui

dépend continûment de t le long de K et hors de K. Soit n+(t) (et A_) la

classe d'homologie qui dépend continûment de t pour t complexe^ voisin
de K, t^.K^ ImÂ-^o (^o) et qui vérifie

h+(t) ==h^(t) =h(t) pour t réel, Â - ( ^ ) > o.

Alors, pour t réel^ k{t) << o, on a

(22.3) h^(f)-h(t):=e^(t), h_(t) - h(t) = sgn Hess.,(^) e_(t)

quand h {t) ou ( 1 3 ) àh(t) est^ près de z(o), la classe de ï{eS(t)'^

(22.4) h^(t)-h(t)=e^(t), h_(t) - h(t) == - sgn Hess.,(^) e^t)

quand h(t) ou ( 1 3 ) àh{t) est, près de z{o), la classe de ïmS(t).

sgn«.. == signe de. ...

La preuve de cette proposition est analogue à celle que I. FÀRY [2] a
donnée du théorème de Picard-Lefschetz; la voici.

23. Réduction de la proposition 22 à une propriété de la quadrique

complexe. — II suffit évidemment de prouver cette proposition 22 quand
dim T==î : t est une variable numérique; K est réduit à un point t==.o\

on peut supposer, près de ^(o), l'équation de S ( t ) : s(.v^ t)=o résolue
en t :

s{x^ t) ==-s{x) — t\

( 1 3 ) suivant que h { t ) = h{X, S u S ' ) ou h(S, S ' ) .
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puisque Hess.y5(ca?, 0 )^0 ; on peut effectuer dans Â~ an changement de
coordonnées, de déterminant fonctionnel >>o transformant s{x^ o) en une
forme quadratique : on a

(23.1) s{x,t)=x^^..^x^-x^-...-x^-t,

dans une boule B de centre z ( o ) :

(23.2) B: | ,2?i |2+.. .4- x i ^ ^ i ^

on satisfait (20. i ) en prenant

/<:(<)=<.
On vérifie (22. i ) et (22.2) en prenant pour e(^t , S \ j S ' ) la classe

d'homologie de la boule

(23.3) a ( t ) : ^>o, ..., ^>o, ^<o, ..., ^<o,

•^î , , x]^ _ ^p+l _ _ Xj^

t t t ' " t —

munie de l'orientation

t~~~1^ \/Hess,c(^) dx^ f\. . . f\ dxi > o, où t~1/2 > o pour t > o.
Nous allons construire explicitement, pour

(23.4) t voisin de o, Im^^o (ou^o) , [ ^ [ = = T > > O

une classe d'homologie h+(t) (ou À_) , dépendant continûment de t^ égale
à la classe h(t) donnée pour t >> o.

h^(t) (ou A_) sera l'image de A ( ï ) par une application F+(t) (ou ^-),
qui devra avoir les propriétés suivantes :

i° F+(t) (ou F_) est définie quand (23.4) a lieu; c'est une application
de X en lui-même; elle applique S ( ï ) dans S ( t ) ' y

2° F±(^) est l'identité; T^^—ï) transforme les points réels en points
réels ;

3° F^_ ( t ) dépend continûment de t ( t -^ o ) ;
4° les restrictions

F^(t)\(^-B) et F_(t)\(^-S)

tendent vers l'identité quand t tend vers zéro et sont égales quand ^<;o;

nous notons F { t ) l'application de X —B dans X égale à l'identité pour

t=Q, à F+(t) \ÇX—B) pour Im ̂ ^o, à F _ ( t ) \ (^T— B) pourim^^o.
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Construction de F^. — Notons B et È l'intérieur et la frontière de Ë',

Ç ( t ) ^ Ç ( t ) et Ç ( t ) les parties de S ( t ) appartenant respectivement à B, B

et B :
x\ 4-. . . + x-p — x^ —. . . — x] == /,

[ x.^ 2 +. . . + [ xi 2 < i , ^ i, et =1.

Le n° 2^ construit une application F+(t) (ou F_) ayant les propriétés
suivantes :

1° bis. F+(t) (F-) est défini quand (23.4) a lieu; c'est une application
de Ç(ï) dans Ç ( t ) ' ,

2° bis. F^(r) est l 'identité; F±(—r) transforme les points réels en
points réels ;

3° bis. F ^ ( t ) dépend continûment de t\

4° bis. les restrictions F^(f) \B et F_(f) \B prennent leurs valeurs sur È^
tendent vers l'identité quand t tend vers zéro et sont égales quand t <i o.

Nous prolongeons cette application F ^ ( t ) (et F_) de Ç(ï) dans Ç(^ ) ,

que construit le n° 2^, en une application F+(t) (et F__) de B dans B^
définie quand (23.4) a lieu et ayant ces propriété 2° bis^ 3° bis^ 4° bis\ c'est
aisé puisque B est une boule.

F { t ) \ B, qui est ainsi déf ini , dépend continûment de t et est égal à :

F^(t)\È p o u r l m ( ^ ) ^ o , F _ ( f ) \ È p o u r l m ( ^ ) ^ o ,

l'identité pour ^^o; puisque S ( o ) est sans singularité hors de 2?, il est
donc aisé de prolonger F ( t ) en une application de S ( r ) dans S(t) et enfin
en une application de A dans X telle que 7^, F^ et F aient les pro-
priétés i°, 2°, 3° et 4°.

Evidemment

(23.5) h^(t)=F±(t)h(T)

est la classe d'homologie qui dépend continûment de / pour Im t^o(^o)
et qui est égale à h(t) pour t > o.

Par hypothèse, pour t -==. ± T, h{t) contient un cycle y ( ^ ) qui dépend

continûment de t hors de B et dont la partie j 3 ( ^ ) contenue dans B vérifie
la condition :

^ ( t ) ou à ^ ( t ) est l'un des cycles : ReÇ(t), ïmÇ(t).

On peut évidemment choisir ^ ( < ) et F ( t ) tels que

(23.6) Y ( ^ ) - ^ ) = ^ ( / ) [ Y ( T ) - P ( T ) ] pour ^-T;

f23 .5 ) montre alors que

( 2 3 . 7 ) h±(t) — h ( t ) est la classe de F ±( t ) ^ ( r ) — ^ ( t ) pour t == —T.
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Puisque à commute avec F^_ et que B n'a pas d'homologie de dimension /,
la preuve de la proposition 22 se trouve ainsi ramenée à celle du

LEMME 23. — Pour o < T < - et pour un choix de Im Ç(±ï ) tel que le

premier membre de (23.9) soit un cycle, on a sur Ç ( — r ) :

(23.8) ^ ±( - T ) R e Ç ( T ) - R e Ç ( - T ) € ( ±I ) / - / ^ ±( - T ) ;

(23.9) ^ ( - T ) I m Ç ( T ) - ï m Ç ( - T ) e ( ±: I ) / - ^ - l ^ ( - T ) .

0 ( t ) est la quadrique complexe

Ç( t ) : x\ -^ . . . + œ^ — ̂ , — . . . — x] == /, | x.^ j 2 + . . . + | xi [ 2 < i.

e+(t) et (e_) est la classe d'homologie de Ç ( t ) variant continûment
avec t pour Im ^^o (^o), t ̂  o et qui, pour t =r >> o, est la classe e ( ï )
de ^a(ï).

NOTE. — Vu la définition (23.3) de a, la définition 11.2 de \/Hess et la
règle d'orientation (2.9) de [III], on a

(23. io) ^ a ( ï ) : ^ï>o, . . . . ^j,>o, ^i<o, . . . . xf<o,
x\-^. . .4-^.—^+i—. . .—^f=T,

^ dx, A — A dxi ^ ^
d ( x} + . . . + /̂2 — ^+1 — • . •• — ^î )

Pour prouver ce lemme 23, il nous faut effectuer

2^. La construction de F±{t) 1 Ç(ï). — ̂  groupe cT homothéties de la
boule B en elle-même :

ff(^): (^, . . . . ^)-^(^^/2, . . . ,^^/2)

transforme Ç(r) en Ç(T^'Î'); on a évidemment

(24.1) ^ ( — T ) = = ^ ( ± 7 T ) ^ ( T ) .

Nous construirons F+(t) en composant avec H ( ^ ) une application de
Ç(ï) en elle-même.

L'étude de Ç(r) est facilitée par l'emploi dans B des 2/ coordonnés
réelles^ non linéaires

. V j -=\mxj (y=i, . . . , p ) ,

l v; = Re ^y (7=7? 4- i, . . ., Q,

' Re ^/ , . ,
(2-^.2) \ y , = ————— (J=^ ' " . P ) .

V/ I ^ I ' +T
Im ^, .l//=— y , , • (y==7-?+^ • • ^ / ) ^
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M'^S^ M2^")-
/=i y=i

L'équation de Ç(-r) devient

/

,^,=o, IPK*/^ f0^^);Q(T) : M 1 = 1 , ^M,^.=o, H<1/

/=:1 r v /

[ainsi Ç ( t ) est homéomorphe à l'ensemble des vecteurs tangents à la sphère
de dimension / — ij,

Sur la partie de B où [ v \ ̂  o, nous emploierons aussi les coordonnées
complexes non linéaires :

(24-3) wr-= v \ u j - ^ i v j (j'==i, . . . , / ) .

Si x est fixe et ] v \ ̂  o,

(2^.4) Hm^,:=^, (y=^...^)^ ^ ̂ . ( y^^^ . ^^^^^

Avec ces coordonnées Wj, les équations de Ç(t) et Ç(^) deviennent

En résumé, nous employons trois systèmes de coordonnées du point x
de B :

(.2-1, . . ., Xi)', (U,, . . ., Ul, V,, ..., Vi)\ (Wi, . .., Wi).

Les coordonnées d'un autre point x ' de B sont notées :

•2-y; U j , .̂; W,..

Le groupe G(cp) ^ transformation de Ç(r). — Donnons-nous une
fonction numérique, régulière et croissante 9( [ p | ) de [ v\ telle que

6 ( H ) = = o si | ^ [^ i /4 ; 6 ( [ ^ [ ) = = i / 2 si 1/2 ̂ |^[.

Définissons comme suit un groupe abélien, à un paramètre réel cp, de
transformations G(^) de Ç(r) en elle-même :

si ^eÇ(ï), alors x'=:G(^x est le point tel que

(2^.6) ^==^ si H^i/4; w^^-e-^r'l) s i | ^ [ ^ o .
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D'après (24-. 5), ^ ç Ç ( r ) et ^ (cp) Ç(ï) == Ç(r). On a

(24.7) l ^ l ^ w , àonc | ^ [ = | p | .

Sur Ç(ï), on a

2 ^ ' - ^^ ' ' - ^ i—T>i /2 , donc 6 ( p ) = = i / 2 ,

par suite

(24.8) 7y(cp4-27r) G((?+27r) Ç(r) = ̂ (cp) ^(9) | <)(-)

et vu (24.4),

l i m ( 9 ( 9 ) | Ç ( T ) ^ ^ ( - c p ) Ç(T) ,
T^O

c'est-à-dire

(24.9) H {^) Gr (9 ) Ç(^) tend vers l'identité quand T tend vers zéro.

Définissons^ sur Ç(ï) :

(24.10) F^.(t) =fl(^) G(^) où ^=r^, o^cp^Tr,

^-.(^ =ffW G(cp) où ^===T^, —TT^cp^o .

vu (24.8) et (24.9), jF± a bien les propriétés ï°bis, 2° bis^ 3° 6/5, 4°^.

NOTE. — D'après (24.10), on a sur Ç(r) :

(24.11) F±(—^) = = H ( ±7 r ) G(±:7^^.).

25. Preuve du lemme 23. — Transformons par / / (qzTr) les relations à
prouver : (23.8) et (23.9); vu (24. i) et (24. n) elles deviennent

G ( ±7 T ) R e Ç ( T ) - ^ ( = F 7 ^ ) R e Ç ( - T ) e ( ±I ) / - ^ ( T ) ,
G (±71) I m Ç ( ï ) —H^T^Im^—T)^:!:!/-^-1^).

La rétraction /? de Ç(ï) sur sa partie où | v \ == o :

/?: (^;, ̂ )-^(^, o)

appartient à la famille d'applications continues, dépendant du paramètre 6
(o^O^i ) de Ç(ï) en elle-même :

(^ ^-) -^(^/, Ô^/) ;

cette application est l'identité pour 6 == i ; R est donc une rétraction par
déformation : elle transforme tout cycle de Ç(ï) en un cycle homologue.

En appliquant R aux relations ci-dessus, on les simplifie et l'on réduit la
preuve du lemme 23 à celle du
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(25. i) /?<9 (± T r ) R e Ç ( T ) - RU (^ 7:) ReÇ(- r ) ^ (± i/-/^a (r) ;

(2o.2) ^G(±7T)ïmO(-) — 7 ? ^ r ( q = 7 ^ ) I m Ç ( — T ) ̂  (± i )^-' ̂ (r).

Vu que les chaînes Im (>(r) constituent un ensemble connexe, il suffit de
prouver (2o .2) pour l'une d'elles.

Nous allons établir ce lemme en calculant les quatre termes figurant aux
premiers membres de (2o. i) et (2o .2) . Commençons par le

Calcul de RG (± 7:) ;3, quand [3 est la chaîne de Ç(ï) :

[3 : c.i==. . .=v,,=u^,=..

u, du-, A .... A ̂  A û^/+i A . . . A ^'/> o.

Vu (2^.3), (2^.7) et la définition (2^.6) de G, on a

7?^(±7T): (^,r,)-^^^y== ? -̂ COSTTÔ ± V j • s inTrO, ^'-== o ) *

où 6 = 6 ( [ ( - ' [ ) et s in0( r ) == o pour o^: p ^i/4; donc, quand

•a? ç p, oc' == jRG ( ± TT ) .37 a les coordonnées

?//j == ?/l COSTlQ, . . . , f/^= ^cosTrO,

/ , 1
^s inTTÔ, ..., ^=±»^^ siii7r0,

d'où, par un calcul élémentaire :

du' A . . A r î , , ' — ^-t-TV-^/^c^A^ (sinTrô)7-^-1
^4 A . . . A ^/ == ( ± i)^^^ (cos7r6 )<7 -

x ^TpT ^-2 A • • • A ^y A ^7+1 A • • • A ^'/,

RG(± 7:) ;3 est donc la sphère de 0(7) :

[u! \ = ̂  \ ^ I == o, ( ± i)7-^ ̂  ̂  A . . . A ̂  > o.

Donc, vu (23. io) et ( 2 ^ . 2 ) :

(^•3) RG(± TT) |3 == (± I)/-^a(T).
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Calcul de RG(± r r) R e < ^ ( T ) . — Si /?==o, alors ReÇ(r ) == o. Siy^o,
alors, vu (2^ .2 ) , ReÇ( ï ) est la chaîne

r,=. . .==r/,= ^+1 ==...== ui=.o, \u\=ï, |p < A^|=i, | v < { / ï-=— ;

^i â?^ A • • • A ^p A ^+1 A • • • A dvi > o ;

vu (25.3), on a donc

(2a.4) BG(± 7:) ReÇ(ï)=: (d::!)^/7^^) s i7^^-o ; == o s i /?==o.

Calcul de RG(± r.) Im Ç(r) . — Sï^^i î alors (21.3) nous permet de
choisir pour ImÇ(T) la chaîne de Ç(r ) :

(25.5) x^ . . ., ^—i, ^+-1, . . ., xi réels, x? imaginaire pur,

( — iY Im^ dx^ A • • • A û^y-i A ^/M-I A • • • A dx^ o.

Si /^ == i, il vient Im Ç(ï) == o. Si p ^> i, (2^. 2) donne

I m Ç ( ï ) : Cj ==. . .=: ^^_i=-= ^/,==. . .== ?//== o,

! u\ = ï , | v \ <^
( -1 )̂ , â?(^i v/| v r2-^- ï) A • • • A d{up_, \j\ v l2^- r) A ̂ -i A • • • A ^/> o;

cette dernière relation s'écrit, vu que u == ï :

^/l du., A . . . A ^/.-i A ̂  A • • • A dvi > o ;

vu (25.3), on a donc

RG{±.r.) I m Q ( ï ) ={±:l)/-^-! ^a ( r ) si p > ï .

Si p == o, (21.3) permet de choisir pour ImÇ(T) la chaîne

(25.6) x^ . . ., xi réels, x\ imaginaire pur,

c'est-à-dire, vu (2^.2) :

ImÇ(ï ) : r ,=?^=. ..=:?// ==o, \u =r i , j e <l/-

^•i ^2 A • • • A dvi > o ;

vu (25.3), on a donc

RG(±.r.) ImÇ(ï ) =:; (±I ) / - l ^a (T) si p =z o.

En résumé :

(25.7) /^(lizT^ImÇ^):^^!/-^--1^^) s i^^i; =o s i / ?= i .

Calcul de RH(^. TT) ReÇ(— ï). — Supposons jy > o; sur

Z^7:)ReÇ(-T)
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^i, . . ., ^/ sont imaginaires purs, donc, vu (2^ .2 ) :

«i:=. . .=u^=z^^==. . .=r/r=o;

donc RH{ni n) R e Ç ( — r) appartient à la sphère

MI ==. . .== u^= o, [ ^ ] = = i , ] p | = = o ,

dont la dimension est < / - i ; la chaîne RH(-^ 7:) ReÇ(- r) est donc
nulle.

Supposons y? = o ; Re Ç( — T) est la sphère :

^ ...précis, ^+...+^^^ ^A...A^
^i ^ ?

ff( q= TT ) Re Ç ( — T) est donc la sphère :

x\, ...,x\ imaginaires purs, \x\ î + . . . + ^[:i=T^

(^;y-2^A.yA^/ ^^.

c'est-à-dire, vu (23.10) : — (±i )^a (T) .

En résumé :

(25.8) 7?^(q=7r)ReÇ(-T)=:o s i^^o; =-(± i)^a(T) si/? = o,

Calcul de RH {^17:) ImÇ(-T) . — Rappelons que le choix de ImÇ(-T)
est assujetti à la condition qu'énonce le lemme 23 :

G ' ( ± 7 T ) I m Ç ( T ) —ff(^:7i) ImÇ(-T) est un cycle.

Elle est satisfaite par les choix suivants de I m Ç ( — ï ) : (2o.5) si /?^i ;
(25.6) si p == o. ~

Supposons T? > î ; surZ^(q=7:) ImQ(-T) , on a donc

^i, . . ., ^_i, ^/,+i, . . ., xi imaginaires purs; Xp réel;

donc, vu ( 2 ^ . 2 ) , 7? /7 (q=7r ) ImÇ(—T) appartient à la sphère :

U^ =...== lip^ ==0, | IL \ == 1 , | V | == o,

dont la dimension est < /— î ; la chaîne RH^ n) I m Ç ( — 7:) est donc
nulle.

Supposons p=o', sur H(-=^n) Im Ç ( — r ) , on a

cTi réel, x^ . . ., ̂  imaginaires purs;

donc, vu (2^ .2) , 7?^ r (q=7T) ImÇ(—T) appartient à la sphère

Ui=z o, | « | = = = i , [ p | = = o
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dont la dimension est < /— i ; la chaîne RH(z^ n) 1m Ç(— r) est donc nulle.
Supposons p = i ; ImÇ(-T) est la sphère :

.̂i imaginaire pur, x^ . . . . XL réels, ] x^ ]2 +. . . + | xi pzrz T,

. dx^ A . . . A dxil^^-—<:0;

If ( :4= TT ) Im Q ( — T ) est donc la sphère :

A-'I réel, ^, . . ., a;^, imaginaires purs, | x^ |3 + . . .+[ ̂  I2 = T,

(±i)/(/-^iA_A^<o,
• î

c'est-à-dire, vu (23.10) : — (± i^a (ï).

En résumé :

(25.9) 7? /7(=F7r) ImÇ(—T)==o s i^^ i ; = — (±: i)1 ^a(T) s i ^==i .

Fin des preuves des lemmes 2o et 23 ̂  ̂  /a proposition 22. — Les rela-
tions (2a .4) et (25.8) prouvent (25.i). Les relations (25.7) et (25.9)
prouvent (25.2) . Voici donc prouvé le lemme 25; les n01^ 24 et 25 ont mon-
tré qu'il entraîne le lemme 23; le n° 23 a montré que ce lemme 23 entraîne
la proposition 22. Voici donc prouvée la proposition 22.

26. Preuve de la proposition 20. — Nous employons les n^ 11, 12 et 65
de [III]. Dans [III] <?, n{t) et la discontinuité de N(t) sont définis au produit
près par un même facteur ±i. Les n°' 22 et 23 viennent de choisir <?, donc
ce facteur ±i ; avec ce choix, dans la formule (11.7) de [III], ± vaut +,

pour Â->o , \ /Â->O : cela résulte évidemment de (22. i ) , (22 .2) et de la
formule (11.5) de [III], qui définit jp\ donc

^26 H / (f\-fT ^ k(t,y)^P-v(26.z) ^-^I^^)-^--,)'

H p ( t ) étant holomorphe en o; pour p et t réels, ses valeurs sont réelles si
Hess^ > o, imaginaires pures si Hess^.? << o ;

(26.2) H,W=(-—— . P^) pour t^K.
Jr(^) \/Hess^.9(^,j, t) ^^^,)

Supposons l impair. — Près de z (o) , h{t) ou à h(t) est la classe d'homo-
logie de Re*S(^) (de Im^) ; choisissons s tel que Hess^ >> o (< o) ; d'après
la proposition 22, on a, pour t réel et k ( t , y ) < o :

h^{t)-e+{t) =-.h_(t) -e_(t)=h(t)',
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cela signifie qu'il existe une classe d'homologie invariante au sens de
Lefschetz — c'est-à-dire : dépendant continûment de t complexe, voisin de o;
voir le n° 65 de [III] — égale à

h ( t ) — e ( t ) pourÂ'>o , h ( t ) pour k < o.

Donc, vu le théorème de Picard-Lefschetz, que rappelle le n° 60 de [I11J,
n ( t ) a pour k > o la même valeur que quand h ==: e et est nul pour À < o :

(26.3) ^ ( ^ ) = = — 2 p o u r / c > o ; n ( t ) = z o pour À < o.

Or, vu le n° 12 de [III], si q — / + I ̂ p,

J^^-p(Ït}\ ̂ WJpW |+^)
\(/(-/ [ 2. ^

HQ étant holomorphe au point o; d'où, vu (26 . i ) et (26.3) ,

t/(^)::::=Jpf^)f^(^^/•2^-^/:^^)]i+^(^5
\ui/ \ )

d'où, vu (11.2) et (11.3),

(26.4) ^)=^i(QX(^)-y[^,j)]+^),

7/i ( t ) et H ^ { t ) étant holomorphes au point o, //i étant à valeurs réelles (ou
imaginaires pures) pour t et p réels; vu (11.2), (11. 3) et (26.2) , H^ véri-
fie (20.4) sur K. D'où la proposition 20 en supposant p réel (imaginaire
pur).

Supposons que l est pair, que h{t) ou àh(t) est la classe d'homologie de
î { e S ( t ) (deîmS) et que Hess^ > o (< o). — D'après la proposition 22,
on a, pour t réel et k -< o :

(26.5) h^(t) -e^(t)=h^(t)-e^(t)=:h(t),

cela signifie qu'il existe une classe d'homologie invariante égale à

h ( t ) — e ( t ) pourÂ:>o, h ( t ) p o u r Â - < o ;
donc

(26.6) n==o',

rappelons que e ( t ) est invariant; notons

e ( t ) == e+(t) = e_(t) pour t réel, Â ' < O ;

(26.5) donne

h+(t) +À-(^) = = 2 / i ( ^ ) + 2 ^ ( ^ ) pour / .<o;
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la classe d'homologie égale à

h(t) pour k > o, h ( t ) - } - e ( t ) pour k < o

est donc régulièrement continue au sens du n° 75 de [III] : dans le n° 12 de
[III] on peut choisir

(26.7) N(^=-sgn/:.

Donc, vu ce n° 12 de [III], si q— (7/2) ^p,

j^^pi^ Iy^)sgnÂ-l+^),
\Ut / [ 2 J

I/o étant holomorphe au point o; d'où, vu (26 . i ) ,

J(t)=p(^-) {ffp(t)Re^/^-Ak(^y)]}+ffo(t)'.

d'où, vu (11.2) et (11.3),

(26.8) J (^=/A(^)Re^/ , )_ ,^(^ j ) ]+^(QRe^[A-]+/ /3W,

7/i(<), //2î H.} étant holomorphes au point o; pour t et p réels, ffi et ïl^
sont réels (imaginaires purs) ; ff^= o si q ^ l / ' î \ vu (11.2), (11.3) et
(26 .2) , Hi vérifie (20.4) sur K. D'où la proposition 20, en supposant p
réel (imaginaire pur).

Supposons que l est pair ^ que h ( t ) ou àh(t) est la classe d'homologie de
Re^(^) (de Im5') et que Hess.r^ << o (> o). — D'après la proposition 22,
on a pour t réel et k < o :

(26.9) h^(t)-e^(t)=h_(t)^-e_(t)=h(t)',

d'où
À+(^4-A-(^)=2/ l (^) ;

la classe d'homologie h(t) est donc régulièrement continue au sens du n° 75
de [III] : dans le n° 12 de [III] on peut choisir

(26.io) N ( ^ ) = = o .

Rappelons que e(f) est invariant; notons

e ( t ) == e^. ( t ) ==: e_ ( t ) pour t réel, Â'<^o;

(26.9) s'écrit

h_(t)==h(t) — e(t), h+(t) =h ( t ) - { - e ( t )

et prouve donc que h(t) croît de ' î e ( t ) quand t fait un tour dans le sens
positif autour de K : vu le théorème de Picard-Lefschetz,

(26.1l) n^ï.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 1, 9
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D'où, vu le n° 12 de [III], si q— ( l / 2 ) ^ p ,

^^-^(^{^(^^[^(^j)!^^^),

If étant holomorphe au point o; d'où, vu (26.i),

( /^ ) = p(^) f^ (^ ) ^ I m z ( / / 2 ) +^ [ / : (^^ )]{+^o^^

ffo(t) étant holomorphe au point o; d'où, vu (11.2) et (11.3),

J(t)=ffi(t)iïm^_,[k(t,y)]+ff,(t)iïm^[k]+ff,(t),

ffî(t), 7/2, Z/3 étant holomorphes au point o; pour / et p réels, H^ et H^
sont imaginaires pures (réelles); Iï^=osi ^^//2; vu (11.2), (11.3) et
(26.2) , 7/i vérifie (20.4) sur K. D'où la proposition 20, en supposant p
réel (imaginaire pur).

La preuve de la proposition 20 est achevée.

CHAPITRE 3. — Projection polynomiale.

Le chapitre 2 vient de préciser les propriétés de la fonction ou distri-
bution.

J(t) ̂ f ^u {q^ ^f ^ ̂ ^^hiX^US'i^ ^ J ' ^h[S,S'} as

qu'énoncent les n^ 11 et 12 de [III] ; le support K des singularités de J { t )
est une variété analytique sans singularité, sous les hypothèses employées
jusqu'ici. Pour que K soit un conoïde K ( y ) de sommet y [et que J ( t )
puisse donc être une solution élémentaire], nous élargissons ces hypothèses
comme suit : S ( y ) se décompose,

S(y)=S,uS,,

Si et -S'a étant deux sous-variétés de X en position générale, S\ étant iden-
tique à S ' et étant compact.

Nous nous limitons au cas le plus simple : Si est un espace projectif
complexe, que S ( t ) coupe suivant des hyperplans; X est un voisinage de Si
dans un espace fibre ayant pour fibre la droite complexe et pour section *Si.

La théorie des espaces fibres analytiques montre que (^T, *S'i) est alors
identique (1) à (W, j^), défini n05* 3 et ^, si l'on choisit convenablement
l'entier m (n° 3) et ce voisinage X\ les notations de [III] :

A\ S ( t ) , S ' , 77, K, ^ /, s{x, t ) , J
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sont désormais remplacées par les notations des n^ 1, 3 et ^ :

W, 1', y\ X, K(y), ^, x, E ( ^ r î , r ) , ^

(^ étant abusivement noté (^, Y}).

Ce chapitre 3 se limite au cas où Ç(^, YÎ, y ) est la projection polynomiale

(^. 10) ; il prouve dans ce cas (n° 27) les affirmations du n° ^; puis il justifie

le n° 7.

27. Le conoïde K(y). — La sous-variété de <&,

Pc : t g { n ) =r\.x, où Y î . ^ = = Y î i ( ^ i — r i ) +.. . + Y Î / ( ^ / — J / )

se décompose, pour .r==j, en les deux sous-variétés :

j* : ^=o; J—r^ ^ (Y î )=o

qui sont en position générale et sans singularité réelle; pour .3? ̂  y les points

singuliers de Z sont donnés par les équations

(27.i) X j — y j = t g r ^ n ) , g{r])-=o

qui impliquent r\.x = o puisque g est homogène. Donc :

vu (^.3) : pour que ^ ait un point singulier réel, il faut et il suffit que

^çC(y) :
K { y ) = C ( y ) ^

vu (^.4) : ce point singulier réel^ quand il existe^ est unique et est point

double quadratique;

tout point singulier (^ Y)) de ^, à base T]* réelle^ est réel.

( 1 ) H. GRAUERT m'apprend qu'il peut caractériser (Ï, y*) en termes plus généraux,
quand est vérifiée notre hypothèse m >> i. Soit S^ une sous-variété analytique, compacte,
de codimension i d'une variété analytique X\ H. GRAUERT la dit exceptionnelle quand
remplacer S^ par un point et conserver la structure analytique de X—S^ transforme X
en un espace analytique.

Il est aisé de voir que y * est exceptionnel dans W quand m > i : l'application
holomorphe

? = ( ^ ^)^(^y1, • • • , ̂ ...^ .. . ) (\^o; ̂ +...+\=m-i)

applique î' biunivoquement sur un sous-ensemble analytique A d'un espace vectoriel
complexe (^(sur la boule de centre o de rayon c de Cz si m = 2), y * sur l'origine o
de C1' et W —y* biholorphiquement sur A — o.

D'après H. GRAUERT, son article [13] permet de prouver la réciproque : si la sous-
variété exceptionnelle S^ de X est un espace projectif complexe^ alors, près de -S\, X
est un espace fibre, ayant pour fibre la droite complexe et pour section S^ cet espace
fibre étant négatif au sens de Kodaira; autrement dit :

(JT, 5i) == (î, y*) près de S, ; m > i.
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28. La définition de A(^, j*) quand / est impair est énoncée par le n° 7,
qui affirme que l'orientation de Re^ :

^ ri)

t\^d\.x E.^o'

c'est-à-dire

(i— m)td^/\... /\ dm— dt /\ W ' ( Y ] )
t\r}\l-ld^.x--tg)————— ̂ ^ > o

n'a pas de discontinuité à l'infini. Pour le prouver, il suffît de poser

et d'employer à l'infini les coordonnées locales (u, Yîi, . . ., y^), l'un des n,
valant i : l'équation de ^ et la définition de l'orientation de Re ̂  deviennent

g{n)=zun x ^-in)udn,l\... A drq-^dii /\ ̂  (r))
\'n^d{ur^œ-g)——————^.^>01

cette orientation est définie même quand u =z o.

Pour finir de justifier la définition de A(^, y^) quand / est impair, il suffit
donc de définir le détournement d'un cycle.

29. Le détournement d'un cycle. — Soit ^ une variété analytique com-
plexe, de dimension /; dans A, soit 5' et S ' deux sous-variétés analytiques
complexes, de codimension i, en position générale; nous supposons définis
les points et coordonnées réels de X', nous supposons ^ et S ' à équations
réelles.

DÉFINITION 29. — Soit a un cycle de (Re.<T, S'Y, par exemple Re.F sup-
posé compact, muni d'une orientation qui peut changer le long de S ' . Il
existe des cycles (3 de (.F— *S\ S ' ) ayant les propriétés suivantes :

10 2 a — (3 est au voisinage de Re-5';

(29-1) 2 a — (3^o au voisinage de Re*S\ rel^;

20 P est identique à son imaginaire conjugué.

Tous ces cycles (3 appartiennent à une même classe d'homologie/^^T—^, S ' )
qu'on nomme classe de 2 a détourné de S.

Cette définition exige une justification que voici :

Cas l=ï. — Depuis CAUCHY cette définition est classique; on la justifie
par la figure ci-contre; on l'emploie à définir la partie principale P. P. de
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l'intégrale j w (.a?), quand w{x) est une forme de degré i, holomorphe sur
J y.

X— S et a un segment de Re^T :

P.P. f ^ ( x ) = ï r W {x).
^a ^^hsxh[X-S,S'}

ReX
JA S'

-X

Fig. i.

^ 2^o 2^

Pi Pï

• Un segment de Re-^T détourné de 6 ' (d imJ^=i) .

Si maintenant / > > i , voici ce que devient le tracé de cette figure :

Construction de cycles p ayant les propriétés i° et 2°. — Par chaque
point de Re X^ voisin de S^ on trace un couple de vecteurs réels, opposés
± V(x) ayant les propriétés suivantes :

ce couple varie continûment avec x\

S y . V(x) 7^0; V(x) est tangent à S ' quand x ^ S ' .

Par exemple, on choisit V(x) parallèle à s^, après avoir muni X d'une
structure riemanienne qui identifie vecteurs et covecteurs et pour laquelle S
et S ' sont orthogonaux. Par chaque point x de Re X on trace un couple
d'arcs d'origine x ayant les propriétés suivantes :

ce couple varie continûment avec x\

ces arcs sont nuls si x n'est pas près de S\

sinon ces arcs sont tangents en x à ± iV{x) et suffisamment petits pour
vérifier, sauf en leur origine x :

Im.ç^o, donc S^-Q\

ces arcs sont sur S ' quand xç. S ' .

A tout point x associons le couple de points que constituent les extrémités
de ces arcs; quand x décrit un cycle a de (Re ^T, <S7), alors ce couple de
points décrit un cycle de (X— S, S ' ) ayant les propriétés i° et 2°.

Preuve que tous les cycles (3, ayant les propriétés i° et 2°, appartiennent
à une même classe d'homologie h\X — S, S ' ) . — La différence Y de deux
tels cycles a les propriétés suivantes :

i° bis. y est un cycle de (X — S, S ' ) voisin de Re S ' ,
y ̂  o dans (J", *S7), plus précisément au voisinage de Re -S;
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2° bis. Y est identique à son imaginaire conjugué.

Soit h(^T— S^ S ' ) la classe d'homologie de Y; il s'agit de prouver que

(29.2) h(Ar^-S, S')=o.

Vu 1° bis et la définition du cobord ô (voir [III]) :

h^-S, S')=ôh(S, S'),

où h (S^ S ' ) est la classe d'homologie d'un cycle de ( S ^ S ' ) voisin de Re S.
Or il existe évidemment une rétraction par déformation, sur Re S et Re S n *S7,
des parties de S et S r ^ S ' voisines de Re S'^ h (S^ S^ est donc la classe
d'homologie d'un cycle de (Re *S\ S ' ) . Vu la définition de ô, la transfor-
mation de chaque point de À en son imaginaire conjugué transforme donc
À ( J T — S ^ S ' ) en son opposé; mais, vu 2° his^ elle laisse h(X—S^ S1)
invariante; d'où (29.2).

Voici une propriété de la classe h{X—S^ S ' ) de 2a détourné de S-, le
n° 35 l'emploiera à prouver la proposition 9 :

LEMME 29. — i° Les conditions suivantes sont équivalentes :

(29.3) a /^o dans {X, S ' ) \

(29.4) h(X-S, S ' ) ç . o H c ( S , S ' ) .

2° Si 2 a est dans (JT, S ' ) le bord d'une chaîne dont l'intersection par S
est réelle, alors

h(X—S, S')==o.

PREUVE DE i°. — D'après (29. i), on a

2 a ^(3 dans (^t", S ' ) ' ,

la condition (29.3) équivaut donc à

(3^o dans {X, S ' ) .

Or, d'après la définition du cobord (n° 3 de [III]), cette dernière condition
est nécessaire et suffisante pour que la classe h\X—S^ S ' ) de ^ soit un
cobord : elle équivaut à (29.4).

PREUVE DE 2°. — Par hypothèse on a

2a:=^Y4-Y', VOS',

l'intersection de Y et de S étant réelle; celle de y7 et de S l'est donc aussi
(il s'agit d'intersection au sens de la théorie des ensembles). Supposons y
et Y' identiques à leurs imaginaires conjuguées (on satisfait cette condition
en leur ajoutant leurs imaginaires conjuguées et en multipliant a par 2 ) .

Décomposons y et Y comme suit :

Y=YO+YI, T^ïo+ïiî
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TO? Yiî Y o î ïi sont identiques à leurs imaginaires conjuguées; yo ety'p C^T—S ' ^
YI et Yi sont au voisinage de Re S. Le cycle de (JT—iS, S1)

(3=^o+Yo
vérifie d'une part :

P^ /o dans (^r—^, ^ /)
d'autre part :

2 a — (3 = c^fi 4- f i ,

donc les conditions 1° et 2° de la définition 29; d'où

h(X-S, S')==o.

30. Une propriété des chaînes pi. — Le chapitre 4 emploiera le

LEMME 30. — Toutes les chaînes pi (n° 7) correspondant à la même valeur
de c sont homologues entre elles sur Zc.

PREUVE QUAND /EST IMPAIR. — De (7.3) résulte

c\x — y .\g\=\f} m-i \ Y] . x \

donc, par l'inégalité de Schwarz :

(30. i) c §\^ r] m sur Zc.

SÔc appartient donc à un voisinage V de Re ^(oo) dans ^, qui est petit quand
c est grand; en prenant dans (29.2),

X= V, S=^(oo), S'vide

on voit que deux quelconques des chaînes (3i sont homologues dans V—^(oo) ;
or on peut choisir V fibre, la fibre étant un disque de centre €^(00), la
base étant un voisinage de Re^(oo) dans ^(oo); rétractons par déformation
V—^(oo) sur^, en rétractant chaque fibre sur la circonférence [ t\. \r] ^^^i: c :
nous constatons que nos deux chaînes j3i sont homologues sur ̂  puisqu'elles
le sont dans V—^(oo).

31. La définition de A(^) quand /==2 . — Explicitons les notes 7.2 et
8.2 : pour 1= 2, C { y ) se décompose en droites Ci :

C(y)=^JC^

chacune de ces droites Ci a pour équation

y].^=o, où ^ ( Y î ) = = o , y; réel;

( < =z ï , . . ., m quand §• est hyperbolique ).
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CM droites correspondent donc aux points (oo, Y)*) en lesquels se décompose
Re^(oo); donnons à ces points leur orientation naturelle et notons leurs
classes d'homologie h,(g-(co)) ; le cobord

ô : H^(w))-^H,(Z)
les transforme en

A,(^)=ô/i,(^(oo)).

Za définition de h(Z) est

h(S)=^±h,(S),
i

le signe ± qui précède h, étant celui qu'a, au point de Re^(oo) corres-
pondant à d, la fonction

(31.i) ^('n)^('n)^gi_0g^i ^__g-iW^_
'n.x dg-(-n) 'n'xg^ ^'xg-^

[on a^ (Y} ) ==0, ïîi^-+-yî2^,=o];

ce signe change donc quand x traverse C,; h{x) varie continûment, car

(31-2) hi{^)=o pour xç.d.

PREUVE DE (31^.2). - Si ^eC,, alors Y^ est l'un des facteurs dont g^
est le produit; x se décompose donc en une courbe et en la droite f}.x r= o

de $; hi{x) est le cobord du point à l ' inf ini de cette droite et est donc nul.

32. La définition de h(x, j*) quand / est pair > 2 et x^ C ( y ) . — Le
n° 7 définit h(x, j*) et affirme que cette classe d'homologie contient un cvde
(3 == 2po+ Ri ayant les propriétés énoncées n° 7 ; prouvons-le.

Par les points (oo, rf) de Re ^(oo) (^=: o, Y, réel) traçons sur x des
arcs analytiques À(T}, ^), dépendant continûment de rf et ^, deux à deux
disjoints, non tangents à ^(oo) et appartenant à g{x) (^=r].^==o) quand
(oo, r^)e^(oo, .c). On peut par exemple choisir pour direction de À ( ï î , x)
en (oo, r/) la direction

, ' n , x - / i \
dri == T^-iî  ̂  [u = - = o .

l&rj \ ? /

Ces arcs analytiques sont définis pour t voisin de oo, plus précisément pour

(32-!) \t . | T Î ^-^Cl^—jl,

c étant une constante > o, ne dépendant que de^. Leur réunion y est fibrée :
la fibre est l'arc analytique À ( ï î , x), qui est un disque et a une'orientation
naturelle; la base est Re ^(oo); nous lui donnons l'orientation

(T .5) ^W^'('n)
' ' \ ̂  1/-2 /.„ ^\ ^^ / . - x -> 0'

ï^| /-2(YÎ.^)<^•(Yî)
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y, ainsi orienté, est une chaîne de ^ u ^ ( o o ) ; son intersection par uo est
Re^(oo), muni de l'orientation (7 .5) ; son bord est

^y==(3i4-2p2,

[3i appartenant à ^Cci
Pa étant la réunion des arcs À (Y}, .x) issus de Re ^'(oo, œ).
pa est sur <^(^) ; donc vu le n° 3 de [III], qui définit ô :

pi€À(^yu^(^)=ôA(^),^(^, œ)).

L'orientalion de (^ s'obtient en orientant Re ^(oo, x) de sorte que

à R e ^ ( o o ) = 2 Re^(oo, .r)

vu la formule (2.9) de [III] :

1 l̂ !̂ ^ . ^ > ° surRe^(oc^);[^[^(^(TÎ.^) A ^(yî)

jSs est donc la partie de $ où

(32.2) Y}.^ =^(^) = o, YÎ réel, [ ^ ] . | ïî l7"-1^^ . r—j |

JC,

^(00

JL'

2

/^

'
r 2

<7Yoq,jc^

//

?
r

'? ^'"i ^

2

/3o

—————A——

1^2 r

/??
r

—————^————/î,————

^0

g c x )

Figure 2. — La partie de 7c voisine de l 'infini.
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munie de l'orientation (on suppose l'une des coordonnées Yyy identique à i) :

(32.3) idt f\dt A . ^ ^ ^ ' y , . >o./ v / x d^.x) f\dgW ^

Vu la note 7. i, (Sa est donc la partie du cycle — 1m x où

\t\.\r}\m-Y^c\x—y\.

Par suite P>o= j32+ Im ̂  est une chaîne de g ' { x ) . Puisque (3i4- spa == àr
et Im^ sont des cycles, [3 === 2[3o-h pi est un cycle de x. Puisque poC ^'(•^)
et que

(3ieA(^J'U^)),

ce cycle (3 de ^ appartient à cette classe À(^ , J*U^(^) ) , que le n° 7 a iden-
tifiée à h (^y") :

pe/^.y).

Ainsi les propriétés qu'énonce le n° 7 sont vérifiées : (3 == 2-poH- Pi est un
cycle de x ; (Sç/^^y*); (3i est une chaîne de ^o que définit (7.3); |3o est
la partie de Im x où [ t \ \ Y] l771-1^^; c est une constante suffisamment grande,
ne dépendant que de g.

Le lemme 30 vaut aussi pour / pair : la différence de deux des chaînes (3i
construites ci-dessus pour une même valeur de c est un cycle de x^ évi-
demment ^o dans (V—§•(00), ^(a?)), V étant un voisinage de Re^(oo)
dans x\ donc, vu la définition de ces chaînes et du cobord ê, ce cycle est ̂  o
dans V—^(oo); la preuve s'achève comme au n° 30.

33. Continuité de h (^, y * ) . — La p roposition 8.1 résulte immédiatement
de la définition de h{x^ y * ) et du

LEMME 33. — Près de chaque point de X—j, A(^ , j*) est la classe

d'homologie de cycles p == apo-t- pi de ^, j^i étant une chaîne de Xc variant

continûment avec x^ (3o étant l'intersection du domaine A de W :

A : | ^ | . [ Tl\m-v^c\x —y\

par le cycle Re x^ si / est impair, par un cycle Im x^ si / est pair. Deux

quelconques de ces chaînes (3i, correspondant à une même valeur de c et à
un même choix de Im J', c'est-à-dire de B, sont homologues entre elles sur^c.
Ajouter ôT à B augmente (3o de ^.^F.A et (3i de 2.^.-T. (M.

PREUVE. — Ce lemme résulte immédiatement de la définition de h(x^ y * )
et du lemme 30 quand / est impair : il suffit de choisir (3o= Po^ Pi= Pi ; et il
résulte du n° 32 quand / est pair et que x varie au voisinage d'un point
<^C(y) : il suffit encore de choisir [3o==(3o5 Pi==(3i.

Supposons donc l pair et x voisin d'un point o ç C ( y ) — y . Nous ne pou
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vons plus choisir (So^ PO? (Si^ Pr Kn effet, quand x est en o, les sous-variétés
de j* :

xc\y^\ Yî.^=:o; ^: ^(y î )=o

se touchent en un point réel ï î*(o); l'ensemble A ( o ) des points (^, ^ ( o ) )
de $ est une fibre singulière de ^-(^); le long de cette fibre, B (ensemble
des points à base réelle voisine de Re^*) et.^' ne sont plus en position générale.

A(o) contient le seul point singulier à base réelle qu'a x pour X=Q\ la
sous-variété Xc n'a pas de point singulier car, vu (30. i), la partie de 'x où

\t\.\•^}\m-^c\x--y\

est voisine de la sous-variété de W d'équation

(33.1) SW-=0'

Près de A(o) , déformons B en une chaîne voisine Ê, ayant les propriétés
suivantes :

B est indépendante de x et est en position générale par rapport à x\

B est identique à son imaginaire conjuguée ;

B^B dans (W, Re^);

B — B appartient à un voisinage W de A (o) .

On peut évidemment, pour x voisin de o et € C(y)^ construire une chaîne F,
ne dépendant pas continûment de x^ ayant les propriétés suivantes :

F est identique à son imaginaire conjuguée ;

(33.2) B = B + ^ r dans (^ Re^); T ç W ,

x^ F et le domaine A de W que voici sont en position générale :

A : H.M^-^c;

en effet x et ^A sont en position générale vu (33. i).

Pour x voisin de o et ^ C ( y ) , les intersections

Po=^.B.A, po=^.B.A, yo==^.r.A, Yi==:^.r.<M

sont des chaînes, opposées à leurs imaginaires conjuguées; de (33.2^ résulte
donc que la relation suivante a lieu non seulement dans (^F, Re ^¥) mais
aussi dans W :

p o = = p o 4 - ^ . ^ r . A = p o + ^ Y o — Y i ;
de ce que

j3 ==: 2 po + pi est un cycle de x et € h (^, j*)

résulte que
2J3o+Pi+2y i est un cycle de x et eA(^,J*) .
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Conformément à l'énoncé du lemme, |3o est la partie du cycle

Im,^==^ .B où [ 1 1 . ] Y} [^-^c;

^j5o dépend continûment de x^ quand x est voisin de o.

Il reste à construire une chaîne pi de Xc-^ variant continûment avec x et
vérifiant :

pi^ pi+ 2Yi sur .̂ c.

Or [3i 4- 2yi est une chaîne de Xc\ on peut la décomposer comme suit :

(3-i4- 2y,==Y2+Y:i,

Y2 et Y:} étant des chaînes de x^ Ya dépendant continûment de x^ y:, n'en
dépendant pas continûment, n'étant pas défini pour xç.C(y)^ mais appar-
tenant à W.

Puisque ^3==— 2 ^J3o— ^2 et ^c dépendent continûment de x et que Xc
n'a pas de singularité, on peut construire une chaîne Y4 de Xc telle que :

(^4== ^Y:j, Y4C F^, Y4 dépende continûment de .y.

Choisissons W assez petit pour que son intersection par Xc appartienne à
une partie Vàexc qu'on puisse rétracter par déformation sur la circonférence
suivant laquelle A ( o ) coupe Xc '- l'homologie de dimension > i de V est
donc nulle ; or

dim (Y4 — y,-) = / — i > 2 ;

donc, pour x^. C (y),

"f4 — Y.-! ̂  o sur V et par suite sur Xc.

On vérifie donc le lemme en choisissant

Pl=Ï2+Ï4.

34. Relation entre A(^, j*) et /^(j*—^*, ^'). — Prouvons la propo-
sition 8.2 : nous supposons que x tend vers y le long d'une droite <î-C{y) ;
donc ^'nj^ et §{x) sont indépendants de .r; ^(oo, ^) et ^ C\x sont indé-

pendants de ^ et sans singularité réelle; considérons la projection de $ sur
sa base y * :

(t, Yi)-^';

sa restriction à [^U^(^)] —<^(•z ' ) est un homéomorphisme surj '*—^'*n^;
nous en notons l'inverse II :

n: y—^n^ <^[^u^(oc) ]—^(^) ;
^—^r\x <->^(ûc)) —^(^, ^);
x n j*—^n ^<->^ n j*—^*n ^ (identiquement) ;

II tend vers l'identité en même temps que x tend vers y.
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Supposons / impair•; notons a* le cycle de (j*, Z) que constitue Re j*
. , ,, . . ( jL / f ï î ) ,

muni de l orientation -—-y———- > o; en détournant 2 a* de <°-\ construisons
| Y] ['""^ïî.^) c?

un cycle p* de (y"—^, œ)\ vu les propriétés de II, IIj3* est un cycle de
(^.j*) identique, hors d'un voisinage V de 'g~{œ) dans ^, à un cycle [3 de
(^', j*) qui est 2 a détourné de ^(oc) , a é tant Re x muni de l'orientation

-^>0,(rî.^

(ï—m)td^f\...f\ drïi—dt A ûû'(Tî)

c'est-à-dire

>0,^ | Y Î /-1 d { r ] . x — t g )

c'est-à-dire, vu (3.3) et (^.10) :

^(t, Yi)
>o;t r\ ̂  d^.x

on peut choisir (3* et F tels que ^(^), donc ^nj* soit rétracte par défor-
mation de V-, par suite II[3* et (3 appartiennent à la même classe d'homologie
de(^,y) :

n^eA^y-);

c'est ce qu^affîrme la proposition 8.2.

Supposons l pair', notons {3* un cycle de la classe

h(y^—§k'> ^) == àh(^\ ^) ;

vu les propriétés de II, II(3* est un cycle de (^, j*), indenlique, hors d'un
voisinage V de § ' ( ^ ) dans ^, à un cycle p appartenant à la classe d'homologie

h{x, ^ ( ^ ) ) = = ô A ( ^ ( o o ) , ^(oo, ^ ) ) ;

qu'emploie le n0 7; on peut choisir [3* et V tels que g(x}^ donc ^nj* soit
rétracte par déformation de V\ par suite II (3* et [3 appartiennent à la même
classe d'homologie de (^, y * ) :

n^eA(^y);

c'est ce qu'affirme la proposition 8.2.

35. Projection hyperbolique. — Supposons g hyperbolique et prouvons
la proposition 9. Un changement de coordonnées montre qu'il suffit de le
prouver quand x^^=-y^. Considérons alors le sous-espace vectoriel de 3 que
constituent les points ry où

Yii est complexe, r\^ . . . . r\i réels, Y}.J==O;
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son image y* dans S* est un sous-espace projectif de y * de dimension /; son
intersection par g* est Re ^*, vu l'hyperbolicité de g.

Supposons / impair; y* est orientable; donnons-lui une orientation, chan-
geant sur ses deux sous-espaces projectifs o^r^Rey^ et œ r\ Ve (r]. x-==. o) ^
telle que

^y*:—: 20^ rel œ^

a* étant muni de l'orientation

^(ïî) .

w^î>o'
d'après le lemme 29, 2°, la classe d'homologie de 2 a* détourné de g* est
A (y*—^'*, Z) = o; c'est ce qu'affirme la proposition 9.

Supposons l pair; rappelons qu'on choisit ̂ 1=^; y* n'est pas orientable;
donnons-lui l'orientation changeant sur ^ny*(^ .^mo) :

GO* (Re Yji, Im ïh, y^, . . ., Y;/)
(ïi.^)^1 <0;

l'intersection Re^'* de y* et^* a donc l'orientation

^(Re ïji, Im ïji, ̂ , . .., ^)
vo l / (D.^y^dReg-/\ d\mg ^0

vu que cl Im ^• == ^-i dîm 'n i, c'est l'orientation (7.5). Vu la définition du
cobord que donne le n° 3 de [III], le cobord de cette intersection Re^-* àe ̂
par un cycle de (j*, ^) est h ( r ' k — ^ + , ^) == o; c'est ce qu'affirme la propo-
sition 9.

CHAPITRE 4. — Projection quelconque.

Ce chapitre ^ étend aux projections quelconques les propriétés des pro-
jections polvnomiales qu'a établies le chapitre précédent : il justifie le n° ^,
en prouvant les propositions 36, 37.1, 37.2 et 38, puis le n° 8, en définis-
sant A(^ , y * ) et en prouvant les propositions 8.1 et 8.2.

Nous supposerons X et W ( ] t \. Y] \m~l << Co ) suffisamment petits.

36. Le conoïde K ( y ) . — Vu la définition (^ .3) de g et les propriétés 2°
et 4° des projections (n° ^) on a le développement de Taylor :

(36.i) l(t, n , y ) . x = r ] . x - t g { y , r))-^-^^?^^, x, j),

<7^1

où
•/î.^=7îi(^i— y, )+...+ ̂ i ( x i -y i ) , Pi(7î,j,j)==o;
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P q ( ' n ^ x^ y ) est un polynôme en Y}, homogène de degré ( m — i ) ^ - h i ,
à coefficients linéaires en x^ holomorphes en y.

L'équation de ?c s'écrit donc

(36.2) x : y^-^(y, 7î)+^^(y^,j)=o.
q^l

Nous allons en déduire les propriétés suivantes de l'ensemble K { y ) des
points x tels que 'x ait un point singulier réel :

PROPOSITION 36. — i° y est un point conique de K(y)\ le cône des tan-
gentes à K{y) en y est C(y).

2° K(y) —y est une sous-variété analytique et régulière de JT; sa codi-
mension est i ; K{y) —y est l^ enveloppe des hyperplans ^*(^, Y}, y ) de A \
c} est-à-dire plus précisément^ de ceux qui vérifient la condition

(36.3) D(ïo(t^)"^t)=^ ^-n)réel.

PREUVE DE 1°. — Les points singuliers ( / , •n) de 'x sont définis par le
système

(36.4) Ït{t, r], y).x=o, c^(t, •n, y ) 'x == o ( j =i, ...,/),

où ( t , Yî)€1ÎÏ r , c'est-à-dire [ t\.\ Y] ^-j < Co.

La première des équations (36.4) s'écrit, vu (36. i ) :

(36.5) g { y , rO-^^-^Yî^j^o.
7^1

Le système

(36.6) ^.(^j).^(^j)=o ( j =i, . . . , /)

définit ( u ) un point x{t^ 77, y ) qui est fonction holomorphe réelle de
( t ^ Y}, y ) et qui vérifie, vu le n° ^, 2° et k° :

^(61-7^, 6yî, j )=^(^ r^j),

^ ( ° ^ ^ y ) = y ^

en appliquant -.- à (36.6), -.— à (^ .3) et en retranchant les résultats

obtenus pour t == o, on obtient

àx
~ôt
f) x

(^•p) -^(^^.y)^^^^

( 1 / ( ) (^et t 0 définit ion est en accord avec [II] et avec le 11° 13 : le système (36.6) est
celui qui constitue les / dernières équations (13.8).
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^/(^ ̂ J^Jy+^/J. -n) +y ̂ P^Çr^y),

P / ç étant un polynôme en YÎ, homogène de degré (m — i)q-, en portant cette
expression de x dans (36.5), on obtient

^(^^-^^(^J^o,
y^i

Pq étant un polynôme en y? , homogène de degré m -4- (/?î — i ) ^. Les points
singuliers (^ Yî) de ^ sont donc définis par le système

<36.8)

^(J. ̂ ^^/^(^J),
y^l

^/=J/+^%.(j^)+2^^(ïî,j);

puisque (^-mt, 67?) == (^ r ) ) on peut, quand (^ , Y ] ) est réel, choisir :

t==zi si m est pair; t==±ï si m est impair.

Par suite les deux sous-variétés réelles de j* d'équations

(^•ô) ^(j,yî)-^Py(ïî,j)=0 et ^(j,Yî)-^(-l)^(yî,j)=,

y^l y^l

sont appliquées chacune sur K{y) si m est pair, sur deux parties complé-
mentaires de K ( y ) si m est impair, par les applications respectives Y} -> x :

<36. io )

^/=:.7/+^,(J, •/}) -(-^/^(YÎ, j),
<7^2

•^/^J/-^/^ Yî)+^(-I)(^/•y(^,7).

7^2

Vu les hypothèses (^ .4) ces applications sont des homéomorphismes ;
d'où la proposition 36, i°.

PREUVE DE 2°. — II suffit d'employer ( 1 0 ) le n0 11 de [III], en remplaçant
les notations

x, t, s ( x , t)
par

^ «^5 £ ( ^ ^ j ) ^ où ^ et j sont fixés,

(1 5) ERRATUM : dans [IIIJ, formule (11. i ) , lire HessJ^] ̂  o.
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après que le n° 37 ait prouvé ceci : pour x^-y^ œ a au plus un point
singulier réel; c'est un point double quadratique ^j*.

37. Les points singuliers de 'x. — PROPOSITION 37.1. — J (c'est-à-dire œ
pour x == y ) se décompose en :

i° la sous-variété y^ ( t == o ) ;
2° une sous-variété qui coupe y* suivant g* (t ==.g=z o) et qui n'a pas de

point singulier à base réelle.

PREUVE. — Vu (36.2), y se décompose en j* (^==o) et en une variété
d'équation

^(^y)+^/<7-l^(^J,J)=o;
y^2

sur cette variété rf est évidemment voisin de^*; sur la partie réelle de cette
variété, YÎ* est donc voisin de Re^*; or vu (^ .4) i , on a

(37.1) ^7^° surRe^,

puisque, vu le théorème d'Euler sur les fonctions homogènes

^^^,yî/==(^—i)^,.
/

PROPOSITION 37.2. — Supposons x^-y\ alors 'x possède au plus un point
singulier (t^ Y]) ayant une base r^ réelle; ce pointa quand il existe^ est un
point double quadratique réel^ où

(37.2) ^Hess-^(j, Yî)]Hess^-^,Yî, j) .^]>o,

(37.3) Ci [ x — y ^\t\. -f}\m~v^c^\x—y \ (ci, c^ : constantes).

PREUVE. — Soit (^, Yî) un point singulier de ^, à base YÎ* réelle; (36.8)
est vérifié; vu (36.8)1, rj* est voisin de g*\ or, vu (37. i ), on a près de Re^-* :

(37.4) Cte^lï^—I^I^Cte;

par suite l'une au moins des équations (36.8)2 impose à t d'être réel et
entraîne (37.3) : le point singulier étudié est réel et vérifie (37.3).

Nous venons de déunir un homéomorphisme (36.10) de l'ensemble des
points singuliers réels des ?c sur K ( y ) ; donc ?c a au plus un point singulier
réel.

En un tel point, vu (36. i ) :

Hess^[-Ç(^ïî,j).^]^^HessJ^(Yî,j)-^^-^^(rî,^,y)1;

L y^i J
d'où (37.2), car rf est voisin de Re^-*, où HesSy.^^ o :Vest négligeable.

q

(37.2) prouve que ( t , Y)) est point double quadratique.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 1. 10
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38. Les nappes de K(y). — Pour achever de justifier le n° 4, prouvons la

PROPOSITION 38. — Supposons l impair; (4.8) équivaut à la défini-
tion 20.1 du côté positif de K ( y ) . Supposons l pair; (4.9) équivaut à la
définition 20.2 des nappes positives de K{y).

PREUVE. — Dans les définitions 20.1 et 20.2,

x, t, s { x , t ) , k ( t )

doivent être remplacés par

yî, x, — t ( t , n , y ) . x , k ( x , y ) , où t et y sont fixés ;

la condition (20. i ) s'écrit

^,=£/;

par suite la condition k > o peut être remplacée par Ïi dx^ 4-... 4- ̂  dxi > o ;
enfin le signe de Hess.y [s] doit être remplacé par celui de

Hess^[—Ç(^, y?, y).x}

qui, vu (37.2), est celui de ^Hess^[^(j, Y})].

39. La définition de Im^ quand / est pair > 2. — La définition de Irn^
est celle qu'énonce le n° 7; justifions-la en prouvant la

PROPOSITION 39. — Les points (t^ Y ] ) de 'x qui ne sont pas réels, mais
dont la base Y}* est réelle ont leur base dans un petit voisinage de Re.°\
Vu (7 .4) , on a donc

^i(^) T^o

sur l1 ensemble de ces points et sur son adhérence.

PREUVE. — Soit (^, Y}) e^, t étant non réel et ri réel; la partie imaginaire
de (36.2) donne

1^(^ y ) 1 <Cte |^—j . l y î l ^+C te l ^ .|ïî îm-1

< [Cte | x — y \ 4- Cte Co] | YÎ [m.

40. Allure de 'x. — Pour définir et étudier A(^, j*), les n° 8 et 41

approchent 'x par la sous-variété de W qu'a étudiée le chapitre précédent :

(^•i) ^c, : t g ( y , r ] ) = n . x ,

c?,\x—y\^ t\.\ Y] l^-1^^ [ x —y [ , Y)* voisin de Rej*;

nous supposons ce voisinage de Rej* suffisamment petit, les constantes <";;
et €4 suffisamment grandes. Les lemmes suivants construisent cette approxi-
mation :
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LEMME 40.1. — II existe des homéomorphismes

^ '' ^c^->^

de ^3C4 dans 'x ayant les propriétés que voici : ils sont réels et voisins de
l'identité; ils laissent 1 1 [ . ] Y} \/n~l invariant; ils se prolongent en homéomor-

phismes d'un voisinage de ^'c,c, dans ^T; ils dépendent continûment de x.

DÉFINITION 40. — Soit un cône fermé, de sommet y^ voisin de C ( y ) et
dont l'intérieur contienne C ( y ) —y\ nous noterons Y ( y ) l'intersection du
complémentaire de ce cône fermé et d'une boule ouverte, de centre j, de
ravon suffisamment petit.

LEMME 40.2. — Quand Y ( y ) est suffisamment petit et que x ç Y ( y ) ,
alors les homéomorphismes Î2 se prolongent en homéomorphismes

^ : ^oc,->^'

ayant les mêmes propriétés.

Bien entendu, ^oc, est la sous-variété de W :

^oc, '• t g { y , r)) ==7î. .y,
\t . [ Y} l7"-'^^ | ̂ — y [, YÎ* voisin de Rej*.

PREUVE nu LEMME 40.1. — On choisit Cg assez grand et le voisinage de Rej*
assez petit pour que ^c^c, n'ait pas de singularité. Le changement de
coordonnée

/ r= x — y \ v

transforme les équations (86.2) de ?c et (40. i ) de ^cs<\ en

(40 .2) J-: - ^ - ^ Z _ ^ + . . . + ^ ^ _ ^ _ ^ ( ^ ^ )
| x — y \x— y

-^^\œ—y\q~'^'PQ^. ̂ j^o,

où P,{n, y , y ) =o;

(40.3) ^,,: ^^^+...+^^_^--^>.(^.,)=o,

c:; ̂  [ p |. [ Y} l7^-1 ̂  c/,., YÎ* voisin de Rej*.

Vu (30. i) , ^cac, vérifîe c^\g\^ •n \ f ' i et est donc voisine de la sous-

variété de W :

g ( y , Y î ) == o, c-^ \ v |. ïî /"-1 ̂ €4, YÎ* voisin de Rej\

^3^4 est donc en position générale par rapport aux sous-variétés de W :

\ t \ . Tîh-^Cte.
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D'autre part les équations (40.2) et (40.3)i de x et x,,^, sont voisines,
puisque x —y est petit. La construction d'un homéomorphisme ^2 est donc
aisée : on fibre un voisinage de x^c^ par des disques, en position générale
par rapport à Z^c, et sur lesquels | ^ [ . [ TÎ l^-1 est constant; Q, applique
chacun de ces disques sur lui-même, en laissant son bord invariant, en
appliquant le point où il coupe ^csc^ sur celui où il coupe x.

PREUVE DU LEMME 40.2. — Vu le n° 27, on peut choisir Y ( y ) assez petit
pour que XQ^ "'ait pas de point singulier quand xç.Y(y}\ il est donc
possible de prolonger à Zoc\ la construction précédente de ^2.

41. Définition et propriétés de h(x, j*). — Choisissons c tel que

Cï < C < 64

et considérons le cycle de (^0045 y * ) '•

^2po+Pi

que définit le n° 33. Notons

Pi=^i,

j3i est une chaîne de la partie de x où 1 1 \. [ 77 \'n~^ ==: c\ x — y\.

Supposons / impaire on a (3o==Re.^oc; soit (3o la partie de Re^ où
t\.\r}\m~i-^c\x—y\^ ^ transforme la partie de J3o où c:j l^—jl^l^ l . l ï î l^" 1

en celle de (3o vérifiant cette même condition; puisque 2 J3o + (Si est un cycle
de (^oc<î y * ) i 2 (3o + (3i est donc un cycle de (^, y*) ; sa classe cVhomologie
À(^, y * ) est définie sans ambiguïté; en effet, vu le lemme 33, elle est indé-

pendante des choix de (Si et c.

Supposons l pair\ on a (3o ==Im^ocî si Im^oc est défini au moyen de 2?,
définissons Im 'x au moyen d^une chaîne coïncidant avec QiB dans le domaine

c^\x— y\<\t\.\r\ \m-i < C4 [ x — y \ ;

^ transforme Imx^c en la partie de Im^ où

CB |^—j | < | ̂ l . l ï i l^-^cl^—j ;

puisque 2^0+^1 est un cycle de (x^^ y*), 2(3o4-(3i est donc ^/i c-jc^
^ (^5^*); ^^ classe dhomologie A(^,y*) est définie sans ambiguïté; en

effet, vu le lemme 33, elle est indépendante des choix de (3i, (3 et c.

La proposition 8.1 est évidente.

PREUVE DE LA PROPOSITION 8.2. — Le n° 34 a prouvé cette proposition
quand la projection ? est polynomiale; cette preuve s'applique à x^
rhoméomorphisme

^î: x^^x,
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que définit le lemme 40.2, montre que cette proposition vaut pour ^, puis-
qu'elle vaut pour 'x^'

42. Une extension des résultats précédents. — Les constructions de
classes d'homologie et de chaînes qu'effectuent ce chapitre et le précédent
et les preuves des propositions 8.1 et 8.2 qu'ils donnent emploient seule-
ment des points ( / , YI ) tels que

rf e v\

V* étant un voisinage de Rey*, qu'on peut rendre arbitrairement petit, en

prenant c suffisamment grand, X et W suffisamment petits.
Il faut excepter la preuve de la proposition 9 (n° 35) : elle emploie la

chaîne, n 'appartenant pas à ^)* :

y* : Yii complexe, ^25 • • • 5 '^i réels.
Donc :

PROPOSITION 42. — Soit^ dans j*, un voisinage V* de Rej*; soit 9

r ensemble des points (/, Y]) de W à base r^çV^. On peut définir des
classes d^homologie

(42.i) /?,(©, ^UJ*), À(^n©,y)

comme ont été définies

(42.2) /z(^uy), h(^y-)
et leur appliquer les propositions 8.1 et 8.2. Uhomomorphisme de
groupes d'homologie qu'induit l'application identique de 0 dans W trans-
forme les classes (42.i) en les classes (42.2).

NOTE. — Par contre la proposition 9 devient fausse quand on remplace y *
par V\

CHAPITRE 5. — L'uniformisation.

Le chapitre 4 a défini des classes d'homologie hÇ^^ ^UJ*) et h(^c^ y*);
le chapitre 6 étudiera l'intégrale sur ces classes de formes différentielles
extérieures holomorphes TT[^Y], y] ne contenant pas dy. Cette intégrale est
une fonction ou distribution de (^-.j); elle dépend du choix de la forme
7r[^ yî,j] et du choix de ̂ projection Ç(^ , YI, y ) qui définit la sous-variété ^

de W\ mais le chapitre 6 (n° 52) déduira de la relation entre À(^,J*)
et h(y*—^*, Z) (proposition 8.2) une remarquable propriété de cette
intégrale : elle ne dépend en réalité que de la forme 7r(E,, y ) résultant de
l'élimination de (t^ n) entre cette forme ^ [ t ^ f î ^ y ] et cette projection
î . ( t , Y], y ) . Pour manier commodément cette propriété, nous emploierons la
notion d'uniformisation, que définit le n° 5.

L'objet du présent chapitre 5 est de prouver les trois propriétés de l'uni-
formisation qu'énonce ce n° 5.
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43. Allure d'une fonction uniformisable /(Ç, y ) pour £.j == o. — Nous
allons prouver la proposition 5.1:

i° Supposons que la projection Ç ( ^ Y Î , J ) uniformise /( Ç, j) d^ f\... A ̂
et que /(Ç, j) s'annule 7? fois pour Ç. j==o : on a le développement de
ïaylor en t :

fW ̂  J), y ) j^^ = t"P(^ y ) +. . ,

P étant un polynôme en Y] homogène, de degré mp -4- m _ n _ n ;
vu (36. i ) , on a

S(^ Y^.J)•J==—^(J, -^)+. . .

enfin, vu (4.2),

^=-^,.)+...;
d'où

/(^•^j),.7) ̂  (-i^'.P^.y)-^...
C^^7!^)^]7' ^+1 (y,-/!)+... '

en faisant f = = o , on obtient

/(^J)_ (-i^'^j)
Tî 7- ^•(y.E) pour £•J/=0•

2° Si la projection Ç ( f , Y), j) uniformise /(;, j), on a de même

/ (Ç(^ r i , y ) , y ) = = t / ' Ç ( - f ] , y ) +...,

Ç étant un polynôme en yi, homogène de degré (m — i ) p — n;

fWt,-fi,y),y) ̂  (-i)fÇ(n,y)+...
R(^ ri, y) .y]P ^(j,^)+... '

/(g.j) (-1)^0,7) ,
•(1:̂ 7= ^(J,£) pour £•^=0•

44. Dérivées et primitives des fonctions uniformisables. — Nous allons
prouver la proposition 5.2.

i° Supposons / (Ç,j) uniformisé par une projection £ ( ^ , Y î , . y ) . Il est
évident que Ç uniformise

/ ^oA- . .A^ / .
D'autre part :

(44 T) /? ^(^^•^^ ̂  ̂ go^'-^/-^/,^!, • • » , £ / ) D^...,Ïi)
^' D(t^n) D^ ...,£,) /^)

__^&(^^,.y),...,£/-i,/(£(^^,.y),j),£/^,...,:/)
^(^^)



N» 44] PROBLÈME DE CAUCHY, IV. I I I

est une fonction holomorphe de ( t , Y), y)GXFx^f•, donc

f r ^ z)^ _<V(^.J),J) Pfô ^ ̂ ^LZ)./. ,. ^g)
J':^y) D(t,-n}~ ày, D(t,-n) ^ ày, •"''wy) D(t,n)

c/? • i - ) ,

t^-) ^ àyT
f=o

est aussi une fonction holomorphe de (^, f]^ y ) . Par suite Ç ( ^ , Y}, ^y) uni-
formise

Â.(^ j) ̂ o A ... A dïi et /,,(^ j) ̂ o A . . . A û .̂

2° Supposons y (E, ^) rationnellement uni for mis ab le \ ce que i° vient de
prouver montre immédiatement que

/^oA...A^ A^oA. - .A^ et /,,^oA...A^

sont rationnellement uniformisables.
3° Supposons que y?o(Ç, ^ /) ^Eo A • • • A û^ s01^ uniformisé par une pro-

jection Ç ( ^ , ï î , j ) et que /(y},j) soit un polynôme en Y}. Vu ( U . i ) , où
l'on prend / == o,

.F(^J)=/(^Ï},J),J)

vérifie une équation aux dérivées partielles linéaire, du premier ordre :

^0^_,^) „ 2)(g,, . . . ,g , ) ,
^ ̂ 7—:7^y - ̂  Z)!^^—;^^"^^^'^7^

dont les coefficients et le second membre sont holomorphes; le coefficient
de Fi. vaut i pour ^ = = 0 ; d'autre part, F(o^ YÎ, y ) est holomorphe; donc
F{t^ Y}, y ) est holomorphe pour 1 1 . YÎ l"2"1 < Cte; cela signifie que la pro-
jection £ ( / , Y}, y) uniformise /(E, j); d'après 1°, elle uniformise donc

/̂ . ̂ Eo A . • • A ̂  et /,.; ̂ o A • • • A ^t/-

àPf(î. y)
4° Supposons que —' /v. t/ û?Eo A • • • A ^Ïi solt uniformisé par une

^y ^-1/'
projection ^ ( ^ , YÎ, y ) et que /, —^ • • • ? ^ soient des polynômes en YÎ

^'^0 ^^O

quand Ç==YÎ. Notons/^) l'une quelconque des dérivées de/(E, y ) en (£, j),
d'ordre ^q. On constate aisément que /W est, pour q<.p^ un polynôme

()P—7f^}

en YÎ quand Ç==TÎ. De 3° résulte alors que î, uniformise . 1 <^£.oA • • • A^Ï/0^
quand q = î , donc quand <7== 2, . . . . ==/? — î , donc que Ç uniformise/^-1).

ÔP f(î. y)
5° Supposons —v • •^go A • • • A ^E/ rationnellement uni'formisab le, ̂or^
^y ^-i /•

y, -^-î • • • ? -^—— nuls pour ^ .^==0; il résulte immédiatement de 4" ^c

^7+ri+...r/ y^^^

^ , ^ '—-T—— est rationnellement uniformisable pour cf^-r^ +...+^/</^.
^u ^v j1 • • •^.y/
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45. Construction de K ( y ) à partir des singniarités de/. — Nous allons
prouver la proposition 5.3, qu'emploiera le lemme 52.2 :

Soit^* l'une des composantes connexes de Re^-*; soit

^ : gi^y. ^î)=o

son équation algébriquement irréductible : le polynôme gi(y^ ri) de T] est
l'un des facteurs premiers du polynôme g ( y ^ ï î ) . Notons Ci et Ki les nappes
de C{y) et ÂT(j) correspondant à ̂  .

(t^ Y]) sera noté cp ; la projection Ç (7, YI, j) sera notée ' c ( ^ ^ y ) et son inverse

?(£,j).
Commençons par construire Ki à partir des singularités de îp(^ , ./).

LEMME 45. — Au voisinage de ^*, cp(£, j) a l'une ou l'autre des deux allures
suivantes, l'une d'elles étant exceptionnelle.

i° Projection exceptionnelle près de g^ : cp(^, y) est holomorphe pour :

Ï; voisin de ̂ ;, (£.j) £ [^^/^'(j^ 0 P6111-

Alors Kf~== Ci.

2° Projection ordinaire près de g " [ : II existe :

une sous-variété algébrique a^ de ^* (dim^*== / — 3) ;
nn voisinage V^* de g^— *̂ dans £1*;
un sous-ensemble analytique W^ \J g^ de V;* [ W^ : sous-variété analytique

de dimension / — i, ayante* pour ensemble singulier et sur laquelle on a

^o. (,^. jmi—V^y^) Petit]

tels que :

c p ( E . j ) est algébroïde ( J f i ) sur T7;* et s'y ramifie sur l'ensemble W^ U^*.
Alors Re W^ est l'ensemble des hyperplans ^tangents à Ki et € V\ ; Ki^-Ci.

NOTE. — La projection polynomiale est exceptionnelle.

PREUVE. — Vu (36. i ), la projection c (q?, j) est définie près de j* par les
/ -4- i équations

(^').i) E,=yîi4-... , £/-=Yî/4-. .., E.J^— t g - { y , T]) -+-...,

les seconds membres étant des fonctions de ( / , - / î , j ) holomorphes pour
| t .\'f} \m~'l petit; nous n'avons écrit que le premier terme de leur développe-
ment de Taylor en t.

Calculons l'inverse çp(^ , y ) de £(9 , y ) : résolvons en ^1, . . ., y?/ les /pre-
mières équations (45. i ) ; il vient

( 45 .2 )1 7îi=Ei-}-..., ..., TÎ/:

( 1 ( ; ^ cela signifie : quand ç*e^*.
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les seconds membres étant holomorphes en (^, ^i, . . . , £ / ) pour | < |. | S; l^"1

petit; portons ces valeurs de 'n dans la dernière des équations (45.i) ; il
vient

(^5.2)2 £.j==Z(^ Ej, ..., E/,j),

Z étant holomorphe pour | t • [El ' "" 1 petit et ayant le développement de
Taylor en t :

(fô.3) Z( / ,E , , ...,^j)=-^(j,E)+...,

le système (^5. i) équivaut à (^0 .2) , qui définit donc c p ( E , y).

Précisons les propriétés de Z. D'une part :

DW _^q.j,j;,, . . . , £ z )
D ( t , - n ) ~ D{t,n)

_Z)(£.j,^ . . . , £ z ) 2)(^£,, . . . ,£ , ) ^ D(h. . . ^ l i )
D(t,h, . . . , £ / ) ^(^ ̂  ..., ̂ ) '^(^i, • • . , ^ )

d'où l'équivalence des deux équations

(^•4) z^^07 ^(^Ei, • • • , £ ^ j ) = o .

D'autre part, le développement (^5.3) a pour coefficients des polynômes
en Ei, . . ., E / ; groupons ceux que divise ̂ ;(j, c) ; il vient :

si gi les divise tous :

(fô.5) Z(^Ei , ...^j)=:^(j,E)X-(^Ei, . . ,£/ , j ) ,

sinon

(fô.6) Z(^ E,, . . . ,E/, j)=^^(j,E)X-(^Ei, . . . , £ / , J)

+^^.(^E^ ...,^j);

^ ̂  2; ̂  et N; sont holomorphes pour [ ^ |. ] \ \'n~l petit;

^•(y^)^(o,^ ...,E/,y)^-^(y,0; ^^o;

^•(o, Ej, . . . , £ / , j) ne s'annule pas identiquement pour gi (j, ^) == o.

Tirons ^ de ( ^5 .2 )2 ; l'alternative classique de Weierstrass se présente :

i° Le cas exceptionnel^ où L a l'expression (^5.5). — 11 est évident quey
pour

(fô.7) ^voisin de^, d'y) \Ï\m~ï/êr(y^ E) petit

l'équation ( ^ 5 . 2 ) 2 possède une seule solution t ( ^ y ) voisine de zéro; elle
est holomorphe. Sous l'hypothèse (^5.7) , c p ( E , y ) est donc holomorphe.
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D'autre part, vu la proposition 36, 2°, Ki est l'enveloppe des hyperplans
réels ^*(^, YÎ, y ) tels que

y est voisin de ̂  , ^ . ^ ) - = o ;

vu (45 .4 )5 cette dernière condition s'écrit

Z/== o ;

donc, vu (45.5)

§'i=-Q\

elle implique donc /.== o; c'est-à-dire, vu (45 .2 )2 :

£.y==o.

Ainsi le conoïde Ki est l'enveloppe des hyperplans ^*e^f; il est donc
confondu avec son cône tangent Ci.

2° Le cas ordinaire^ où L a l'expression (45.6). — Notons â * la sous-
variété algébrique de g^ d'équation

Oi : 7V, (o, £1 .... t / , j)==o;

si ^ ç ^ — a ^ alors, vu (45.6), l'équation (45.2)2 possède la solution
jo-uple : ^ == o ; sur un voisinage convenable V^ de g\—a^ (45.2)2 possède
donc p solutions ^ (£ , y ) voisines de zéro : elles constituent les p branches
d'une fonction algébroide.

Pour que cette fonction ^ ( E , y ) se ramifie, il faut et suffit que sa valeur
vérifie

Z^=o, c'est-à-dire, vu (45.4) : ^ ' =o;

donc, vu la proposition 36, 2°, pour que i^çReT^ touche K* (donc A^*),
il faut et il suffit que l'une des branches de c p ( E , y ) se ramifie.

Déterminons l'ensemble des points de V^ où t ( t ^ y ) se ramifie : vu (45.2)2
et (45.6), il s'agit d'éliminer t du système

( ^ y ^ t g i M ^ t P N i ,

<^-8) \^^pN^tN^__
( ^ 1 Mi-^tM^ ~ '

sit=o, on a £.j=^==o, c'est-à-dire ^*€^*; sinon gi~^o et (45.8)
implique

^•[M-W•^.}•
(45.9) montre que ( î , ' f ) \ ' i \ " i ~ l / g ' est petit quand V\ est petit; quand
Ç,-y) E [w-l/^ est suffisamment peti t , (45.9) a une solution t unique, voisine
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de zéro; elle est holomorphe en ' i . y / g ^ Ei, . . . , £ / , J; son développement
suivant les puissances de ' ^ ' y / g est

^_-^-^+....
P — 1 S

En le portant dans (45.8), nous voyons que ^(Ç, y ) , supposé T± o, se
ramifie, quand Ç* appartient à l'ensemble analytique.

wî: ̂ ^ (p^ç^1^^ •••^^(^y"1^--^
le premier membre est holomorphe en ' î , . y / g ^ iii, • . ., Ïi. y\ nous avons écrit
le début de son développement de Taylor en \.yl§\ vu (37. i) son gradient
-^- o ; W\ est donc une variété

Voilà achevée la preuve du lemme, qui donne la

PROPOSITION 45. — Etant données une fonction /(£, y), une projection
Ç(^, YÎ, y ) F uniformisant et une composante connexe g^ de Re^*, /(£, y )
a Fune des trois allures suivantes au voisinage de g\ :

i° /(E, j) est holomorphe au voisinage de g^ ;
2° // n'existe pas de voisinage de g^ sur lequel /(£, y ) est holomorphe,

mais /(£, y ) est holomorphe pour

(45 .10) y voisin de g^ (£.y) | £ l"-1/^^ 0 ̂ ^•

^/o^-/r,=:^.
3° Dans V^ /(Ç, 7) se ramifie sur W^ U^ [le lemme 45 définit V^ et W^

où (45.10) a lieu}.
Alors Re W[ est l'ensemble des hyperplans ^ tangents à Ki et e V^ ;

K,^ Ci.
Cette proposition 45 englobe et précise la proposition 5.3.

PREUVE. _ Puisque /(£, y ) est unifbrmisable, il existe une fonction
F[^, y], holomorphe sur W X X telle que

î^yY=-^^y^y\
Supposons la projection ^ (9 , y ) exceptionnelle; alors, vu le lemme 45,

/(Sî Y ) est holomorphe quand ^ vérifie (45.10) : l'un des cas i° ou 2° de la
proposition 45 est donc réalisé.

Supposons la projection c|(<P, y ) ordinaire; alors, vu le lemme 45, /(^j)
est algébroïde sur V^ et ne peut se ramifier que sur W^ U^-*. Quand ^ lait
un tour autour de la variété de W^, près d'un de ses points, les détermina-
tions de/(^, y ) subissent une permutation; c'est la même en tous les points
de W^ car W\ est connexe. Si ce n'est pas la permutation identique, alors
/(^ y ) se rai^^e en tous les points de W[ : le cas 3° de la proposition 45
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est réalisé. Si c'est la permatation identique, alors /(S, y ) est donc holo-
morphe uniforme et bornée sur V^— W^ ; donc (voir\e traité d'OsGOOD que
cite [I ])/(£, y ) est holomorphe sur V^—^*; donc {voir OSGOOD), est holo-
morphe sur V\ ; autrement dit, dans un certain voisinage de ^f, f est holo-
morphe en tout point de j*— a^ ; donc, vu le lemme 20 de [I], /(!:, y ) est
holomorphe au voisinage de g~] : le cas i° de la proposition fô est réalisé.

CHAPITRE 6. — La transformation ^.

Maintenant que le chapitre h a défini et étudié h(W^ ^•Uj*), la définition
(10. i) de X? a un sens et nous pouvons prouver ses propriétés, qu'énoncent
les n0' 10 et 11 : c'est l'objet du présent chapitre, à l'exception de la preuve
de la formule J?[ i '] =. Q(x — y ) , qui constitue le chapitre 7.

Le présent chapitre emploie tous les résultats qu'établissent les chapitres
précédents et [III].

Tout d'abord, nous définirons X°[/j par (10. i), pour tout x ç . ^ L — y en
faisant l'hypothèse ( ^ . 4 ) i mais sans faire d'hypothèse d'hyperbolicité ; puis
le n° 53 introduira cette hypothèse et modifiera la définition de -^[f] pour
•ri<Ji.

^6. Calcul de ^[^//]- — Supposons fd^o A • • • A ̂  uniformisé par une
projection E (^, •/}, y ) ; uniformisons Ç//^o A • • • A dit par cette même
projection.

PREUVE DE (10.3). - Les formules de dérivation qu'énoncent les théo-
rèmes 3 et 5 de [ÏII].

PREUVE DE (10.4). - Vu (10.3), on a

/ i

^[Eo/]+^^^-^[/]=^[£o/]+^^.^[E//];
/=! / /==1

si /< n — i, cette expression vaut, vu (10. i )i :

Ti^Uîê&^<'-'-w
si n — ï^li elle vaut, vu (10.1)2 :

{—iY-1 ï_ r d^-^.x)/^}^
(2^y-12 ̂  (âÇ.^) 2 4 -^ ;

donc, vu la formule (7.3) de [III1, elle vaut

(_i^(i4-/--^) i r d^f^} , , , ..,
(2^————'ï^^^^^^'--1^^
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47. Calcul de -G —)- ' — Supposons / uniformisé par une projection
L aî-/ J

E ( ^ , y?, y ) ; vu la proposition 5.2, nous uniformisons —!-• d^o A • • • A ^i par
^/

cette même projection; prouvons (10.5) et (10.6). Si /===/î , on a

àf ̂ (Ç) ̂  ^o ̂ 1 A • • . A ̂  - -^^o A ^
0^0 ^O O'^O

= (So^+...+^^)^iA...A^-^A^

=-fd^-df l\^=-d{f^^

d'où, pour /À quelconque :

à
[(S.^)^/] ̂ =- d[^xY-if^'}.(^7.i)

^0

Un calcul analogue donne la formule (52.2) de [III] :

^.x
{^)=——d^—d{^x} A ^î

d'où résulte que

(47.2)
/"*
rlÇ r\^~
^^••^ \x

:—fw' quand l==:n.

De (V7.i) résultent les cohomologies ([III], n0 h-)

(47.30

(^7 . 4 )

à^
[('c,.a:)r^~! f]w*^ o sur (^, ^) si l<.n\

^ o sur W — H si ^ < /.

Si l=n, remplaçons dans la formule (7 . io ) de [III] m par zéro,

S par W, S' par y*, S^ par 5?, ^p pary(J^) / : on obtient la formule

^[(/^) , \=d{f^')
•,y*)J(^y*) I(Î'̂ U^)

que (47. i) et (47.2) transforment en la formule

( 4 7 5 ) ^/^ 1=-^
L^'^ ^J ^So (î^ur*)

Ces trois formules (47.3), (47.4), (47.5) subsistent évidemment quand

on remplace -.— par — — : on peut permuter dans leurs preuves les rôles
àî,o r Xk ̂

de Ço et £/: à condition de remplacer Xi par Xi/Xk. Elles ont donc les consé-
quences suivantes, où XQ désigne i.
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Si /< n, alors (47.3) donne

(i-.r)^-^—1 /Ï: ^\?l—l Af

-(^-7-7)T^~-((^27yTI^ -(^)>

ce qui porté dans (10.i)i donne (10.5) et (10.6).

Si n < / alors ( 47.4 ) donne

^-")(^^-(F^|^ dansf-5.;

donc, vu la définition de la classe résidu par le n° 5 de [III] :

-('- '•" ""fc^]= <'-"-" •"•[(T ,̂ |M
et, vu la notation différentielle du Rés, que définit la formule (7.2) de [1111 :

d^(f^) __ d^ r ôf ^
\d^x^-^ (^.)- (^.^y-L^^ J (^)î

ce qui porté dans (10.1)2 donne (10.5) et (10.6).

Supposons enfin l=in', vu (47.5) et (6 .2) , puisque ^ est le transposé
de à, on a

4-^1=:--—T r ^rz^t_ __ ^ j r r /^
,0^ \ (27:0^ 2j " d[7x

h(^^-uy-)
iàh ] (27:0^ 2 J , L^.^J

_ .ĉ  i r f(^ _
:-- (27:0^ 2 j _ ^T^^""^-^^5

^(a-',3-*)

ce qui prouve (10.5) et (10.6).

48. Calcul de J" -/ . — La formule (10.7) •
L^rd v / / '

-^w-^y-^àyi u ] |_^jJ

où la même projection sert à définir les deux membres, s'obtient en rem-
plaçant dans la proposition 17.2 :

X, S, S', t, u, x, z { x , t ) , s [ z , y , u } , u
par

^ ^ r* J, x, ( ^ , y î ) , E(^,^, j ) , \.x, /(^J)^(O.

49. X'[r(Ei, . . . . £,)] est homogène de degrés — Iwix— y . — Soit r('^)
une fonction de a. . . . , E/, homogène de degré — ^. Si r (£) d^ /\. . . A^£/
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est uniformisé, alors, vu la proposition 5.1, r(^) est une fonction ration-
nelle de dénominateur^); la projection polynomiale (^ .10) uniformise
alors rd^ l \ . . . /\d'^ et (Ç.y) r ( ' E ) car

^ o A — A dti=—g{r])dt A ^ ï î i A . - . A ̂  S.j=—^(Yî).

Cette projection polynomiale uniformise donc plus généralement

( _ ' Ç Y \ P

—p-—'-^
quand r(^) est une fonction rationnelle de dénominateur ^(^). Le n° 10
énonce la propriété suivante, qu'emploiera le n° 51 et que retrouvera le
chapitre 7.

PROPOSITION ^9. — Soit r('^) une fonction rationnelle de ̂  .. ., ̂ , homo-
gène de degré — n, ayant pour dénominateur gP{î,), g{V) étant hyperbo-

r (—?y ) / ^ - i -1
lique; ^\ —————r(^) ne dépend que de x — y et est positivement

homogène en x — y de degré n — /.

PREUVE. — Vu (10.6),

4W-«'-[AW^^[-^^}
D'où, vu (10.3) et(10.7) :

(^)<^r-<-)1

^-^OT'^™'^]-
vu ( 1 0 . 3 ) et ( 1 0 . 4 )

/

2<--"^<^^-<^

^"-/-'^^^M^T-M
[ ( _ x. Y\P—I n^"-^V::2^)}

Ainsi
à à v, , , à

. - et V(^-j,) — — - ( n - l )
ôœ, ày, ^^^-^^^

j
r ( — £ rV~1 1

annulent X0 / __^ , ^(0 ; d'où la proposition.
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50. Allure de ^[f~\ pour x^-y. — Prouvons le théorème 3, n° 11;
provisoirement nous définissons ^ par (10. i ) pour tout x\ K^(y) doit alors
être remplacé par K { y ) .

Pour xç.X — Â^(j), ^[f] est une fonction holomorphe de (x^ j), vu le
théorème 3 de [III].

Étudions l'allure de ^[f] sur K ( y ) —j ; quand x ç : K ( y ) — y , le point

singulier réel de x appartient à W —J*; sur ce domaine employons les coor-
données locales :

f]ii . . ., YÎ/, en fixant t .

Appliquons la proposition 20, en remplaçant, vu (3.3) et (^. i)

X , S, J ( t ) , H,{t), q, x, t, s { x , y , t )

par

W, x, .^[/], H , { x , y ) , i+ / -^ ^ x, -\{t^,y).x

/ N ( 1 — ^ ) ^ . D ( r )et ^^^ par hï^-^^.)5

l'orientation (7.2) de Re^ coïncide avec celle que la définition (20.3) donne
à ReS'y le n° 20 donne à ïmS l'orientation associée à l'orientation

dx^ A • • • A dxi > o de Re X

la proposition 8.1 donne à Im^, quand l est pair, l'orientation associée à
l'orientation

—t^(n)d^/\...f\ dru d e R e W ;

c'est l'orientation précédente multipliée par —sgn(^ i ) . Nous obtenons
ainsi, vu cette proposition 8.1, la conclusion suivante, qui emploie les défi-

nitions l l . i des -^p et 11.2 de \/Hess :

Supposons/réel. Choisissons (^ Y?) et l'équation locale de K { y ) ^

K { y ) : k{x,y)=o

tels que les hypothèses de la proposition 20 soient vérifiées :

k^= ti\ k > o du côté positif de AT, si / est impair.

Il existe alors au voisinage de K{y) — y trois fonctions holomorphes
H^(x^ j), H^ et 7/3 telles que

<50. i) £[f} = Re { H, (x, y ) ̂ _(^_^(^, y)} 4- H^[k}} + H, (^, y ) ;

si l est impair, alors //2== o, H^ et H^ sont réels;

si / est pair, alors H^=io pour i+(/ /2)^^, H^ est réel, H^ et H^ sont
imaginaires purs (réels) sur les nappes positives (négatives) de AT(j).
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Pour œç.K(y) —y,

(.0..) ^(.^)^^(2Y-^OT-I)^ .)-^sgn[^)]-
V/Hess.^[—Ç(^ YÎ,J).^] ^(^ri)

où (^, Yî) est le point singulier de ^c.

Quand nous aurons supposé la projection Ç hyperbolique, choisi

^te^) ^ r[/]=o pour ^<j,,

alors le support de la singularité de -^[f] se réduira à A^(j), où ^i^ji;
pour ^€A^(j), le point singulier réel (^, -n) de ?c vérifie donc, vu (36.8);

^>°;

(50.2) s'identifie donc à (11.7).

51. Allure de ^[f\ pour x=y. — Prouvons le théorème 4, n° 11. Écri-
vons ^[/] (^, y ) au lieu deX^/J; dans î̂", envisageons l'homothétie T(T)
de centre y', de rapport T ;> o :

T=T(T) : ^-^+T(^-J);

nous obtiendrons ce théorème ^ en étudiant l'allure, pour T petit, de

( 5 1 . 1 ) ^-^[/(^j)^?7^^);

cette allure résultera du théorème 3, que nous venons d'établir, plus préci-
sément du corollaire 3 et de la note qui le suit (n° 11).

Commençons par transformer (51. i). Les hornothéties ^(ï) consti-
tuent un groupe de paramètre logï ; dans 2, considérons le groupe des
transformations dépendant de ce même paramètre :

© = © ( T ) : ^=(^,^, ..., £2) ->(rë.j—^ji—... uyi, 2.1, ...^).

Evidemment

Ty=y, ©7 î==r î ,

(51 .2) 0;.r^==T^.^, C^(©^) =Tûû*(ÏJ.

Puisque ^ (^ , 73, j) uniformise /(^, y) d'^ A • • • A ̂ i on uniformise

/(^-J^ J)^o A . . . A du

en y substituant ©^(^, ^î, y) à £; (51.2) permet donc de comparer les for-
mules (10. i) définissant

-^[/((^ J)] ( Tx, y) et ^[/j (^ j) ;
BULL. SOC. MATH. — T. 90, FA9C. 1. 11
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on obtient
-^[/(©-^ 7)] (^ J) =^-^[/(^ J)1 (^ J).

En remplaçant dans cette relation/(£, y ) par/(©E, j), il vient

(51.3) ^-'^[/(£,J)](^J)=^[/(^J)](^J).

Etudions maintenant V allure du second membre quand T est petit; nous
supposerons o <, T^I ; nous uniformiserons /(OS:, y) û?Ïo A • • • A û^/ en

substituant à E, non pas, comme il serait licite :

(51.4) Q-^(t^^)=Q(T-lyi(f^,y),

mais

(51 .5 ) ©-^(T^Ï Î .J) ;

(51.4) n'est pas holomorphe pour T ==: o ; au contraire (51.5) l'est, car
(36.i) donne

(51.6) ^(T^, YÎ, j).j=- ̂ (j, ïi) + ̂  T^-1 r/P, (^, j, y ) .
<7^2

La proposition 5. i définit r(E, j) en supposant que/(^, y) s'annule/? fois
pour Ç.y ==: o (p ̂  o) ; la fonction de (ï, ^, YÎ, j7)

/̂ ,,,,,,,,̂ ,̂
qui est holomorphe, s'annule donc/? + i fois pour T== o; donc

D(i(rt, r ) , y ) )
(51.7) •^--/'-'/(Ç(^^J),.7)

û(t, Yi)

^̂ ,,,,>,,,,î(̂ ^

est holomorphe pour T = o. Notons enfin ceci : vu (51.6),

(51.8) ©-^(T^ YÎ.J) __ ==(Yîo-^(j, ri), ïîl, ..., Tî / )

est la projection polynomiale; vu (5.i) et (51.6),

T-^/(E(T^,7Î,J),J) ̂ =[^^r(ïî,j)

est la fonction résultant de la substitution de (51.8) à Ç dans v — ' r ('̂  y).

L'holomorphie de (51.5) et (51.7) permet d'appliquer le corollaire 3
(n° 11) et la note qui le suit à

^[T-^/(©Ç,J)](^,J)
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quand

(51.9) o< C t e ^ l ^ — j l ^ C t e , O ^ T ^ I ;

nous obtenons les résultats que voici :

i° Si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(51.io) i-h ( 1 / 2 ) <n,

(ol.n) i+.(/ /2) ==/^, /pair, K ( y ) négatif,

alors ^[T^fÇQ'^ y)} (^, y ) est borné.

2° Si (51. 10) a lieu, alors ^[r~^ /(©Ç, j)] (^, j') est une fonction de
{x^ y, ï) qui vérifie une condition de Hôlder, d'exposant p( / , n) défini par
(11.11) , et dont la limite pour T •=- o, est

[ ( _ 'ç v\P ~|

^.—^—^T
La preuve du théorème ^ est maintenant aisée :

(51.3) transforme i° en ceci : Si (51.10) ou (51.11 ) a lieu, alors

(51.12) ^——P \ ̂ [/O, j)] (T^, y ) [ ̂ Cte.

Vu (51.9), T^c est un point arbitraire de la sphère

|T^—j|^Cte;

T est un nombre tel que
Cte ï^ |T^—j <Cter;

(51.12) équivaut donc à (11.9).

De même (51.3) déduit de 2° ceci : Si (51.10) a lieu, alors

T/---/^[/(E,J)](T^J)--X- ^y'r(c,j)1(^j) <TP.

Or, vu la proposition ^9,

^ f ̂ jf^^^J)] (^y) == ̂ "^ ̂  l ̂ yr^J)](T^'J) ;

l'inégalité précédente s'écrit donc :

^-n-p-^ ^[/(£, j)] (T^, y ) - ̂  [~ y ^(^ Y) ] (T^ J) <Cte,

d'où ( l l . io) parle raisonnement qui vient de déduire (11.9) de (51.12).

52. ^[f] ne dépend pas de l'uniformisation de /. — Ce théorème sera
déduit d'une nouvelle expression de -^[/], par des intégrales dans S*; cette
expression résultera de la proposition 8.2.
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NOTATIONS. — Nous avions noté ^;((=:i ,2, . . .) les composantes connexes
de Re^*; mettons à part celles en tous points desquelles /(Ï, y ) est holo-
morphe; notons^ la réunion des autres :

^cRe^;
en général

^=Re^.

Nous avions noté d et K, les nappes de C(y) et K(r) correspondant à^; ;
notons maintenant Co (et Â^) la réunion des d (et des K,) tels que ^; c^; :

CoCC(j), A-oCA:(j);
en général :

Co=C(j), K,=K(y).

Soit ^*(j) un domaine de SI* possédant les propriétés suivantes :

y-^C^, Rey-^c^;

/(i. j) est holomorphe pour ^e^* ;
j*n^* est rétracte par déformation de î2*.

En général y* n ̂ * == J* — ̂  ; sinon nous avons besoin de compléter par la
suivante la définition 8 de ^(V—^*, ^) : l'inclusion

y-^cyn^*
induit un homomorphisme naturel

^(J*-^ ̂ ny)-^(yn^, ̂ ny), où ^nj'^^ny,

qui transforme la classe A(j*—^, ^) en une classe que nous noterons
A(r*n^\ ^).

A(j'*n^*, ^) est définie quand x^ ne touche pas ^;, c'est-à-dire quand
X^.CQ et dépend continûment de .2?; on le voit aisément comme suit : quand /
est impair, h(^r\^\ ̂ ) est la classe de deux. fois le cycle Rej*, détourné
de^;; quand / est pair, h(y*r\^, ̂ ) est le cobord de ̂  muni de l'orien-
tation (7 .5 ) ; g-* a été remplacé par sa partie voisine de ̂ .

Soit un cône fermé, de sommet j, voisin de C^Çy) et dont l ' intérieur con-
tienne Co(j) — J ; soit ^o(j) l'intersection du complémentaire de ce cône
fermé et d'une boule ouverte, de centre j; choisissons cette boule assez
petite pour pouvoir définir, quand xç. Y^ (j), une classe d'homologie
A(^ni2*, j*) ayant les propriétés suivantes :

— elle dépend continûment de xç. V o ( y ) ;

— elle tend vers A(j*n^2*, ^) quand x tend vers y le long d'un segment
cro(j).

Cela signifie ceci : on peut appliquer dans x^ Ç\Q^ tout compact de j*nî2*
par des applications voisines de l'identité, dont la restriction à ^*ny* soit
l 'identité; elles appliquent h (^r\^\ ̂ ) sur h(^ r\^\ j*).
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Soit h (^2*, ^ u y " ) la classe, unique puisque ffc(^\ J*) == o, telle que

àh{^\x^f)=h(^r\^\y^)

elle dépend continûment de x.

Ces définitions et la définition W de Y ( y ) — qui dépendra au choix de la
projection — permettent d'énoncer comme suit la proposition 8.2 : suppo-
sons Y ( y ) assez petit et xç. Y ( y ) ' , alors la projection ^ ( t , Y], j), qui pro-
jette ?c dans x* et identiquement j* sur j* transforme certains cycles de la
classe h(Z, j*) en cycle de la classe h(^r\^\^). Elle transforme donc

aussi certains cycles de la classe /?($, -^Uj*) en cycles de A(Î2*, ^Uj*).

D'où, vu la formule classique f w=z f F^w et la formule (7.5) de (III),
^ Fh ^h

l'expression nouvelle de -^f/] que voici :

LEMME 52.i. — Quand x ç . Y ( y ) , on peut dans les formules ( i O . i ) qui
définissent -^(/), choisir respectivemeut

h=h(^\^\jy^ et h = h{œ'r\ ̂  J').

Bien entendu, avec de tels choix de A, les seconds membres de ces for-
mules sont holomorphes pour xç. YQ ( y ) . D'où grâce à la proposition 3.3 le

LEMME 52.2. — La fonction X°[/J est indépendante du choix de la pro-
jection, uniformisant/, qu'emploie la définition de ^[/].

NOTE. — D'après le théorème 3, cette fonction est ^[/] elle-même, si
n > <f/2, et est, sinon, la restriction de ^[f] à X — K ( y ) .

PREUVE. — Vu ce théorème 3, ^[f] est une fonction de x holomorphe
sur chacune des composantes connexes de

(^2.1) .r-A'(j);

vu le lemme 52. i, ^[f] est holomorphe en tout point de K ( y ) — Ky et est
égale, sur Y ( y ) r [ Y o ( y ) ^ à une fonction holomorphe indépendante du
choix de l'uniformisation de/; le lemme est donc vrai si KQ est indépendant
de ce choix; c'est ce qu'a prouvé la proposition 5.3.

PROPOSITION 52. — ^[/] ^st indépendant du choix de la projection uni-
formisant f^ qu'emploie la définition de jÇ.

PREUVE. — Soit bÇ,) un polynôme en (£1, . . . , Es ) homogène, de degré q
et elliptique :

b(^)^z£o pour £ réel.
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On a b(^(t^ YÎ, y ) ) 7^0 pour yî*€^*, V^ (proposition 42) et W suffisam-
ment petits ; la proposition 42 permet donc d'étendre à ^[f/b] la définition de
-^L/] e^ ̂ l^ de ses propriétés qui sont à présent établies (mais non celles
qu'établiront les n0' 53 et 54). Nous venons de voir que, pour q + n > //2,
^[f/b] est une fonction indépendante du choix de la projection uniformisant
/qu'emploie la définition de ^[f/b}\ donc, vu (10.3), la distribution

W=b(^Y[f/b}

est, elle aussi, indépendante de ce choix.

53. I/hypothèse (Thyperbolicité. — Nous supposerons désormais que f
puisse être uniformisé par des projections hyperboliques^ vérifiant (4 .4)
et (9 . i ) ; nous n'emploierons plus que de telles projections et nous suppo-
serons que le n° 7 a choisi

. - à8'
^"^i

Alors, vu la proposition 9,
h(yiv—S\ ^)=:o pour ^i^ji, ^^o)+(j);

donc, quand y appartient à une composante connexe de ^o(j) n'apparte-
nant ni à d?+(y) ni au demi-cône opposé d) — (y), on a

A(^n^ y " ) ==o, A(^*, ^uj") =o;

donc, vu le lemme 52. i : -G[f} = o sur toute composante connexe de Y ( y )
n'appartenant ni à cP^(j) ni à d?_(j) ; donc, vu le théorème 3 :

PROPOSITION 53. — ^[/] == o pour ^i^ji, ^^ê+(j).
Conformément au 11° 10, nous modifions la définition de ^[/], pour

•^i<Jr en posant
X°[/j==o pour ^i<ji.

Alors le théorème 2 vaut, ainsi que toutes les propriétés de ^[/] établies
ci-dessus; dans l'énoncé du théorème 3, nous n'avons plus à remplacer K^.
par K.

54. Définition de ^[/] pour x ^ y . — Nous supposons désormais /
rationnellement uni for mis ab le ^ son polynôme g hyperbolique, (4 .4) et
(9 . i ) vérifiés. Soient b (^) et c (^) deux polynômes en Ei , . . . , E/, homo-
gènes de degrés q et r, hyperboliques, tels que b (r]) c(r^ g ( y ^ n) soit
hyperbolique et vérifie (4.4) et (9. i) : on peut évidemment construire de
tels polynômes en les choisissant par exemple produits de polynômes du
second degré.

Vu la formule (11.9) du théorème 4,

^[f(^y)/b(i)c(î,)], £\f/b} et r[//c]
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sont des fonctions de x^ sommables sur A\ si

i + l/i — n << q et << r,

ce que nous supposerons; vu (10.3), ces fonctions sont liées par les rela-
tions, valables sur X :

^ U/b} =c(-^)e U/^ e [//c] = b (^) £ U/bc} ;

d'où, sur X", l'égalité de distribution :

(54.» ^yw^^)^/^
cette distribution (5^. i ) est donc indépendante des choix de b et c ; vu
(10.3), sa restriction à X — y est la distribution ^[/] que définit (10. i).

Désormais, ̂ [/] .wa /a distribution^ fonction de j, ^M^ (5^.i) définit
sur X'.

Il est évident qu'un changement linéaire des coordonnées n'altère pas sa
définition; toutes les propriétés de J^[f] prouvées ci-dessus subsistent;
seule la vérification de (10.4) et (10.5) exige un bref calcul, que voici :

PREUVE DE (10.^). — P^appelons la formule classique :

^•^ b {aï) [^(^ = x^ (^) u^ + ̂  (j^) uw'

Donc, puisque (10.4) vaut quand n est assez grand pour que ^[f\

et -y- ^[f\ soient des fonctions, on a pour q suffisamment grand et

Mo A. • • A du

rationnellement uniformisable :

2>-s;wi

'^W)^]

^):s^<{]-:s^)^4{]
=^^,-,^)^}-^)^i}-^\{]
=(n-l-i).e[f]-.e[^f];

(10.4) vaut donc sur X .
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"̂;l̂ ;,.:r;2î ^̂ ^̂
^[/j=^,&(^W,f|

\ôxj \^b \

^h^Jl- l̂ïJ
—Kœ^j-^}

( 10.5 ) vaut donc sur JY.

55. Biunivocité et autres propriétés de r M
établir le théorème 1 (n- 10) en adn'ettanmO 8\ pourons lnaintenanl

chapitre, aainettant (10.8), que prouvera le prochain

PREUVE DU THÉORÈME 1, i" - Soit/(?, y)^ A A //' . •

unifonnisable; notons F(,, y ) la primu'iv^ re^ve.^^J'd10^ ment)

sannule pour Ç.^=o; ^ est homogène de degr7men.|:,de/a'/) q;1

degré -n; vu la proposition 5 a F est ^an- )« " / ant de

vu (10.6) ' (rotionnellement) uniformisable ;

£[f}=-£[F};

cela établit le i« du théorème 1.

Pour établir le a» nous emploierons le

LEMME 35. — Si /' fî'- A A ^7Ï . •<• .^ ,̂.,L:̂ -̂ ^^^^^^
prriï;Tî:;,î ^^^^^^^

PREUVE. - Par hypothèse, f ( î ( t -n -v\ v^ D('i)
1 1 i, , ' • / ' " ' ^ ' J ; ) ' ^^n77-—^ ^t une fonction
holomorphe de (t, 73, j) pour ( ' ïï)

(^y;)réel; |^.|7^|"^-'<Cte;

Ï^nÏ6 du lemme' la formule ( 1 1-^ du thé——— 3 et la formule

^ ̂ ^^^^o

pour ^-i)"0' ^'^^l, ^,(j,r,)>o;

vu que Re^ n'a pas de singularité, la partie réelle de la variété -̂ iL -
D(,t,n)~-°
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est sans singularité, /(Ç(^, YÎ, y), y) ——^-T s'y annule et —9^ s'y annule
^ - ^ î ^ ) JL/\i1 ^ )

une fois; donc / (^(^ YÎ, j), j) est holomorphe sur Re^F; donc sur

@ : 7}* voisin de Rej*; [ ^ . [ y? |̂ -1 petit;

ce qui signifie que/est uniformisable puisque 0 remplace W.

PREUVE DU THÉORÈME 1, 2°. — Supposons f d^ f\. . . A dfl uniformisable
et^[f] holomorphe sur X —y\ d'après le lemme précédent,/est unifor-
misable, donc, vu la proposition 5.2,

-J-di,f\...f\dil
c^o

aussi; donc, par récurrence :

Ôf ÔPf

•A ^ l l t î r̂ '"
sont uniformisables; donc, vu la proposition 0.1, v- est un polynôme

^h.y
en Ïi, ..., 'ii, à coefficients fonctions holomorphes de j, de degré — ( n -\-p)\
donc/ (Ç,^y) est un polynôme en ^ à coefficients holomorphes en y . Donc
f(Ï-> y ) ^Ïo A • • • A ^i est rationnellement uniformisable; par suite ^[/]
est une distribution définie sur X\ Mettons/sous la forme

/(^)=:2(—;2-^(^),
y!

y==0

jP,/(^, y) étant un polynôme en Ï j , . . ., £/, homogène de degré —n —q\ on a
vu (10.6), (10.3) et (10.8),

— n

^[/]=S^(^J)^-J),
<7=o

Si ^[/] est une fonction holomorphe sur ^T, tous les Pq sont donc nuls
et/=o.

56. Allure de ^[/] (^, j) pour ^ et y complexes. — Ce n° 56 prouve
le théorème 5; il modifie comme suit le sens des notations.

NOTATIONS. — ^Test un domaine d'un espace affin complexe^ de dimension
complexe /; Re ^Tjoue le rôle du domaine que le n° 1 note X\ x et y sont
des points de X. C ( y ) est l'ensemble des points x de ^Ttels que Z toucher;
c'est un cône de sommet y, dont les génératrices sont des droites complexes,
correspondant biunivoquement aux points de^*; cette correspondance entre
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la génératrice da point x de C{y) —y et le point tf de § ' * est définie par
l'une des deux conditions équivalentes :

x touche g^ en Y}* ;

•^—J^^C^ Y î ) •

K ( y ) est l'ensemble des points x tels que x ait une singularité.

Ze prolongement analytique de la fonction ^[/] (^', j) aux valeurs
complexes de {x^ y ) sera donné par l'intégrale (10. i) définissant -X°[/], quand

la définition de h(W, x\j y * ) aura été étendue aux valeurs complexes
de {x^ y ) ^ ce qui exige une nouvelle hypothèse :

HYPOTHÈSES. — Ce n° 56 complète l'hypothèse (^ .4 ) i comme suit :

(56. i) ^ n'a pas de singularité.

Il existe donc des constantes telles que

sTr, | > Cte [ Y] w-1 quand | g \ < Cte Y} I7".

Les restrictions au réel figurant dans certains lemmes antérieurs deviennent
maintenant superflues :

LEMAIE 56.1. — C ( y ) est le cône des tangentes à K ( y ) en y .

PREUVE. — L'application
r\ -> x

définie par (36. io)i applique la variété d'équation (36.9)1 sur A"(y) ; le
lemme résulte donc de l'hypothèse (56. i).

LEMME 56.2. — i° II existe une constante Ci assez petite et une constante c.^
assez grande pour que la partie de x où

/l ry> ____ I/ [ ^ f | y, \ln——1 ---• /.6.2 Jb —— y | <^ i . | 7} [ <^ Ci

ait ses éléments de contact voisins de ceux de la variété : g [y', r\) == o.

2° 'x est donc en position générale par rapport à la frontière du domaine
^(^F : t -\r\ /»— l<^ CQ ) quand CQ et x —y sont suffisamment petits.

PREUVE DE i°. — L'équation (36.2) de x et l'hypothèse (56. i).

Le lemme 56.2, 2° a pour conséquence aisée le suivant, qui suppose x]7

et x —y suffisamment petits :

LEMME 56.3. — Soient x et y, tels que x^. K ( y ) ; étant donnés x ' et j^e^T
tels que (x\ y ' ) soit suffisamment voisin de (^, y)^ les applications voisines
de l'identité de (^, y * ) sur (^/, y ' * ) définissent un isomorphisme naturel
A (x, j; x\ y ' ) de H^x, f) sur H^x1, y*)..
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En composant ces isomorphismes, on obtient la

DÉFINITION 56.1. — Soit a { x ' , y ' \ x\ y " ) un arc de X x X joignant
( x ' , y ' ) à { x " , y " ) et dont chaque point {x, y ) vérifie x ^ . K ( y ) ' , un tel arc
définit un isomorphisme A ( x ' , y ' \ x\ y " ) de H^x\ y ' ^ ) sur Hc(x"', y " ^ ) ;
A ne dépend que de la classe d'homotopie de a et se compose comme a.

Les n0" 8 et 41 ont défini une classe d'homologie h(x^ y*) pour x et y
réels, x^.K{y); quand l'arc a { x ' , y ' ; x\ y " ) est réel, A ( x ' , y ' ' , x\ y " )
transforme h(x'', j'*) en h(x"', y^), car h{x^ j*) dépend continûment de x
etj. Nous étendrons comme suit cette définition de h(x^ y ) au cas où x etj
sont complexes :

DÉFINITION 56.2. — Nous notons h{x, j*) toute classe d'homologie de
(x^ j^) qui est l'image par un isomorphisme A { x ' ^ y ' \ x^ y ) ( x ' et y1 réels)
de la classe h(x1', y ' * ) définie par les n015 8 et ^1.

Nous notons hÇW^ x\j j*) toute classe d'homologie de (W, x\j j*) dont
le bord dans {x^ j*) est l'une des classes h(x^ j*) :

^(f,^uy)=A(^y);

le n° 6 a montré que la donnée de h(x^ y * ) définit h(W^ x\j y ^ ) .

Vu le théorème 3 de [III], il suffît d'employer ces nouvelles définitions de

h(x, y * ) et hÇW^ x\j y } dans l'intégrale (10. i) qui définit la fonction
•^[f] (•^ j) P0111' obtenir le prolongement analytique de cette fonction aux
valeurs complexes de (x^ y), vérifiant x ^ . K ( y ) \ d'où le

LEMME 56.4. — -^[f] {^i y) es^ une fonction analytique de x ety complexes,
sans singularité pour.?? ̂ . K ( y ) ; elle est multiforme; toutes ses déterminations
sont combinaisons linéaires, à coefficients rationnels constants, d'un nombre
fini d'entre elles ; ce nombre est au plus égal au ( / — lyœme nombre de Betti (17 )
de (^ ,y") .

Le calcul de ce nombre de Betti va achever la preuve du théorème 5. Le
lemme 56.1 et un raisonnement analogue à la preuve du lemme 40.2
montrent ceci :

Quand x tend vers y sur une droite <^.C(y)^ alors (^, y*) est le même, à
un homéomorphisme près, que si Ç ( ^ , YÎ, y ) et W sont la projection polyno-
miale, de polynôme <^(j, ï î ) , et la partie de ^ où t ̂  oo.

Supposons qu'il en soit ainsi; employons les notations du n° 1 : la variété

x : t g ( y , y?) =r].x, ^oo

a pour partie à l'infini :

^(oo) : ^:=oo, g { y , -n) =o;

( 1 7 ) Rang du groupe d'homologie de dimension / — i .
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elle contient l'espace projectif

^ny: t=^.x=o,
et la sous-variété

^(^) : ^(j, Tî)==yî.^:=0, ^00,

dont la partie à l'infini est

^(oo,^ ) : <z=oo, g(y^)^rï.x=o.

Nous allons ramener l'étude de l'homologie de (^ y) à celle de
sa pâme à l'infini, qui est une variété projective : il suffira d'appliquer
a ^(^(oo), ̂ (oo, œ)) le cobord ô, que le n° 7 emploie pour définir À (^ y*)
quand / est pair. ' J

LEMME56.5. — On a un isomorphisme naturel

^(^,j')-^(^,yu^-(^)),

PREUVE. - (6 .1 ) montre que y^^(œ) est rétracte par déformation de
g ' { x ) ; donc

^(^(^),j')=o;

par suite dans le triplel exact (voir [III1 n° 3)

^.(^y)
p / \.

^/ - \
^c(^yu^(^))-^^(^(^),y)

^ constitue un isomorphisme de 7/,(^ y) sur //,(^ j*u^(^)).

LEMME56.6 - ^c(^U^(oo),yu^(^)u^(^^))estengendréparune
classe d homologie de dimension 2 / — 2 == dim,, ̂ .

PREUVE. - Puisque ^ny et ^(^)u^(oo, ^) sont deux sous-variétés
de x sans singularité et en position générale, on a

(56.2) ^(^u^(oo),yu^(^)u^(^,^))=//,(^u^(oo), F, W\

où V et ^Fc F désignent des voisinages, suffisamment petits (1 8) de
J'U^)u^(oo, ^); H^A, B, C) désigne l'homologie dans {A, B) des
cycles de {A, C). Or l'application de $ sur sa base j* :

^==(^ Yî)-^

a pour restriction à ^U^(oo)-yu^(^) U^(oo, ^) un homéomorphisme

("^Jet ^J appartient à un voisinage [contenu dans Î^J dey*u? (.r)u^ ( oo ^)
dans ^U^(cc), dont y-Ug(^)u.°( oo, ..) soit rétracte par déformation ë ' )
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surj*—^*nj*; d'où, V* et W*C V* désignant des voisinages suffisamment
petits de ^ r\ y^ '-

(56.3) ^,(^u^(oo), V\ W)~H,.{y\ V\ W^} =Hc{y\ ̂ ).

Or, d'après le théorème de dualité de Poincaré, Hc(y^^ x^) est dual de
Hc(y*—^*nj*) qui est banal :

(56.4) Hc^y^ ̂ x * ) est engendré par une classe d'homologie de dimension 2/— 2.
Le lemine résulte de (56.2) , (56.3) et 56.4).

LEMME 56.7. — On a un isomorphisme naturel, augmentant la dimension
de i, du quotient de Hc(^(^Q\ <?(°°i •^)) P^ ses éléments de dimension
maximale ï l — 2, sur I I c ( ^ , J*) : c'est le cobord ô.

PREUVE. — Les deux lemmes précédents et l'exactitude du triplet ( voir n° 3
de [III]) :

H,(x\j§{^),f\jg{x)\jg(^, x ) )
r./ \.
/ . \

7/,(^(oo),^(oo, x ) ) ——'—^H^x.y^^^x))

LEMME 56.8. — Le ( / - — i)161110 nombre de Betti de (^J*) est le ( / — 2)u 'nlc

nombre de Betti de la variété algébrique affine g ^ — g ^ C \ x^.

PREUVE. — D'après le lemme précédent, le ( / — i ) ^ m c nombre de Betti
de (x, j*) est le ( / — 2 ) i l ' n ] e nombre de Betti de (^(oc), ^(oo, x ) ) , c'est-à-
dire de (^, x*) ; vu le théorème de dualité de Poincaré, c'est donc le (l — a)10"10

nombre de Betti de g ^ — g ^ f ^ x ^ .

LEMME 56.9. — La variété algébrique affine ^ — g * r\x*^ dont le degré et
la dimension complexe sont m et / — 2, a pour ( / — ^yemc nombre de Betti :
(m—ï)1-^

PREUVE. — Cela a été prouvé par I. PETROWSKY [10] et I. FÀRY [2] (n0 ^,
th. 1, p. 89). I. FÀRY fait la restriction suivante : quand on choisit des coor-
données telles que

x^'=^y^^ . . ., xi^=.yi^

alors le sjstème

^==...==^z==HesS(.^,...,r,^[^]==o, Yii^o

doit être impossible; puisque g^ n'a pas de singularité, cette condition
équivaut ( l f ) ) à la suivante : le système

g^=x—y, Hess.^[^]=:o, g^-o

( 1 9 ) En effet, si g-ç^ = = . . . = = g.ç = o, alors :

^^o, ^§r,,=rng, r^ Hess.^ [ g ] --= ( m — i ) g^ îïess^, .. . ,r.z)[^1-
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est impossible. Or l'homologie de g * — g ' * C\x* est indépendante du choix de
œ^.C(y). Le lemme 56.9 est donc vrai sans restriction, puisque gr\ ne peut
décrire tout l'espace vectoriel de dimension / quand T] décrit la variété algé-
brique : Hess-^[^] == o.

Le théorème 5 résulte des lemmes 56.^, 56.8 et 56.9.

CHAPITRE 7. — Transformée de Laplace inverse
d'une fonction rationnelle.

Soit ^ (£ ) un polynôme en i:i, . . ., u, homogène ou non, hyperbolique^ de
degré m : sa partie principale ^(E) est hyperbolique au sens du n° 9. Soit
/'(£) une fonction rationnelle en £1, . . ., H^, homogène ou non, de dénomi-
nateur a^ ( t) .

La transformée inverse de Laplace L [f] est définie ; son expression classique
est l'intégrale (57.6) d'une forme différentielle holomorphe, sur un cycle non
compact. On ne peut pas déduire l'allure de L[f] de cette expression, tant
qu'on ne l'a pas transformée en l'intégrale d'une forme différentielle holo-
morphe sur un cycle compacta c'est ce que fait ce chapiire-ci, à l'instar
d'HERGLOTZ et PETROWSKY (voir n° 10).

Par une intégrale simple, d'un type classique (CARLSON), ce chapitre déduit
de / (? ) une fonction /r(Ç, j), homogène en (£o, . • ' ^ ' u ) ' i il uniformise fr par
la projection polynomiale (proposition 60); il obtient finalement (propo-
sition 62) la formule

L [f] == £' [fr] (— r assez grand).

Il peut alors établir, en supposant / homogène, les propriétés de

[/___ -Ç y\p ' }

^ \ — ' J f(c.) qu'énonce le n° 10, en particulier la formule J?[ï]= ô (^—j).

57. La transformée inverse de Laplace L. — Notons

nn-A^L
J w ~ a P ( ^ ) 1

^ ( E ) est un polynôme en Ei, . . ., 'ii-> dont nous noterons le degré mp — /î, ce
qui est d'accord avec les notations antérieures.

De l'hypothèse que g est hyperbolique et vérifie (9. i) résulte l'existence
de diverses constantes c, dépendant de a et &, telles que

(57.1) \i\n~'<c\g^\ pour ^(0=o, Çréel;

(57.2) l ^ l ^ l I m E i l ^ l ^ a ) ] pour £2, . • ., îi réels;
(57.3) iT^IHJ^lImEil^ l^TÊ)! pour c< |T ] . | Im£i |, £2 , . . . , Ï./réels;

(57.4) |/(ï£)|< ̂  \^p\i\—p ^wr c-<|T|.|Im^|, £„..., Ïi réels.
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PREUVE. — L'hyperbolicité de g implique que g^ ^z o pour ^ ( H ) = = o ;

d'où (57.i). L'inégalité (57.2) est classique (voir^ par exemple [9J, p. 63,
lemme 29.4). Elle a pour conséquence évidente (57.3), qui donne immé-
diatement (57.4).

La transformée inverse de Laplace L a les propriétés suivantes, bien
classiques : L[f] est une fonction ou distribution de x — y ^ qui est nulle
pour œ^.CD^.(y) ;

(57.5), ^L[f]=L[^f]^ (^,-y,)L[f]=-L^^

(57.5), Z[i]==ô(^-j),

ô étant la mesure de Dirac;

si l<^n—/?, alors L[f] est la fonction continue de x — y que définit
l'intégrale

(37.6) Z [ / ]=——f f ... f /(E)exp(-£,j)ûK,A...A^,
\^ 'L L ) J,._i^ ^—;3o ^—iw

où ^.jc == o et par suite — ' t . y == ti (^i — jyi) + . . . + ^i {^i— y i ) 5 <" est une
constante assez grande pour que (57.4) implique la convergence de l'inté-
grale (57.6), dont la valeur est évidemment indépendante de c.

L n'est pas altéré quand on fait dans X et 3 des changements de coor-
données linéaires qui laissent Ç.^? et x ^ — y ^ invariants et par suite qui
transforment^, .. ., E/ entre elles et laissent ̂ invariant quand £2= z ' - .==E^==o.

58. La transformation de Carison, qui donne L[f] quand / = = i , peut
être définie comme suit quel que soit / : Soit

(08.1) /,.Œ,y)=^.(^'-l/(Tt)exp(-T£.J)A,

l'intégrale étant calculée sur une circonférence, dépendant de ^, assez grande
pour contenir tous les zéros T de a(ïE) ; on voit tout de suite que//-(Ç, y) est
holomorphe pour g ( Ï ) ^zz o, est homogène en £ de degré — r (ou remplace T
par 6ï où 6 est constant) et vérifie :

(58.2) /r+i(E,j)==—^-/r; f(î,;y)=o pour Ç.j=o si r < n.

Nous nommons fn(^f y) transformée de Carison de /(£). Si f(î.) est
homogène^ de degré — n^ alors

(58.3) /,(£,j)=/(Ç).
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59. Un calcul ( 2 0 ) (THerglotz et Petrowsky. — Nous nous proposons
d'employer la transformée de Carison au calcul de la transformée de Laplace.
Prouvons d'abord que, si /<< n —/?, alors

(59.i) L[f]= . f^(g,j)co'(,) pour j,<^;
\ / «-^a*

a* désigne Fensemble des points 'i* de Ji* images des points E de S ^/5 ^//^

a*: t.^:=o, Re(^.j)=:o, E^ . . ., u réels',

a* est muni de l'orientation :

/ j \!
(o9.2) i^^— c*) ' (^) >o (^ est défini n° ^ 2 ) ;

a* est donc un cycle de x^ si / est pair, de (^, y^) si / est impair.

P R E U V E DE (59. i). — Cette formule n'est évidemment pas altérée quand
on fait dans X et 21 des changements de coordonnées linéaires, qui laissent
't.x et x^ — Vi invariants; il suffit donc de la vérifier quand

,^=. . .=xi=y^=. . .==j/==o, ji< o,

^..z'=£o, Sr.y^Ï.o+SiJi;

la définition (57.6) de L (f) s'écrit alors

(59.3) L[f]= -^yf_ exp(-^j,) ̂ (,,) ̂ , (c : grand)

où

^Œi)^ f • • • f f^)d^f\...f\d^
^-i^ ^-i^

vu (57.4), F(i\) est holomorphe pour Re £1 > c.

Plus précisément, (57.4) montre que, pour Es? • • • 7 E/ imaginaires purs
et [ T [ Re Ei suffisamment grand, on a

c 1 ? \p~~n

l^l<|.hRe^

donc, d'après CAUCiiy :

^(;i)=f -f / (O^A.- .A^,

( 2 0 ) Ces auteurs supposent/ homogène et appliquent la formule des résidus au second
membre de (59 . i ) ; aussi leurs calculs diffèrent-ils en apparence des nôtres.
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c'est-à-dire, en remplaçant £ par rE :

F^)=^f ...f / ( T £ ) ^ A . . . A ^ ;

d'où, en choisissant Ei== i, la formule

p,-\-lv> /,+^'a

F(r) = T^ f .... F /(TE) ̂  A . . . A d^F ( r ) =^-1 / ... /
(^•4) v / L^ L^

OÙ El == I, ] T [ > C ;

^(ï) est donc holomorphe pour [ T [ >> c; vu (57.4) :

F ( T ) [ < c\T\l-n-l< C\T -2 pour |T | >c;

par suite (59.3), oùj i<o, s'écrit

^t/l^ (^y^^-7/!)^)^ où T l = = ^ c grand.

Remplaçons dans la formule précédente F ( ^ ) par son expression (59.4);
nous obtenons

LU'} = -^y. ̂ f_ -f ^-7(^) exp(- TJ,) ̂  A ̂  A ... A d^
+;ao ^+1^

7 ^ 1 ' " I ^"'/("O^P^—^Ji^

où Ei == i ; en effet le second membre converge absolument vu (57.4) ; puisque

c .^==to , ci=ï, ^J^Eo+Ji, ^'{î,)^d^.f\... f\dii,

la formule précédente peut s'écrire, vu (58. i)

L[f]=^^f-ff^y)^^,

1 parcourant l'ensemble :

^.^•==0, Ç.y==yi<<o, Es? . . . . E/imaginaires purs,

muni de l'orientation (59.2);
c'est-à-dire E* parcourant a*.

Nous avons ainsi prouvé la formule (59. i) ; son second membre converge
absolument.

60. Uniformisation des primitives de la transformée de Carison par la
projection polynomiale. — Nous ne pourrons employer cette formule (59. i)
qu'après avoir uniformisé fr (Ç, J^). Quand/? ==i, cette uniformisation est un

BULL. SOC. MATH. — T. 90. FASC. 1. 12
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cas particulier du théorème 1 de [II] qui uniformise la solution unitaire d'un
opérateur différentiel; en effet on vérifie aisément que

/O^J)^-^)^^

^(^ j) étant la solution unitaire de ap[ — — ). Sans recourir à ce théorème
\ à y )

prouvons la

PROPOSITION 60. — Si r ̂ n — p , alors la fonction fr{Ï, y ) est uniformisée
par la projection polynomiale

(60.l) Ço=^0—^(ï i ) , E.i=Y}i, ..., :/=-/;/ (YÎ.J==0).

Plus précisément fr(^(t, ^ y ) , y ) est une fonction entière de ( t , 7î),
indépendante de y .

NOTE 60. — Cette proposition n'exige pas l'hjperbolicité ; elle entraîne
que /r(li, y ) est rationnellement uniformisable pour r ̂ n — p : voir la preuve
de la proposition 6*2.

PREUVE. — Soit T une variable numérique complexe; puisque g est la
partie principale de ff,

^-—^^---(En^+p^T^)],
\ 6 v^ / /

^(^s) = ̂ -m/? a) ^2 (T, .),

Pi(T, Ç) et P.2 é-tant des polynômes en (r, Ei, . . ., Ïi) dont les degrés en T
sont respectivement < /n, mp — n. D'où

f( T A-^n-.(^ ^(T^:)

'^(OV 0 V ' / [T / "4-A(T,E) ]^

En remplaçant dans la définition (58. i) T par T/^(Ï) et Ï par (60. i) nous
obtenons donc

fr^(t, •n,y),y)=^l-P-f•(-n)Fr(t, T,),

où

F^^=^--^^^^^W^

l'intégrale étant calculée sur une circonférence assez grande pour contenir
tous les zéros T du polynôme ï^+T^i (ï, Y î ) , dont le terme principal est T ' " ;
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évidemment : Fr{t^ ry) est une fonction entière en (^ , 7^) , ce qui prouve la
proposition 60;

Fr ( 6 Y-m t, 0 -H ) == 6^ (P+r-n)-r p^t, Y} ) ,

ÔF.
F^(t,-n) =—.—y Fr(o^'n)=o s i r < n .

61. Preuve que L [f]=.C[fi] si l<^n—p. — La proposition 60
va nous permettre de transformer la formule (59. i) en une formule
exprimant L[f] par l'intégrale d'une forme différentielle holomorphe sur un
cycle compact; la formule (59. i) n'est pas de ce type, bien que a* soit
compact, car //(E, j) n'est pas holomorphe en les points de a* où g • ( £ ) = o.

Pour transformer ainsi l'intégrale (59. i) , qui est absolument convergente,
calculons-la en prenant t /==i et en intégrant d'abord par rapport à Ei ; nous
l'écrivons donc

(6i.i) ^n^T^y^. Fr • • • r^A...A^'-^ [f^,7)d'e,,
' / «- /—— 3C t- /—— 30 -h

où ji<<^i, E /==i et où h •==- îl(Pifc\^^ j*) a le sens suivant : P* est la
droite projective complexe de .̂* image de la droite affine, complétée par un
point à l'infini :

( 61 .2 ) £.^'==0, Hi variable., £ 2 5 • • - ? E/—i fixes réels, E/r=i;

^n ̂  est le point de celle droite où £.y = o ;
^2* est la partie de S,* où

(61.3) Î2-: ^-0)^0.

P*n^* est donc le complémentaire dans P* d'un ensemble de m points
réels de P*; À(P*n^2*,j*) est la classe d'homologie dans (/^n^*, j*) de
deux fois le cycle à une dimension de P* :

"•<;•/— ^>».
car

^'(l) = (- i)/-i d^ A . • . A^/, L^= o, ji< ̂ i.

Cette classe n'est donc déunie que quand P*nj^2*€.

Elle contient évidemment des cycles voisins de ReP* :

Supposons / impaire donnons à ReP* l'orientation

{ >o, c'est-à-dire —l<o (vu : \.x = o, ji< ^i) ,

h(P*r}^^ y * ) est la classe de deux fois ReP*, détourné des points de P*
étrangers à i2* (au sens du n° 29).
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Supposons / pair; A(P*nI2*, j*) est la classe d'une somme de cycles
faisant chacun un tour autour d'un des points de j P * — P * r \ Q * , dans le
sens sgn(Ç . j ) ; autrement dit, avec la terminologie du n° 3 de [III],
h(P*r\^\ j*) est le cobord ô de la somme des points de P* étrangers à 1Ï\
munis de l'orientation sgn(^.y) .

En portant dans l'expression (61. i) de L[f} cette définition de h par des
cycles voisins de ReP*, on obtient assez aisément la formule

(61./0 L[f]^^^^f^y)^(^ (J.<^),

où À==A(^*n^* , y * ) est défini comme suit, quand A'*, y* et la frontière
de i2* ne sont pas tangents, c'est-à-dire quand x^. C ( r ) '.

Supposons / impair; donnons à Re,z'* l'orientation

— A^>A.. .A^/- i<o;

autrement dit :

(61.5) _^i_>o surRej?*;

Â(^*nI2*, j*) est la classe d'homologie de deux fois Re.r* détourné de la
sous-variété de x^ où g(^) == o.

Supposons l pair; donnons à la partie réelle de la sous-variété de x* :

l'orientation
^^=^(0 =0,

\.y d^f\. . .A ^/-i>o,

c'est-à-dire

(6!-6) 7^^&>0 (i.^-^=o,.;,.éel);
V c; • J ) u-^

h(.v*r\ t2*, y * ) est le cobord de la classe d'homologie de la partie réelle de
cette sous-variété.

L[f] a donc les propriétés suivantes :

i° Z [/]=== o pour ̂  ̂ 4-(j);
2° L[f] est holomorphe pour x^. C^. ( y ) ;
3° L[f\ est défini, pourji< x^ par la formule (61.4) où h == A(^n^*,j*)

dépend continûment de x et tend vers h (y*—^*, x^) (définition 8) quand x
tend vers y le long d'une demi-droite ^ C ( y ) .

Puisque fi(i-, y ) est uniformisé par la projection polynomiale, ^[fi] est
défini et possède les propriétés i° et 2°, vu les théorèmes 2 et 3; vu la
propriété 3° de L[f] et le lemme 52.1, on a

^[/d=^[/] surr(j).
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// en résulte que

(61.7) -^[fi] z= ̂ [/l? sous notre hypothèse l <^ n—p.

62. Expression de L au moyen de ^ et de la transformation de Carison.
— Rappelons que

f^=b{^a-P{^)

(a, b '. polynôme en ^i, . . ., £/; a hyperbolique)

et que (58. i) définit fr(^-> y ) ' Nous allons prouver la

PROPOSITION 62. — Sur X :

(62.i) L{f\=^{fr} pour r ^ n — p - ^ - ï .

NOTE. — Cette proposition permet l'étude de l'allure de L[f] par appli-
cation des théorèmes 2, 3, ^ et 5.

Vu (58.2), (58.3), puis (57.5)i, on a évidemment le

COROLLAIRE 62. — Si /(E) est homogène^ alors

r ( _ ï v^-i "|
^/(E)]=^4^r/(oj;

c^est une distribution de x —y.

Si f(î.) est une fonction rationnelle, homogène à dénominateur hyper-
bolique (p == i, a ==^), alors

^[/(E)]=^[/(S)]-

En particulier vu (57.5 ).2, on a la formule ( 10.8 ),

^[ï] == o (x — y ) [ô : mesure de Dirac].

PREUVE DE LA PROPOSITION 62. — Quand l<^n—/?, la formule (62. i), où
les deux membres sont des fonctions de x—y, résulte de (61.7), (10.6),
(58.2) et de la proposition 60.

Ne supposons plus l <, n — p . Quel que soit le polynôme c ( Ç ) , homogène
de degré q en Ei, . . ., £/, on a, vu la définition (58. i)

(62.2) [f^)c-P^)]^=fr(^y)c-P(t)^

donc, vu la proposition 60, /r(E, y ) C~P ( ^ ) est uniformisable si r ̂ n —p\
par suite fr(^ y ) est rationnellement uniformisable pour r ^n—/?,
comme l'annonce la note 60; le second membre de (62.i) est donc défini
sur X.
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Choisissons c(^) tel que^'(^) c(Ç) soit hyperbolique et que /<^ n-^-pq—p :
(62. i) vaut quand on y remplace /par fc~^\ d'où, vu (62 .2 ) :

^[/(O ̂ (01 = ̂ [fr^ y ) ̂ 0)] sur ^r;

en appliquant 6^( . — ) à cette relation, on en déduit (62. i ) , compte tenu
\ ox j

de (10.3) et (,")7.5)i.

CHAPITRE 8. — La solution élémentaire
d'un opérateur hyperbolique.

Soit a^x^ — ) un opérateur différentiel linéaire hyperbolique (n° 9)

d'ordre m\ G transforme la solution unitaire ^7*(Ï, y) de l'adjoint a* ( .—5 y )

de a( x. -,— ) en la solution élémentaire E(x. y) de a[ x. —— ) et permet\ àx J . ' ^ / \ ' àx ' i

ainsi d'établir les propriétés de E{x^ y ) : les n0 ' 12, 13 et U l'expliquent,
en omettant les preuves de quelques détails; ce chapitre-ci les donne.

63. Uniformisation de ^7*(£, y) . — Prouvons la proposition 13. i :
^(^ y ) et ses dérivées en Eo et y d'ordres << m sont rationnellement
un i/o rm isab les.

Comme le fait le n° 3 de [II], notons ^7_*,,(Eî y ) (^ î^o) 1e1 solution du
problème de Cauchy :

<..„> Hy-'r-^'-^
U^,, ( H, y ) s'annule m -\- r fois pour E .j == o.

Il est évident que

à U ^ ( i , y ) =£/;„(„ y ) .(63.2) U:=U'^ -^^^y^U^^y).
u^

Soit ^ ( Ç ) un polynôme en £1, . . . , H/ , homogène de degré /•;
notons ^* (Ç) == b (— S) ; évidemment

^)^'^^^^
^-*/-(tî j) est donc la solution uni ta i re de l'opérateur ^ i .— ] ^ ( .-'> J );

signalons que cet opérateur est l'adjoint de a^x, .— ) ^ ( .— ). Or le i° du
\ 0X j \ 0X i
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théorème 1 de [II] affirme que la solution unitaire d'un opérateur différentiel
linéaire d'ordre m est uniformisable, ainsi que toutes ses dérivées
d'ordres < m ; donc, pour p -+- Ci + . . . + qi < /n,

/ ( ) \r ^+<7i+...+<7; 1 * ., 1 ^/W/i-+-•••+7 /

^ ^ o j ̂ ^...^^ay^'^ ^^^y^^pTTT^^^7 J)

est uniformisable. La proposition 13. i est prouvée.

6^. Propriétés de la fonction k ( x ^ y ) . — Après avoir rappelé la défi-
nit ion de la projection caractéristique ^ ( ^ , r ^ y ) et de l'application x (^, Y^ j),
le n° 13 déunit par (13. n) une fonction k(x^ y ) et affirme qu'elle possède
certaines propriétés; les unes sont évidentes; prouvons maintenant les autres :

Le signe ± qui figure dans (13.12) est, comme le montre le calcul
de (13.12) , celui de t. On peut caractériser comme suit ce signe : vu (13.2)
et (13.3), on a

( 6 ^ . 1 ) ^=j-h^(j, E ) 4 - .

or, par définition :

ji<^i surAT+( j ) ;

donc

^:i(j^)>° si ^(^ ̂ .y^A^j);

' ^ = ' i ( t , r^ y ) est alors tel que c* touche K ^ ( y ) en x{t^ r^ y ) . Ainsi,
quand m est impair, le signe ± figurant dans (13.2) est égal, près de chaque
nappe de A^-(j), à celui qu'a^(^, £) quand E* touclie cette nappe.

PREUVE DE (13. i3). — Supposons x dans le cône, voisin de C(j),
où k{œ^ y ) est défini; employons les formules (13.2), (13.3) ; r^ est voisin
de Re^-*; d'où (37.4); donc

| ^ [ . Y) l n~ l / \ x — y \ borné intérieurement et supérieurement;

\^-^\=o^\t\.\^\-Y.

donc, vu (13. n) :

[ k^ |/| x —y / M — i borné inférieurement et supérieurement,

k^ + ky \ = 0 \ x —y \'rl-i), | k^ \ / \ ky voisin de i ;

vu (13.n) et (13.7) :

m f ni \

k ( x , y ) =(m-l)\t\1J7~l\ë'(y,n) =0{\x - y^).



i44 J- LERAY. [CHAPITRE VIII

Le calcul de Hess,[-^, ̂  y)^}\^^, que nous allons faire va

nous permettre de remplacer désormais ce Hessien et celui de g par détÂ, .
Les formules (13.8) donnent (en notant ^o==i) :

/ i
V ̂ (^ r î , y ) ^ à^ àx,L .̂̂ , ^^)+l^^-o;

donc, quand on fait œ=^x(t, •n, y ) après avoir calculé Hess^ :

Hess^[-^, y,, y) ^-D^(^ ^ j). - . ,£ / ) ^(^i(^ ïî, y), . . . , ^)
^(^i. • • • . ^) ^(ïîi, ..., ï î / ) î

or, si nous prenons (t, x, y ) pour variables indépendantes, nous avons
vu (13. n):

^—^=<-''"|CT^—^=<->'"l—^.•..^
donc

_l_
| ni — l

(61.2) Hess4-E(,,y,,j).^]=(^)ll^.^__M,
- dét(^,,y) Z»(r,,,...,y,/) '

OÙ

^(£i,...,^)
^^———^=i pour <=o.

En particulier :

(6^.3) (- iydét(^,-)Hess,[-^(^^j) .^]>o.

Afin de simplifier la formule (11.7), nous choisirons le signe de v/dét(Â^ ,.)
tel que (6^.2) s'écrive :

(6^.4) ^ ._-i^'^^^r^^-'-^^^^j-T^
v/Hess,[-E(^,^).^-1' I.^^——T^J V^^

l~i'où [ ] 2 est voisin de i ; précisons ce signe de v/dét(Â^); (36. i) donne

—ô——\-^(t 7i y) ^1—.^(^ ^) , .^•^•l ^(^^J) .^ ] -^ ^^ +...,

donc

^/Hess^[-Ç(^, yî,J).^]/v /Hess^[^(J, Yî) ] > o ;

vu (6^.4), on a donc

r-^ ^/dét ( k^y. ) ^Hess^^] > o.
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Or, la définition 11.2 de v/Hess donne

/-/ ^Hess.^^] y/I-Iess^ [— tg\ > o ;

donc, finalement

(64.5) v/dét(Â-^,-)/^'Hess^[-^(j, Y î ) ]>o .

Supposons l impair; vu (13. n) et (64.5), la définition (4 .8) do côté
positif de K^(y) s'écrit

d é t (Â^- )^ (^ j )<o ;

le choix (11.4) du signe de À- que fait le théorème 3 est donc le choix tel que

(64.6) d é t ( Â ^ ) < o :

alors k(x^ y ) > o du côté positif de K(œ^ y ) .

Supposons l pair; vu (4.9) et (64.5), les nappes positives de A^_(y)
sont celles où

(64.7) dél(^)>o.

Voici prouvées les propriétés de k{œ^ y ) qu'énonce le n° 13.

65. Allure de E(œ, y) sur K^(y). — Le n° 14 affirme que la formule (11.7)
du théorème 3 prend la forme (14. i). En voici la preuve : dans (11.7) nous
remplaçons/par ̂ , donc, vu (13.9),

f^ ?" -^-"'fc^
nous tenons compte de (13.18), où ^==0, et de (64 .4 ) ; enfin, pour
réaliser (11.6), alors que nous avons (13. n), nous devons faire un choix (2 1)

de (^, Y}) tel que t \ = i ; nous obtenons ainsi (14. i) , où le signe de \/dét(/r.r,v)
est donné par (64.5) .

66. Allure de E{x^ y ) pour ^==j. — Prouvons les théorèmes 4 a,
4 b et 4 c qu'énonce le n° 14.

PREUVE DU THÉORÈME 4 a quand

(66.1) o^=.p\ +. . .4- qi<^ m — i — ( ^ / 2 ) (^ si : / pair et K négatif).

Notons r==m-q^—. . .—qr, on a, vu (i) , (10.3), (10.6), (10.7) et (63.2) :

()pi+...+qi r ^yi+---+^/7*f? v}~}

(66-2) à^...ôyrE{x-y)=^•••^ ^•••tr }
( 2 1 ) (f-i 'n) Peut êtr».; remplacé par (61-"1^, 6iq) : c'est changer de coordonnées locales

sur 4*.
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^yi+.-.+y/^y*
ou ^' . . . c/;1 ^ ^ ^ ^ ^ d^ 1\. . . /\ d'à est uniformisable, vu les propo-

sitions 5.2 et 13.1; ^...^g^__^ est homogène en , de degré

— / î = ^ i + . . . + ^ — / n ; en appliquant (11.9) à ^ [ . . .L on obtient
donc (1^.5).

PREUVE DU THÉORÈME ^a quand (66.1) n'a pas lieu. - Soit un entier
p > ( l / ï ) — m + i ; construisons un polynôme homogène b ( ^ ) de degré ̂ /^
tel que b ( - n ) ^ { y , Y ] ) soit hyperbolique : c'est aisé en le choisissant produit
de polynômes do second degré; mettons-le sous la forme

^(t)=^^(E)c,(E),
;

les bi et Ci étant des polynômes homogènes, les bi de degré/?. Vu (12.4)
et (10.3), nous avons

'"-'•'^•(ÉHïi^^
r*.

où ^ ^m ^Eo A • • • A du est uniformisable, vu la proposition 13.1 ; cl U^ est

homogène en £ de degré —n=—m—p; d'après (11.9),

^[...]=0[|^-j[—^];

d'où le théorème h'a.

PREUVE DU THÉORÈME U. — Appliquons la formule (11.10) au deuxième
membre de (66.2), où n == m — p , — . . . — ^, en notant ceci : la défini-
tion (13. i ) de LJ*(^, y ) donne, pour E.j petit :

n^> \ (—E.j)7"
"^^^-T^^^--"

donc
( __ Ï y \//!—/•

'̂̂ ^(J-;;^,;^-,

^./ ^ ^o A • • • A d\i est uniformisé par la projection polynomiale. Il vient

()?!-+-...+qi

^"^'^'•^
= p \ y. ^ ^•+•••+f// (-W'1-'- 1

L ' 1 '< ^•...^7' (m-r)\ff(y,'i) |

4-0( l.ï—j'l"-^);
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p = p ( / , n) est défini par (11. n) ; enfin

À.p. ^ ^+...+^ (-E.J)— i ̂  j^-^ r i ]
L 1 ' " '/ ày^ ' • • ày]1 ( m - r ) \ g { y , £) J àx^ . . . ̂  ' L0^ 0 J ?

d'où le théorème h'b.

PREUVE DU THÉORÈME kc. — Calculons E — E Ï en remplaçant : E par son
expression (12.4); G par sa définition (10. i ) ; E^ par sa définition (1^.3);
puis, dans cette dernière définit ion, OT par son expression ( ^ . i ) ; enfin

- — — p a r son expression (13.9). On obtient une intégrale portant sur la
7-7 (î, Yi)

fonction (13.18); vu la proposition 13.2, elle s'interprète comme suil :

E{œ, y ) - E._ (^ j) = .G[f^ j)],

où fm(^ y ) est une fonction, homogène en Ç de degré — /n, que la projec-
tion caractéristique uniformise et qui s'annule deux fois pour ̂ .y === o.

Pour tout entier o ̂  r «< m définissons une fonction y / - (E , y ) par les
conditions :

— -y-fr(^ ^^/r+l^j); / / • ( ^ j ) = = 0 pOUr £..J=0.
^o

Supposons

o ̂ p\ -\-. . . 4- qi <^ m — //2 (^ si : / pair et K négatif).

Choisissons r=m-\- i —q^ —. . . —qi\ on a, vu (10.3), (10.6) et (10.7) :

^i-+-...-+-7z r /^7i+...+7/ f f ï v^ n^•^ 4-^ ̂ ^-^^•^ • •^ ^.^y[
où

^/l +. . .+<// /•

Eî 1 . . . ̂  ———-^ ^o A ... A ^^
^j^ . . . ù y [ 1

( ) f / l — • • • + f / l f ^
est uniformisable; ^1. . . c?1—————— est homogène en £ de degré

— n =pi -\- . . . + qi — m — i et s 'annule pour ^ .y == o. En appliquant (11. g)
au second membre de (66.3), on obtient le théorème ^c.

CHAPITRE 9. — Exemple : Li solution élémentaire
de l'opérateur de Tricomi.

L'opérateur de Tricomi est un exemple extrêmement simple d'opérateur
différentiel dont la solution élémentaire E n'est pas donnée par la transfor-
mation de Laplace classique, mais est donnée explicitement par la transfor-
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mation f. Nous allons traiter cet exemple que TRICOMI [11], WEINSTEIN, [12],
GERMAIN et BADER [6] ont déjà étudié; nous obtiendrons deux nouvelles
expressions de E assez simples, puis une expression équivalente à celle
de GERMAIN et BADER.

67. Expression de J^par une période d5intégrale abélienne de première
espèce de cubique. — L'opérateur de Tricomi est l'opérateur à deux
variables et d'ordre 2 :

'"••' -(.^)'+(^••\ ux^ j \ ux^_ y

nous l'étudions dans le demi-plan X.^<^Q où il est hyperbolique; nous ne
faisons pas l'hypothèse ( 9 . i ) ; nous nous proposons donc de construire les
quatre solutions élémentaires E{^x^ y ) de cet opérateur sur les supports
desquels, près de y , on a respectivement

(67.2) ri<-^i, ^i<jjî y-i<^-i, ^-2<J-

Vu le théorème 6, E==E^-, dans la définition (U.3) de E^_ on a

l=,n=., ^i/D^^^=^
y D(-n^ ..., Y Î / )

vu (13.22); donc

(67.3) E(œ,y)=—— ( ' - O T .
4^J/, d^.x

E désigne la projection caractéristique; c'est la solution du système (13.20) :

di^—î^dt, d^==o, dÏ.=—c}dt

définie par les données initiales :

EO== —— y î - l j l——^2^25 El=^lî ^2 :=yî2•

Nous pouvons prendre 7}i==i; d'où E.i == i ; £.2 et Tîs seront désormais
notés £ et 75 ; il vient

Eo= - (r) — Q'-1' — ^ ̂  —j, — riy^ ^= -/î — t.

Remplaçons nos deux variables indépendantes (^, Y}) par (£, y?) , puisque
'i=fî — t\ les équations de

^: E(^ , r î , r ) .^-==o; j*: ^==0; ^: ^==^(j, Yî ) ==o

deviennent

^ : ^3 + E^2 + ̂ i — 9 ^î3 — ^îj2 — y\ -=- o ;

y : ^ = Yî ;

^•*: E=:Y1, r^+j2=:0.
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Dans les deux premiers cas (67.2) , on a, va la définition (3.3) de TS .

TS = — dt A dr\ = d\ 1\ dr] ;

dans les deux autres, puisqu'il faudrait permuter les deux coordonnées pour
obtenir (9 . i ) , on doit prendre

TS= — d^l\ dr\\

en portant ces expressions de CT dans (67.3), où 'i.x est le premier membre
de l'équation de ^, on obtient

<^> ^•^ùd.^-^ù.f^
on a le signe 4- dans les deux premiers cas (67.2), le signe — dans les deux
derniers ;

h est une classe d'homologie de 'x\ la proposition 8.2 en donne la défi-
nition suivante, quand x est voisin de y .

Y se décompose en y* et en la conique Ç'2^- ETÎ+ rf--\- 3y^== o, dont
l'intersection par y * est ^*; §•* se compose de deux points :

E=Y}==^——J2, £==Y}= —— V/'——J^ (y2<0, \J——yî>o)\

traçons, autour de chacun d'eux, dans la droite complexe y*, un petit cercle,
ayant l'orientation positive; quand oc est voisin de y^ la partie de ^c voisine
de y*—^*, contient des cycles voisins de l'un ou l'autre de ces petits
cercles; soit ^ i (^) ou h^(^c) leur classe d'homologie; d'après la propo-
sition 8.2 et la formule (31. i ), où ^1==^^ et YÎ.^/YÎI ^> o, on doit prendre
dans (67.4) :

h = — hi ( 'x ) 4- A-2 ( ̂  ).

Nous pouvons convenir que le plan (^., Y ] ' ) est projectif : y * est une droite
projective; les deux petits cercles tracés dans j * — g " sont alors homologues
dans y*—^*; 'x est une cubique projeclive plane, dans laquelle hy + /<2==o;
la formule (67.4) s'écrit donc

(67-5) ^'^=±^^-
Explicitons la définition de Ai : d'une part la transformation de (£, fj) en

son imaginaire conjugué transforme évidemment Ai en — Ai; d'autre part, si
l'on donne à Re^ une orientation variant continûment avec (^,j) et qui
est, pour jp, celle de la figure 3 et si l'on nomme Ao la classe d'homologie
de Re^ ainsi orienté {jïg- 4 et 5), alors, on a (voir//^. 6)

^/(Ao, Ai) =2,
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Fig. 4- — Orientation de Rex

Fig. 5. — Orientation de Reî

- r, ..

Rey
•V^Xn /-a:2 ^ ,/?e- H e y y

Fig. 6. — La figure représente : la droite complexe y*^ qui est l'une des compo-

santes de^ ; les points doubles ± \/— x^ de^; le cycle Re^e/^; un cycle Y i € A i . Ces
cycles se coupent en deux points d'indices + i ; donc KI{h^ h^}=2.
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car cet indice de Kronecker a cette valeur pour x-=y, les points doubles
étant retranchés de T\

Ces deux propriétés caractérisent la classe Ai, puisque ^ a la topologie
du tore, d'après la théorie des fonctions elliptiques. Celte théorie para-
métrise "c par son intégrale abélienne de première espèce

F dif̂  4-- y.. •

Fig. 7 : K { y ) .

'c et YÎ sont, sur ^-, deux fonctions de u ayant toutes deux, deux périodes :
2C»)i et 2(jL^.

Si Re^1 a deux composantes connexes^ alors on peut prendre c»)i réel
et ÛL^ imaginaire pur, Re.^ étant l'image des deux segments ( o , 2 c « J i )
et ( û û 2 , 2^1 4- c>L>2) ; la classe du cycle de ^-qui est l'image du segment ( o . a c » ) ^ ) ,
convenablement orienté, a les propriétés qui caractérisent Aj ; donc,

/-*2 (jOg

( 6 7 6 ) E{x, Y)=±-s—. du=±^..
^ n i j , T:I

Si Re^- est connexe^ alors on peut prendre coi et GJ.^ imaginaires conjugués,
ï\ex étant l ' image du segment (o, 2 <jL)i + 2 û^ ) ; la classe du cycle de ^ qui
est l'image du segment ( 2 û û i , 2^.2), convenablement orienté, a les propriétés
qui caractérisent Ai ; d'où

^2Ct>2

(67.7) ^,^±^^^±(•)^.

Nous énoncerons comme sui t les deux formules (67.6) et 67.7) :

PROPOSITION 67. — E{x^ y ) est une fonction^ valant

(67.8) E(x,y)=± -s-. (̂  d^ si^çê+(j); == o sinon.
2 7T /. ^y /i" —|— J .̂̂
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(p . . . est la plus petite période imaginaire pure de l'intégrale abélienne

de première espèce ^ —^—^—de la cubique plane projectile

oS^ E^24-^i=: 3 T^+ïî^-hjl.

iNoTE. — œç.K(y) quand ^ a un point double; il en résulte aisément
que K ( y ) se compose de quatre arcs d'équations respectives :

(67.9) /(^)=/(j), m(^)=m(y), l(x) = m(y), m(^)=l(y)

ou

(67. io) l { x ) ==3^i -h 2 (— x^Y, m(x) z= 3.2-1— 2(—^) i .

Ces arcs décomposent X en quatre domaines d'adhérences A, A ' , B^ B1 :
voir la figure 7 ; E désigne donc l'une des quatre solutions élémentaires
ayant pour support, près de j : A, A, B, B\ On peut montrer que les deux
premières sont <o les deux autres > o, ce qui précise le signe figurant
dans (67.8).

68. Expression de E par une période d'intégrale elliptique de première
espèce. — Explicitons la proposition 67 en réduisant la cubique ^ à sa
forme canonique : on la coupe par une droite variable, qui passe par un
point fixe de 'x, qui dépend d'un paramètre t et qui touche ^ quand t == oo ;
on emploie ce paramètre t sur t.

Pour obtenir une tangente à ^, il suffit de mettre son équation sous la
forme

^ : (E—yi ) (^4-E ï î -h r î 2 ) 4-3E^,—3y} j2+3(^—ji)=o;

on voit que ^ a l'asymptote ^ = 73, qui la recoupe au point

S — y î = = E ^ 2 — ^ j 2 + ^ i — j i = = o .

Nous pouvons donc définir t sur ?c par l'équation

(68.1) Ci-rî) (<-4-^2+j2)=3^2-3yîj ,+3(^-j,)

qui, portée dans celle de ?c donne

(68.2) <4-.a?24-72+S2+hî+Y î2 :=o•

Définissons sur ?c une seconde fonction s^ telle que

(68.3) dî, __ dr] __ dt
^ +72 ~~ S2 + ̂ 2 ~ S ?
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un calcul aisé donne

(68.4) s=(t-y,)'^ (t-^_) ï î .

Éliminons ^ et r} entre (68. i), (68.2) et (68.4) : dans l'identité :

(68.5) 3 [ a Ç + ( 3 Y î p + [ ( a — 2 , 3 ) ; + ( 2 a - - Q ) y ? p

^ (^—a^-hp 2 ) . (^4-^+y^^

prenons

a = ^ — r 2 , p = = ^ — ^ ;

d'après (68.4) :

a;+i3yîr=:À';

d'après (68.1) :

(a-2 ;3)S4- (2a- (3)Y}==3(7, -^ ) ;

d'après (68.2),

(a2-a(3+ (S2) (^+^+^)
::=— (^+./^24-y27.2) (t^-^x^jy.,) (^4-^,+j,),

où

y2 4-7+1=0;

en portant ces trois relations dans (68.5) nous obtenons

(68.6) 3^+9(^-j,)2

=—4(^+^+j2) (^+y^4-y2j,) (t-^J^^J^).

En portant (68.6) et (68.3) dans la proposition 67, on obtient la

PROPOSITION 68. — La solution élémentaire E(x, y ) de l'opérateur de
Tricomi (67. i ) est une fonction^ valant

(68.7) E(^^)=±^ F^ -^ pour ^€<^(j);
TT JT \P{t)

T est la plus grande racine réelle du polynôme (où y2 -+- / + t == o)

P(^)==4(^4-^-i-"j2) (^-^^4-./2J2) (^+7^2+772) 4-9(^1 -Ji)^

=4^— i2^j2^+4(^^+7l;) +9 (^1— ji)-2,

0/1 a ê+(j)==:^4, o6z A^ OM ^, o^ ̂ ; dans les deux premiers cas on prend
le signe —, dans les deux autres 4-.

Conformément au théorème 3, l'expression de E(x^ y ) se simplifie pour
xç.K^.{y) : un Galcul de résidu immédiat montre que (68.7) vaut

(68.8) E^,y)=±̂  (^J^)4-

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. l. 13
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sur la partie de K^(y) vérifiant / ( ^ ) = = / ( r ) ou m ( ^ ) = = m ( j ) ; la partie
de K^ vérifiant l{x) =zm(y) ou m(x) == /(j), quand elle existe, est le sup-
port d'une singularité logarithmique de E.

Conformément au théorème 5, (68.7) permet le prolongement analytique
de E{x, y ) aux valeurs complexes de x et y; en adaptant le chemin d'inté-
gration, on voit que ce prolongement est possible quels que soient x et y
complexes.

69. Expression de E par une fonction hypergéométrique. — Faisons
dans l'intégrale (68.7) le changement de variables ;

t=\lx._y^t\

il vient

V ^ . - ^ f dt'/r(^v)=±^(^,j,)^ f
tï J T'" " " ' Jr ^P'(t')

T' étant la plus grande racine réelle du polynôme :

P' ( t ' ) ==4^— i2^+ 8z,

où

,^ ^(xj^-y^) 4 -9 (^1— y,Y
"~~ 8(^2J•2):V2

ainsi (^Ja)4 E^x^ y ) est une fonction de la seule variable z-, déterminons
cette fonction : elle vérifie une équation différentielle ordinaire, linéaire, du
second ordre,\ puisque l'opérateur de Tricomi annule E\ en employant les
variables l ( x ) et m(œ) que (67.12) a définies, cela s^écrit :

(69.,) \ ( l - m ) — — — - I ( à - à \ \ E = . o .v / |_ ' ôlàm b\àl àm]\

Des calculs aisés donnent

z-^i _ l ( x ) — l ( y ) m(œ) — m(y)
z — ï !(^) — m (y) m (œ) — l { y )

^_,^ [ l ( ^ ) - m ( y ) ] [ m ( ^ ) - l ( y ) ] ^

S^jo^

donc :
_ j _

^ f.\ î { ^\ __ m ( i/V1 \ J ( v \ _ y>î ( ^\'\\ 6E(œ, y) =--± {4 [ / ( ^ ) - m(y)} [ l ( y ) - m (œ)}}

^ p \ l W - l ( y ) m(œ)-m(y)^
\_l(x)-m(y) m ( x ) - l ( y ) y
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où, vu (68.8) F[o]=i ; et enfin, en portant cette expression dans (69. i , )
l'équation hypergéométrique :

(«,.,, «<,-.,)^(,_^ad_^,
qui prouve que F[u} est la fonction hjpergéométrique

F^ s".")-
Donc

PROPOSITION 69. — La solution élémentaire E(œ, y ) de l'opérateur de
Tricomi est une fonction, valant pour x ç. ô^_ ( y ) :

E{x, j)=±.;4[/(^) - m ( y ) ] [ l ( y ) -w(^)] j '4

X F (1-, -1 , i • /(•r) —^J) ^(^) — m(y)\
^ 6 ' ' / (^ ) -m( j ) m(^)- / ( j )^

^(a, b, c; u) désigne la fonction hypergéométrique :

V a (a + i) . . . (a-\- n) b(b -^-i) . . . (^ + n)

^ (^4-i) ! c(c+i) ... (6-+ / î ) ^ + 1 '
/(^O

Des formules de Steiner et Kummer montrent l'équivalence de cette

expression de E et de celle de GERMAIN et BADER ([6], p. 7, ( i 3 ) ) .
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