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UN THEOREME SUR LES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES A COEFFICIENTS CONSTANTS
DEPENDANT DE PARAMETRES;

PAR

Frangois TREVES (*).

Il a été démontré, dans [5], que si P(¢, D) est un opérateur différentiel
a coefficients constants sur R* dépendant de facon C* d’un paramétre ¢
(point variable d’une variété C* V') (') et que si, pour deux valeurs quel-
conques ¢y, ¢y du paramétre, P (¢, D) et P(v,, D) sont également forts,
alors il existe une distribution £/(¢) sur R?, dépendant de ¢, telle que 'opé-
rateur de convolution Z'(¢) % soit une fonction C” de ¢ a valeurs dans
£(L2; L) (?) et que, pour chaque veV, P(v, D) E(v)=20 (*). Ce
résultat pose tout naturellement la question de sa réciproque : en supposant
toujours que P (¢, D) dépende de facon C* de ¢ et qu'il existe £'(v) avec
les propriétés ci-dessus, peut-on en conclure que les polynémes différen-
tiels P (¢, D) sont équivalents?

Pour que cetle question soit raisonnable, il faut bien entendu supposer
la variété V connexe. Méme dans ce cas, la réponse est négative si 'on
n’impose pas & P (v, D) des conditions supplémentaires. Nous avons en effet
montré dans [6] (p. 34-37) que 'opérateur différentiel ordinaire

d Ldrd
— ) = R —
P<t’ dx>_e de T dw b

(*) L’auteur est un Fellow of the Sloan Foundation.

(') Ceci signifie en particulier que ordre de P (v, D) reste borné lorsque ¢ varie dans
un compact de V.

(2) L? : espaces des fonctions de carré sommable sur R (pour la mesure de Lebesgue)
4 support compact;

L2, : espaces des fonctions localement de carré sommable sur R";

£ (L%; LY,) : espace des opérateurs linéaires continus de L2 dans L}, (muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les bornés de L?2).

(%) 6 est la mesure de Dirac : E(¢) est donc une solution élémentaire de P(v, D).
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ou ¢ varie dans la variété avec bord [o, 1], a une solution élémentaire F(t)

qui est une fonction C” de ¢ & valeurs dans £ (L2; L2,). Or P<o, %) n'est

’ . d
pas aussi fort que P<t, 3_> pour £ = o.
x
Ce genre d’exemple nous a conduit & poser la définition suivante :

DervitioN 1. — Nous dirons que P (v, D) est de type analytique sur V
si toute combinaison linéaire des coefficients de P(v, D) qui a un zéro
d’ordre infini en un point de V, est nulle dans V entiére.

Le théoréme principal qui va étre démontré dans ce qui suit peut alors
s'énoncer ainsi :

TutoriMe 1. — Supposons que P (v, D) dépende de facon C* de veV,
que la variété V soit connexe et que P(v, D) soit de 1ype analytique sur V.

S'il existe une distribution E(v) dépendant de v telle que v — E(v) %
soit une fonction C* de v a valeurs dans £(LZ; Li,.) et telle que,
pour chaque veV, P(v, D) E(v)=20, alors les polynomes différentiels
sur R* P (v, D) sont également forts lorsque v parcourt V.

Nous allons aussi montrer que ce résultat est équivalent & celui énoncé
ci-dessous, apparemment plus fort. Nous rappelons que Hj,. est 'espace des
distributions 7" sur R” telles que, pour toute o€y (i. e. C” et a support
compact), la transformée de Fourier (9 7)" (£) de ¢ T soit de carré sommable
pour la mesure

(r+1¢

s dz (s réel quelconque) (*).

Derixition 2. — Un espace de distributions & sera dit un espace de
distributions d’ordre fini s'il existe un réel s tel que F soit plongé conti-
niment dans H,..

Le résultat auquel nous faisons allusion ci-dessus est alors le suivant :

TaiorEME 1. — Mémes hypothéses sur V et P(v, D) que dans le théoréme 1.

Sl existe une fonction C*, v— FE(v), a valeurs dans un espace de
distributions d’ordre fini sur R telle que, pour toutv € V, P(¢v, DYE (v) =3,
les P(v, D) sont également forts. .

Ce résultat a été démontré dans [ 6] sous hypothése supplémentaire que
les P (¢, D) soient hypoelliptiques.

(%) Hij,. est muni de la topologie définie par les semi-normes
~ 2\ 1/
7o ( farrzpr i pa)’

© parcourant 'espace C§ des fonctions C* a support compact.
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Dorénavant la variété V sera supposée connexe. Comme il suffit de prouver
le résultat localement par rapport d ¢, nous pouvons aussi supposer que V'
est dénombrable a I'infini (et séparée !).

1. Utilisation du fait que P (¢, D) est de type analytique. — Le fait
que P (¢, D) soit de type analytique sur V est équivalent & la propriété
suivante :

Pour tout vs€ V, il existe une famille finie d’opérateurs différentiels

(Dy); (j=1, ..., r) sur V et une famille équipotente de fonctions
complexes { @;(¢)} (=1, ..., r') sur V tels qu’on ait, pour tout v€ V,
(1) Py, D):Za,-(v) [(Dy); P (¢, D)]oms,-

j=1

Notre assertion est un cas particulier du lemme 2.% de [6] (p. 40).
Prenant ¢, arbitraire, il nous suffira de prouver que les polyndmes diffé-
rentiels [(D,); P (¢, D)],—,, sont plus faibles que P(v,, D), puisque ceci
entraine trivialement que P (v, D) est plus faible que P (¢,, D) pour
tout v€ V. Mais tout opérateur différentiel D, sur V' peut se mettre loca-
lement sous la forme
7
Du:Zgi(V) (Li)k,
i=1
ou les g; sont des fonctions C” de ¢ et les L; des champs C” de dérivations
sur V ([6], lemme 2.6, p. 47). Il suffira donc de démontrer que si L est un
champ C~ de dérivations sur V, alors pour tout k=1, 2, ...,

[LkP(V7 D)],,:,,ojp(vo, D)

(= signifie « plus faible que »). En utilisant un morceau de variété intégrale
de dimension 1, v =¢(t), de L passant par ¢, [en supposant que ¢ est un
paramétre réel et que ¢(o) =v,], il nous faut donc montrer que pour
tout k=1, 2, ...,

[<%>kp("(t)v D)]tzojP(v(o), D).

Nous sommes ainsi ramenés a la situation suivante : On donne un polynéme
différentiel P (¢, D,) sur R} dont les coefficients sont des fonctions C* d’un
paramétre réel ¢, Remarquer que lorsque k=o, 1, 2, ..., les polynémes

différentiels
d \*
[<a~t> P (e, Dgc):ll:0
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engendrent un espace vectoriel de dimension finie (simplement parce que ces
polyndmes différentiels sont tous d’ordre inférieur 4 un certain entier).

Nous faisons d’autre part ’hypothése qu’il existe une distribution E (¢)
sur R dépendant de t€R telle que :

1° ¢t — E(t) % soit une fonction C* de ¢ 3 valeurs dans £ (L2; L2,);
2° pour tout ¢ réel,

(2) P(t, D) E() = d..

2. L’algébre L. — Pour simplifier nous poserons, pour A =o, 1, 2, ...

() ronn]. Al o]

En différentiant par rapport a ¢1’équation (2), on obtient, pour j =1, 2, ...

J
I I
(3)/ Z/.—’——_——(‘/w—/\“)‘PkE/H/\:O

=0

>

Drailleurs, pour ¢ = o, I'équation (2) donne

(3) P E,— 6.

Nous poserons pour /=1, 2, ...,
1

71 P6+IE/7

Xi:jl!P{)'"‘P,-, Y,—

et .Y ,—=¥,= 0. En multipliant I’équation (3); (/1) par P}, compte tenu
de (3),, il vient

J
(4)/ > Y=o
k=0

Noter que A est un opérateur différentiel (nous devrions donc plutét
écrire X,—1 que X;=20) et que ¥;_; est une distribution. En fait nous
allons voir que les ¥'; eux-mémes « sont » des polynémes différentiels, c’est-
a-dire des distributions de support a I'origine.

Appelons @ l'algébre commutative engendrée par Xy, Ay, ..., X .05
nous noterons multiplicativement le produit dans @. Les éléments de & sont
des opérateurs différentiels a coefficients constants sur R*. Posons provisoi-
rement, pour j =1, 2, ...,

X=— X3

(ainsi A7} est une distribution de support a I'origine).
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Ainsi I'équation (4); peut s’écrire

j—1
’ Y !
(5)] Yi“/Y/:Z/I/k* Yj‘k.
k=1
Ceci montre que les ¥'; sont des polyndmes de convolution enles X, ..., A.

Ceci est vrai pour j =1 puisque ¥, =17 et la formule (5); le montre par
récurrence sur j. Ainsi les ¥'; sont des distributions de support & l'origine;
nous noterons encore ¥; le polynéme différentiel défini par ¥;. Nous venons
de voir que les ¥; sont des polynémes en les X7, c’est-a-dire ¥, € . Nous
interpréterons désormais les produits X ¥';_; dans les équations (4); comme
des produits dans &. Et nous avons ¥y—= X ,=1 (unité de ).

3. Comparaison des polynoémes différentiels. — Si P (%), £ = (£, .
est un polyndéme a r variables a coefficients complexes, on pose

P = <2 O
4 /

ou p varie dans /¥*, c’est-a-dire dans 'ensemble des multi-indices (py, ..., pn)
(p; : entier > 0), et ou

P (2) = <({_1>p e (%)pnl’(i%

On dit que le polynéme différentiel P (D) est plus fort qu'un autre poly-
néme différentiel Q (D) s’il existe une constante C <+ o telle que
@(z)éCﬁ(i) pour tout f€R”* (*). On remarquera, en particulier, que
tout P7)(D) est plus faible que P (D). Les faits suivants sont équivalents :

a. Q(D) est plus faible que P(D);

L) g")a

b. pour un certain (ou pour tout) ouvert borné non vide QcR”, pour
toute fonction C” ¢ a support (compact) contenu dans £2,

1Q(D) ¢l Cal| P(D) ¢l (%),

ou Cq <<+ ne dépend pas de ¢.
Pour ces résultats, voir [2].

Lemme 4. — Soit v un entier > 0. Il existe ¢ > o tel que, pour tout : € R*,

P (5) <[P <L P (2).

1

(®) P (D) s’obtient a partir du polynéme P (%) en substituant diz
2Ty —1 j

AL (ZjZn).

(°) Il Il est la norme de L2,
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La premiére inégalité est une conséquence triviale de la formule de Leibniz.

Pour prouver la seconde, posons Q(£) =[#(£)]*". On a

(6) [QE) PGy 2 [LPE) [Pue [ PP (2) I
PisessPas

Soit ¢ € C5 ; appelons § sa transformée de Fourier :

2@ =[ermtoo (@) da.

2

Multiplions les deux membres de (6) par |& (%) |*, et appliquons le théo-

réme de Plancherel :

1Q(D) ol Cy Y, || PPi(D).... P+ (D) gt

Psee,Pev

Supposons que ¢ garde son support dans un ouvert borné (non vide) .
Puisque les P») (D) sont plus faibles que P (D), on obtient

QD)o |li:=Coo|| P(D)* ¢ s,
ce qui implique
Q) =0 (),  C<+o.

Mais en vertu de la premiére inégalité de I’énoncé, Py =Zc P )7,
d’ou le lemme.

CoroLLalRE. — Soient P, Q, deux polynomes sur R*, ., v deux entiers
> o. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) P(D)w est plus fort que Q (D)”;

(&) 1l existe C <+ telle, que pour tout £ €R"”,

(G T=clPel
Remarquer qu’il existe un nombre @ >o tel que, pour tout {€R",

P()>a, @(5) > a. Supposons que, pour tout ¢ > o, il existe C:<<—+ o0

telle que . .
O0¢)=ZC[PE)]™, teRm

C’est une conséquence facile du théoréme de Seidenberg-Tarski (voir [3],
théoréme 3.2) qu’alors il existe C <<+ o telle que G(E)éCﬁ(E) pour
tout £€R”. D’ou, en combinant avec le corollaire du lemme 1, le résultat
suivant :

Lemme 2. — Soient P (D), Q(D) deux polynomes différentiels sur R".
Soient deux suites strictement croissantes d'entiers positifs { i},
fuwel(h=1, 2, ...) telles que vi/pr—1 lorsque k —co.

St pour tout k, Q (D) est plus faible que P (D)%, alors Q(D) est plus
Jfaible que P (D).
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Si F est une distribution telle que l'opérateur de convolution F 4
applique L dans L}, et si
Q(D)o=F % P(D)o,
il est facile de voir que Q (D) est plus faible que P (D). Supposons en par-
ticulier que P (D) posséde une solution élémentaire £ telle que

Q(D)E % L c L.,

Q(D)o=(Q(D)E) % P(D)3a,
et donc Q (D)< P(D) (<X : plus faible que) :

Lemve 3. — Soient P (D), Q(D), R(D) trois polynomes différentiels
sur R*, non nuls. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) P(D)»=Q(D);

(it) R(D)P(D) = R(D)Q(D).

Que (i) implique (ii) découle trivialement de 1'équivalence de («) et de
(b) (début du paragraphe 3). Prouvons (ii)= (i).

Il existe (7) une solution élémentaire G de P(D)R(D) telle que
S(D)G % Li c Li,. pour tout S(.D) plus faible que P(D)R(D). En par-
ticulier,

(7) Q(D)R(D)G % L C L.

alors

Mais R(D) G est une solution élémentaire de P (D). D’aprés ce que nous
venons de voir, ceci, joint a (7), implique (1).

k. La fonction ¢. — Nous définissons la fonction suivante, sur 'ensemble
des polynomes différentiels sur R” : si Q( D) estun tel polynéme différentiel,
et s'il existe un entier v tel que Q(D) =< P (o, D)’ [pour P(o, D), voir fin
du paragraphe 1], alors ¢ (Q (D)) est le plus petit v ayant cette propriété.
S’il n’existe aucun v ayant cette propriété, nous poserons ¢ (Q (D)) = -+ c.

La fonction ¢ a les propriétés suivantes :

(®,) SiQ(D):zQi(D), alors

2(Q(D)) = sup o(Qu(D)).

(@) 9(Q(D) R, D)) =¢(Q(D)) + ¢(L(D)).
(®;) ¢(P(o(D)") <.

(®,) SiQ(D)o=F % R(D)J, avec F % L?c L}y, alors
9 (Q(D)) =9 (R(D)).

La preuve est immédiate.

(") Voir [4].
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Dorénavant nous considérerons la restriction de la fonction ¢ & I'algébre .
Notons d’abord que

o(¥;)ZLj+1 pour j=u, 2, ..

)

et que ¢(F¥,)=o0. Ceci découle de notre hypothése que, pour tout j,
E/' * L(Q C Ll‘-:)c'
LemMe b, — Pour tout Aed, o(A) <<—+oo0.

Il suffit de prouver que ¢ (X ;) <-+o pour tout ;. Mais o(X,)=o0 et
o(X1) =9 (F,) L2. Pour j> 2, on remarque que

—1
X,:—ZXkY,_k,
k=0

d’ou, en vertu de (®,) et (B,),
o(d)= sup [o(dd)+o(Fm)]:

Le résulat intermédiaire crucial, dans la démonstration du théoréme 1, est
alors le suivant :

LemMe 5. — Il existe un entier m 1 tel que, pour tout j—o, 1, ... et
toutv=o, 1, ..., on ait

o(X}) Zvj+m.

Ce lemme 5 sera une conséquence du résultat apparemment plus général
sulvant :

Lemme 6. — 1l existe un entier m>x1 tel que pour tout entier v et tout
couple de systéemes d'entiers >0 (r'y, «. ., 'vam), (81, -+, 8y), on ait

V-imn v
- . O
o(Y,...Y,. X .. 4X,) éZr/+>_‘sk+ m.
=1 k=1
On passe du lemme 6 au lemme 5 en prenant ry—...=r,,,=—o0. La

preuve du lemme 6 est renvoyée en appendice & cause de son caractére
technique (3). Elle est basée sur les propriétés (@), ..., (®,) de la fonc-
tion @, sur les relations (4); :

7
(4)/ E/Fkyi_k—_—o,

k=o

(8) La démonstration du lemme 6 est calquée sur celle du lemme 2.5 de [6]. Nous Ila
redonnons cependant intégralement, pour les raisons suivantes : le lemme 6 est le plus
important point d’appui de la preuve du théoréme 1; sa démonstration simplifie et corrige
celle du lemme 2.5 de [6].
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sur le fait que o(FVy) =1, o(V;)Zj+41 (j=1, 2, ...), el enfin sur le
fait que les P, (j==o0, 1, 2, ...) engendrent un espace vectoriel de dimen-
sion finie.

5. Fin de la preuve du théoréme 1. — En vertu du lemme 5, on voit

que pour tout v =1, 2, ...,

(P Py R Pipn = (P{yrem (j=1,9, ...).
En vertu du lemme 2, on en conclut que
P PP,

d’ou en vertu du lemme 3,
PPy, . Q. F. D.

6. Preuve du théoréme 1'. — Socit A, — <~0— ST ~()— ’ le lapla-
d{L‘l da,

cien sur R”. Quels que soient le réel s et I'entier ¢,
T—(—A)T

est une application linéaire continue de M7 sur Hf,.. Comme Uespace C7
des fonctions C* sur V7, muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact de la fonction et de ses dérivées, est un espace de I'réchet
nucléaire et que les Hf,, sont des espaces de Fréchet, il résulte d’un théo-
réme général de Grothendieck que (1 — A,)7 applique C7 (/{27 sur
Cs (Hiy) (%) (voir [1]).

Supposons alors que L/'(¢), solution élémentaire de £ (v, D), soil une
fonction € de ¢ & valeurs dans un espace de distributions d’ordre f(ini F.
Il existe un réel s tel que Fc H, (plongement continu). Alors [7(¢) est
a fortior: dans C7 (Hf, ). D’aprés ce que nous venons de dire, il existe
F(0)e Cy (H?7) telle que

(1 —AL)TF (v) =E(v).
Choisissons I’entier ¢ assez grand pour que f— f % applique contindiment

Ht?7 dans 2 (L2; LY, ), choix qui est toujours possible. Alors /'(¢) est une
fonction C= de ¢ & valeurs dans £ (L2; L{.). En outre

(1 — A7 P(e, D) F(9)=29.
En vertu du théoréme 1, les polyndmes différentiels (1 — A,)7 P (v, D.)

doivent étre également forts. Du lemme 3 découle alors que les P (v, D,.)
doivent étre également forts.

(°) Cy (H,.) est Pespace des fonctions C* de v€V 4 valeurs dans Hj,,.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAsc. 4. 34



482 F. TREVES.

7. Un corollaire du théoreme 1'. — Supposons, pour terminer, que la
variété 1 soit une variété analytique complexe et que les coefficients des
polyndmes différentiels P (¢, D) soient des fonctions holomorphes de v € V.
Dans ce cas les (¢, D) sont certainement de type analytique. Utilisons alors
la remarque générale suivante : si une distribution % (¢) en € R" est une
fonction holomorphe de ¢ & valeurs dans @, et si c’est une fonction conlinue
de ¢ a valeurs dans un espace de distributions d’ordre fini &, alors, pour un
réel s tel que F C H},, (plongement continu), c’est une fonction holomorphe
de ¢ a valeurs dans #},. (et non plus seulement dans @,). Cela tient a ce
que I7},. est complel et que donc des intégrales du genre (1°) :

1 : E(o()
— dty...dg
(‘zlﬂ)djl;i—mlzn /[ (C1—z1>kl"'(cd—‘z’/)/{d ! &

Sa—zal=rq

qui, @ priori appartiennent simplement a @, en fait sont dans #{,,.

Si de plus £ (v) est, pour chaque ¢, une solution élémentaire de P (¢, D),
il résulte du théoréme 1’ que les P (¢, D,) doivent étre également forts.

APPENDICE :

Démonstration du lemme 6.

Par hypothése, I'espace vectoriel ¢ engendré par Py, Py, .... Py, ... est
de dimension finie. Il existe donc un entier p>> o0 tel que pour tlout
k=o, 1,2, ..., on puisse écrire

13
P"':Z P (¢} : nombres complexes).

J=0

Nous appellerons m, le plus petit entier \. ayant cette propriété. Si my;=o,
il o’y a rien 4 démontrer; nous supposerons donc m,>1. Nous poserons
alors m=m,+1.

Nous appellerons (A,) la propriété suivante :

(A,) Pour tout ensemble d’indices (ry, ..., ryam), (S1y ..., 8,), on a
V4m v
(Voo ¥V, Koo X)) éZr/+Zsk+ m.
j=1 k=1
(1°) d est la dimension complexe de V, 2z =1(3,, ..., 83), L = (&, ..., §;) sont des

points de CG¢; { > ¢({) est un homéomorphisme holomorphe d’un voisinage de o dans G4
sur un voisinage de ¢(0) dans V; ri, ..., r, sont des nombres > o petits,
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La conclusion du lemme est que (A,) estvraie pour tout v=o, 1, 2, ....
Nous faisons la convention que si v =0, X,,... X, —1. Il est clair que (A,)
est vérifiée :

(¥ ¥y, f_ch(y )/2(r,+1)

j=1
Nous introduirons la propriété, pour j=o0, 1, ..., m+v —2:
(AL) Pour tous rj s, ..., Iyom et LOUS Sy ..., Sy,
Y m
0 SHUPIED SRR 9F PRTRD 1 P Z ra—i—J—&—Zsrﬂ m.
a—jts

Lenve A 1. — (A,_,) implique (A]) pour tout j = m + v — 2.

Noter que (AY)=(A,_;). Ensuite récurrence sur j. On multiplie (4),
par ¥,,.,... ¥,  X... X, ce qui donne, en posant

Ivtm

D SEND SHUNIUD RN P PSR o

J
(A.1) 2& =

Supposons a =Zj — 1, et posons re s =/ — a et, sl & =] — 2,

Igpo™=—...=7T;141=0.
Alors
¢ Y"a«! 2 I/"“u‘ 3 ‘ If"v-{-m/]'/\'x /I/—-"z ct /I’SV'
Du fait de la récurrence,
V+m v
. . -
9(Ea) L (J—a) + 2« ry+a +233+ m,
h=j+2 5:2
soit
V4-m
0 (k) < Z 7',4+j+zsg+ m.
k=j+2 3—‘)

Ceci doit étre vrai aussi pour « = en vertu de (A.1).
Nous introduisons maintenant la propriété (pour j =1, ..., m):

(BY) Pour tous rj 4, « .., I'yam €t LOUS Sy « .oy Sy,
V-
cp(Y,.l.H...Y,.‘,_m IR ) It z ra+253—|—m
a=j+1
34,
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Lemve A2, — Si (A]) est vraie pour j=o, 1, ...,m-+v—a, alors (B])
est vraie pour j=1, ..., m.

Nous supposerons donc que (AJ) est vraie pour 0 = j = m + v — 2. Nous
commencerons par prouver (BJ'); nous prouverons ensuite (BJ) pour

1= j=m—1 par récurrence descendante sur j [et en nous appuyant encore
sur (AJ) pourj=o, 1, ..., m+v — 2].

Preuve pe (B"). — Posons

Lha=),. 1, Y A X, X

m+2 *

Pour « =~ m —1=m,, donc (« + 2) = m —+1, (A}) implique

v

(A'Q) (P(E,I“,O()é"+a+2(’1/<+m+3/;)+’na
k=2
Nous voulons démontrer ceci pour tout «. Or

mg

,1;:2 VPEiX; WeG,

j=o0
et donc
me
G a= E MNPy
j=0
d’ou

¢(Lna) = sup [9(&, ;) +a—y],

0ZjLm—1
ce qui entraine évidemment (A.2).

PrEuVE DE (BY) pour 1 =j ~=m —1. — Posons
Ny, 0 =— Y, Yr/-.H RN S /I/s, oo J'I/s,-

Nous voulons montrer que

V+m v
U
O (Npa) Z 1+ 2‘ P o —l—Zs[—Q— m.
k=j+2 =2

Pour r—=o, le résultat découle de la récurrence descendante sur j.
Pour a = j —1, le résultat est une conséquence de (AY). Nous raisonnerons
par récurrence (ascendante) sur r et a. Multiplions (4 ), par

g Vg Yeooo X

Pita® s L Pypm <t Sg e

Nous obtenons
r—+%

O
2‘ Nyt0—53,8 == O.
B=o0
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Pour B Za—1,0na

Y-+m v
(A.3) 9 (Nrsa—B,B) <7+ o+ 2 rk-i—zsﬁ—m,
k=j+2 k=2

en vertu de la récurrence sur a; on a (A.3) pour B> a + 1, en vertu de la
récurrence sur 7. D’ou (A.3) pour 8 —a.

Nous introduisons enfin les propriétés suivantes :

(Cy,n) Pour tous ryy ..., I'yim €t tous sy, ..., Sy,
V4+m v
Y
OWn¥po ¥y, Xy . X)) = +Zrk+2sl+ m.
k=2 =1
(é\.,h) Pour tous ry, ..., rym et tous sy, ..., Sy,

Y +-m v

O(¥n¥ro Vo Koo X)) Zht X rit Yy s14+m.

k=2 l=2
Lemme A.3. — Si (C,,x) est vraie pour k=o, ..., h—1, alors (Cy,n)
est vraie.

Il suffit de multiplier (4), par Y,,... Y
(CV,O)a sy (Cv,h—i)-

X ... X, et d’appliquer

Iv+m

LemMe A k. — Supposons vraies (C,,,) et (év,;,>. Alors (C,,3) est vraie.

Posons
o= Y, ... Y, XX, . .. X,
On a
V4-m v
(A.l) 9L )) Lh 1+ P et j+ X si+m
k=3 =2

pour r=o et tout j=o, 1, ..., en vertu de (Cyo); on a aussi (A.l)

pour j=—o et tout r, en vertu de (év,;l). Nous raisonnerons donc par
récurrence (ascendante) sur r et sur j. En multipliant (4),,; par

ryry... .r.,. Ax,. . .4%x,,
on obtient
r+j
2§r+/‘——a,a:0-
x=0
On a
V4+m v
(A.5) 9 (Grjmaa) Zh 41+ P ritj+ D5+ m

k=3 =2
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pour @ Zj —1 a cause de la récurrence sur ;y dans (A.%); on a (A.H)
pour o> ;-1 & cause de la récurrence sur r. D’ott (A.5) pour o = .

Lemye A.5. — (G, o) implique (Cy, 1) pour tout h=o, 1, ....
Il suffit de combiner le lemme A.3 et le lemme A ..

Fin de la preuve du lemme 6. — Comme (A,) est vraie, nous raisonnons
par récurrence sur v. En combinant le lemme A.1 et le lemme A.2, nous
voyons que (Ay_;) = (B}). Mais (B})=(C,,,). Donc, en vertu du lemme A.3,

(Av—y) = (Vh=o, 1, ...)(Cyn).

Or évidemment

(Vh=o, 1, ...)(Cy,n) =(A)).
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