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UNE METHODE VARIATIONNELLE
D’ELEMENTS FINIS
POUR LA RESOLUTION NUMERIQUE
D’UN PROBLEME EXTERIEUR DANS RS

par J.-C. NepeLecC (1) et J. PLANCHARD (2?)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — Nous étudions le probléme du calcul du potentiel électrique dans R3 en présence
d’un conducteur Q dont la frontiére est T.

Le potentiel u est alors solution des équations:
(Au=0;dansQ,
Ay = 0 ; dans Q¢,

{uII‘ = Uy

En utilisant la technique du potentiel de simple couche, ce probléme se raméne d une
équation intégrale sur la frontiére T' du conducteur. Nous montrons dans une premiére partie
que cette équation intégrale correspond & un probléme variationnel coercif Jtpms Pespace de
Hilbert H-/2('). Nous appliquons ensuite les mémes techniques au probléme du potentiel
électrique en présence d’un diélectrique parfait.

Dans une seconde partie nous en déduisons des méthodes variationnelles du type éléments
finis pour résoudre numériguement ce probléme. Nous donnons des estimations d’erreurs
optimales dans divers espaces de Hilbert et en particulier dans L*(T).

1. PROBLEME EXTERIEUR
POUR UN CONDUCTEUR ELECTRIQUE

Le probléme est posé dans I’espace & trois dimensions R3. Nous avons un
conducteur électrique Q de frontiére I' réguliére et nous supposons que Q est
un ouvert borné de R3. Les équations du potentiel électrique u engendré par
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106 J. C. NEDELEC ET J. PLANCHARD

le conducteur sont alors

Au=10 ; dans Q,
(1.1) Au=0 ; dans Q°,
ulr‘ = Ug.

D’autre part le potentiel u est continu de part et d’autre de la frontiére I'.
Les dérivées normales de part et d’autre de cette frontiére sont définies dans
le conducteur Q et dans son complémentaire Q° respectivement mais elles sont
différentes. (Ceci correspond a la discontinuté du champ électrique a la traversée
d’un conducteur.) Nous orientons la normale a la frontiére I" vers I’extérieur
du conducteur Q et alors nous appelons charge électrique du conducteur la
quantité g définie par : 5

u

ou
(1.2) =17

intQ an

extQe

Il est alors bien connu (cf. par exemple 1’étude du potentiel de simple
couche dans S. G. Mikhlin {11]), que la solution de (1.1) peut s’écrire sous la
forme intégrale suivante :

(1.3) w(x) — é ) qu-({)yl ) ., VxeR

La quantité r = ]x] qui intervient dans I’équation (1.3) est la norme eucli-
dienne dans P’espace R3,

Nous allons montrer que la relation (1.3) permet de définir un isomorphisme
que lie u, a g dans des espaces de Hilbert et que de plus, cet isomorphisme est
associé a une forme bilinéaire symétrique et coercive.

1.1. Résolution du probléme dans I’espace de Hilbert H~ V4T

L’espace « naturel » pour résoudre le probléme variationnel du potentiel
dans R3 est I’adhérence de 1’espace fonctionnel D(R3) pour la norme suivante :

(1.4) ) = A/i, Lx Su

o,
Nous noterons, selon une convention couramment admise, par Wj(R>) cet
espace de Hilbert. D’aprés Deny-Lions [5] et Barros-Neto [1], nous avons les
propriétés suivantes :

2
do.

Wik = { e ') 5 Ler®) 5 i=1,23)
= {eeD®) ; a+AVuer®) ; Ker®) ;
i=1,2,3}
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ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME EXTERIEUR 107

Nous introduisons les espaces de Hilbert suivants :

ou

HY(Q) = { ueL*(Q) ; o,

el*(Q) i=1,2,3}.

Nous savons (d’aprés Lions-Magénes [10]) que les fonctions de 1’espace
HY(Q) admettent une trace sur la frontiére I’ et que I’application trace ainsi
définie est continue et surjective de ’espace H(Q) sur ’espace H/*(T"), qui
est encore un espace de Hilbert. (Pour la définition exacte et les propriétés de
cet espace et des espaces H(I"), pour s réel, nous renvoyons & Lions-Magénes

[10].)

Nous noterons u|r, la trace de la fonction u sur la frontiére I'. Alors nous
introduisons 1’espace de Hilbert suivant :

HyQ)={ueH'(Q) ; ur=0}.

Nous savons, d’aprés I’inégalité de Friedrichs, que I’expression :

) I =/ fn K

est une norme sur ’espace Hy(Q), qui est équivalente a la norme habituelle.
Nous introduisons enfin les espaces qui jouent un role analogue aux précédents
pour le complémentaire Q¢ du conducteur Q :

au
X,

dco,

ou

W@ = {5eD@) 5 A+ uell@) ;5

€ LX(Q°) ;
i=1,2,3}.

Nous savons, d’aprés Deny-Lions [5] que I’espace W1(Q°) est contenu dans
’espace de Hilbert HL (Q€). En particulier les éléments de 1’espace W'(Q°)
admettent une trace sur la frontiére I" qui est encore dans ’espace H*(T');
et nous pouvons donc définir 1’espace :

wyQ) ={ueW'(Q9) ; ur=0}.

D’aprés I'inégalité de Hardy, ’expression

(L6) ] = J fnc K

i1|

au

est une norme sur Wa(Q°) équivalente a la norme habituelle.

Nous allons résoudre le probléme (1.1) dans I’espace WA(R®) de la fagon
suivante.

n° décembre 1973, R-3.



108 J. C. NEDELEC ET J. PLANCHARD

Soit un relévement de la fonction u, de I’espace H/4T"), que nous note-

rons ¢. Nous pouvons choisir ce relévement ¢ dans 1’espace WE(R?) et & support
compact dans ’espace R3,

Alors la fonction u vérifie :

Ay —o¢) =—A¢ , dansQ,
(1.7)

(u— <P)|r = 0.

Le probléme (1.7) admet une solution unique dans I’espace H3(Q) qui est
I"unique solution u du probléme variationnel (et coercif d’aprés (1.5)) :

S o(u — ¢) v O av . 1
(1.8) ; fn———a}—i——-—a;;dco = B axi i YoeHYQ).

D’autre part la fonction u vérifie :
{ Mu— @) =-—Ayp , dansQF,
(4 —@)|p = 0.

Le probléme (1.9) admet une solution unique dans Uespace Wa(Q°) qui est
I’unique solution # du probléme variationnel (et coercif d’aprés (1.6)) :

2 o(u—¢) ov f Sp ) e
(1.10) ;Lc——ﬁ—-ﬁdm_-—; Laearde Y v € WHQO).

(1.9)

En raccordant les deux solutions ainsi construites, nous obtenons une
solution u dans ’espace Wi(R?) du probléme (1.1) au sens défini par les pro-
blémes (1.8) et (1.10). Il est facile de voir que cette solution est indépendante
du relévement ¢ choisi de la fonction u,. Remarquons encore que la solution u
ainsi construite du probléme (1.1) est telle que la distribution Au est dans
I’espace de Hilbert (Wa(R%)’ et a son support contenu dans la surface I
Cette derniére propriété nous permet de montrer 1’unicité dans ’espace Wa(R®)
de la solution u du probléme (1.1) ainsi précisé.

Soit deux solutions du probléme (1.1); alors la différence vérifie :
supp(Aw)CT 5 we W(RY) ;
wlr = 0.

Donc la fonction w vérifie :

S ow v

. B de=0 ; VoeDQ ;
g ow v . R
2 ) 5% o doe=0 ; VveDQ.
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ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME EXTERIEUR 109
11 existe une suite de fonction v, définies sur R3 et dans ’espace
D) NDEQ°
telle que
Uy —> W,
dans Pespace Wo(R3) car la trace w|p, est nulle.
En passant 2 la limite dans les deux égalités ci-dessus, nous en déduisons :

3 ow ow
,-Zx J‘Rs—a—x—i-a—.’ad(o = 0.

Donc la fonction w est nulle d’aprés la propriété de ’expression (1.4).
Nous résumons ce résultat dans le lemme suivant :

Lemme 1.1. Le probliéme (1.1) admet une solution unique u, si la fonction u,
est donnée dans Pespace H'*(T') ; la fonction u ainsi définie est dans le sous-espace
vectoriel fermé K de 'espace WE(R®) suivant :

K={ueWiR®> ; Auc(WRY)Y ; supp(du)CTI}.

Enfin le probléme (1.1) définit un isomorphisme de H*(T') sur K.

Nous appelons H~Y*T") I’espace dual de I’espace de Hilbert H*(T"), qui
est un espace de distributions sur la variété sans bord I'. Nous noterons par
<, >, la dualité entre les espaces H™ /4T et HYX().

Nous choisissons cette dualité de fagon que :
W) Cquy=[ady 5 Veel® , Vuent@.
r

Le lemme 1.1 nous permet de définir (d’aprés Lions-Magénes [9]) les dérivées

ou Ou
normales — t — ar les formules :

AR et =~ o par les formules

du ou Sv . 1 .
(1.12) <§ ,vlp> ZI wade YoeH\(Q) ;

u _ du ov . 1
(1.13) (\ ol v|p) _—‘Z‘l Nt ~—do ; VYoveW(Q.

En utilisant alors la définition de la charge électrique ¢ donnée par ’expres-
sion (1.2), nous avons montré que si la fonction u, est dans I’espace HY*(I"),
la distribution de charge g est dans I’espace de Hilbert H~Y(T").

n° décembre 1973, R-3.



110 J. C. NEDELEC ET J. PLANCHARD

Nous avons :
3 ou v
(1.14) ZI Lsaa—xidm ={qvjr> ; VoveW®R.

Réciproquement si la distribution ¢ est donnée dans 1’espace H ™ Y*(T)
le probléme variationnel (1.14) admet une solution unique u dans W3(R?)
d’aprés la propriété de I’expression (1.4). Il est facile de voir que cette solution u
est dans le sous-espace K de I’espace Wy(R?). Nous avons donc ainsi un isomor-
phisme de I’espace HY*(T") sur I’espace H™Y*(T").

Pour expliciter 1’équation résolue, nous rappelons le résultat suivant
(cf. Mikhlin [11] par exemple).

Lemme 1.2. Si g € D(I"), la solution unique du probléme (1.14) est donnée
par I'expression (1.3).

Démonstration. La fonction r — e étant la solution élémentaire de I’opéra-

teur-A, on en déduit que les équations (1.14) sont vérifiées. Il est d’autre part
facile de voir que ’expression (1.3) définit une fonction u de I’espace W3(R?)
dés que la fonction g est assez réguliére.

Théoréme 1.1. L’application de D(I') dans W(R>) définie par I’expression
(1.3) est continue de H™*'*(T") dans K (et dans H'X(T")) et se prolonge de maniére
unique en un isomorphisme de H™'*(T') sur K (et sur H'*(T')). D’autre part
cet isomorphisme correspond au probléme variationnel coercif défini comme suit :
Trouver q dans espace H™Y*(T") tel que :

(L.15) f.fq“”(”dﬂmdﬂw (ahud 3 Vg e HTD).

La forme bilinéaire du premier membre est définie pour q et q' dans 'espace
D), est continue sur Pespace H™Y*(T) x H™'*(T') et donc se prolonge de
maniére unique en une forme bilinéaire continue sur I’espace

H™T) x H™V4(D).
Enfin ’expression

1/2
19) Hﬂ=hff”m%Md@ :

1/2

est une norme sur ’espace H™ ''*(T") équivalente @ la norme habituelle.

Démonstration. La premiére partie du théoréme résulte des lemmes 1.1 et 1.2,
Il reste & vérifier que la forme bilinéaire définie par ’expression (1.16) est
coercive sur I’espace H~Y/%(I"). Soit ¢ dans ’espace H~Y?(I") ; en résolvant
Ie probléme (1.14) avec pour second membre la distribution g, nous définissons
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ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME EXTERIEUR 111

une fonction u de ’espace K et sa trace u| dans I’espace H'/*(T"). Alors si la
distribution est plus réguliére nous avons

_9(x)

|x

<q,u>—4nffq(")q(y)d()d o=%]|%

Mais nous avons (nous utilisons ’isomorphisme g — u défini de H~?*(T")

sur K) :
3
i; fRS

1.2. Théorémes de régularité

uy) = il dy(x) 3

d’ont ¢

§f‘_ 2
ox;

do > « ||lg) =20y ; «>0.

Nous avons supposé jusque 13 que la fonction u, était dans ’espace HV/*(T") ;
nous allons montrer que des hypothéses supplémentaires de régularité sur
la fonction u, entrainent également davantage de régularité sur les fonctions g
etu.

Nous introduisons les espaces de Hilbert suivants (m entier > 1) :

H"Q)={ueL*Q) ; PuelL*Q) ; X\ multi-indice avec [A| < m}.

Wa-1(Q)={ueD'Q) ; (14 r2) FPue Q) ; Al s m
Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. La solution u dans I'espace Wy(R>) du probléme suivant :

g du ov ou ov
(117 ;Z{fa axd +1]ZJ‘ o, axdw—<q,v[p) V v e WiR?)

(n > o) admet une trace sur la surface T, soit u]r, qui est dans lespace H(I")

si la distribution q est dans I'espace H s“(P)(s > %)

Si m est un entier positif; Papplication q — u|q, est continue de espace
H™Y*(T") dans Pespace H™*(Q); Papplication q—> u|qe, est continue de
Pespace H™ Y*(T') dans I'espace Wi*'(Q°); enfin application q — u|r, est
un isomorphisme, auto-adjoint par rapport au produit scalaire de I'espace L*(T'),
de Pespace H* (') sur l'espace H**Y(T") pour tout s réel.

Démonstration. Nous avons déja démontré le résultat pour mnul avec ) égal
a 1. Le cas v différent de 1 est analogue. L’application ¢ — u|, est évidemment
auto-adjointe, et il nous suffit donc pour montrer la derniére partie du théoréme

n° décembre 1973, R-3.



112 J. C. NEDELEC ET J. PLANCHARD

de nous restreindre au cas s supérieur a l; il suffit méme de le montrer pour
s=m+ 5 entier positif, puis d’utiliser la théorie de I’interpolation sur la

surface T’ pour démontrer le résultat général. La continuité des applications
g — u|q et g — t|q., résultera de la démonstration de la derniére partie du
théoréme. Nous avons par ailleurs déja démontré (pour 7 = 1, cependant la
démonstration s’adapte facilement) que I’application g — u| r» €st un isomor-
phisme de I’espace H~'*(T") sur HY*(I"), Pour démontrer notre résultat,
nous allons montrer que si la fonction u|r. est dans I’espace H™*'/%(T') alors
la fonction g est dans P’espace H™ /2(T") et réciproquement. La continuité des
applications correspondantes résulte du théoréme du graphe fermé. Soit ulp
dans ’espace H™**/*(T"). 1l résulte des théorémes de régularité des problémes
aux limites non homogénes (cf. Lions-Magenes [10]) que la solution du pro-

bléme (1.8) est dans I’espace H™*1(Q), donc la dérivée normale % est
int Q

dans I’espace H™ V(T"). De méme il résulte de la régularité des problémes
aux limites non homogénes dansle complémentaire d’un ouvert borné régulier
(cf. Hanouzet [7]) que la fonction u est dans ’espace Wr+1(Q°); donc la

., 0 .
dérivée normale 5—;-‘ est dans D’espace H™ !*(I"), Donc la fonction g
ext Q2

donnée par P’expression (1.2) est aussi dans ’espace H™~1/2(D),
Il reste &4 démontrer la réciproque. Soit

3 Su v 3 Su
aw) =2 | samdet ) | ama,

Nous noterons par vy I’application trace sur la surface T'.
Nous résolvons le probléme suivant :

(1.18) a(u,v) =<{q,yov) ; VYoveWyR>.

Nous utilisons un systéme de cartes locales au voisinage de la surface T,
Plus précisément, soit x, sur I et ¥ un voisinage ouvert de x, dans R3. Nous
nous donnons un C®-difféomorphisme 0 de ¥ sur une boule B de R3, tel que
¥V NI a pour image I’ensemble B N {y; = 0}.

~_/

Figure 1.

Il suffit de montrer le résultat cherché pour chacun des voisinages de la
surface I' ainsi construits.
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ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME EXTERIEUR 113

Soit ¥ une fonction de I’espace D(V) avec ¥ identique 4 1 dans un voisinage
du point x,. Nous calculons la quantité a(u, ¥v) :

aw,¥v) =g yo(¥v)>=<{yo(¥g),yov)> ; V veWyR>.
Dol :
3 ¥ v oV du
a(Wu, v) = <yo(‘1’q),yr.>v>—ig1 U;; (é;-lué}—l -+ 5&:5}—,”) do
¥ v oY du
+ b Qc(a_x,uésc—,_‘_a*x,a_x,v) d(,\)].
Nous définissons alors sur la boule B la forme bilinéaire :

d(u,, w;) = a(u,; 0 6, u,  6) : Y u,, u, € Hy(B).

(~ désigne le prolongement par zéro & R? tout entier des fonctions définies
sur ’ouvert V).

Alors la forme bilinéaire d est coercive sur I’espace Hga(B), donc

d(ub W)

(1.19) 4] aicmy < € sup iw]
weHy(B) Hy(B)

Soit w, = Wu 0 6~ une fonction de ’espace H(B). Nous avons :

[ d(wy, w) = a(¥u, w3 6) = ( yo (¥g), Yo (w3 ) >
__Z il’ a(woe)
=i lJaox; ox;
oW ou ., .
(1.20) 1 + a—x.a-(woﬁ)-dw
o a(woe) o¥ cu .
+ f ( Xi —I—é;:é—x—lwoe)dw],
V w e Hy(B).

En fait 1’égalité (1.20) a lieu pour toute fonction w dans I’espace HY(R?)

car les fonctions ¥ et 27 sont nulles sur le bord de I’ouvert V. Nous utilisons
i
maintenant les quotients différentiels dans 1’expression (1.19).
Soit,

paw(y) = P/l };z =) — ) ;. VweH'®R)» ; k>0

n° décembre 1973, R-3.



114 J. C. NEDELEC ET J. PLANCHARD

Nous avons alors :
d(wy, paw) = { YO (‘Fq), Yo (piw 0 0)

—Z[

(1.21) ¥ u FR .
-+ ax Bx. (P;hw°e)d®+”’)j (axj”éz.(p“'w”)

o Tt eSO do

oY ou ~
+ é;ja—xjpihwo 6) do

D’autre part nous avons :

3 )
Ao W) = [ | (009 5 (0B dos
J= J J

+ 7 J;)o a*a“ (Punw1(8(x)) 58— w(0(x)) d“):‘

3
=2 UR“ 3%, a1 () 7 W(y) - J(y) dy

j=1

1 [, 5 GuOD OOV Oy
0 S 9, O
= 23
la quantité J désigne le jacobien de 1’application 6~ 1. Nous effectuons une
intégration par parties discréte sur les termes de la forme d.

Soit (nous notons #; le vecteur he,) :

fRH s (W‘(y th— W‘(”> WD)+ J) dy
—— [ S (W(y h)”“’(y)) J0) dy

+ Z f o+ B, 1()’))-8% (w(y—hi))‘_’gy_‘_‘__h_;ll:_]@’_)dy

Donc
d(pipw, W) = — d(wy, pypW)
n S dwi(y) dw(y — &) Iy — hy) — J() dy
(1.22) R3+ j=1 axJ axJ h
> Owy () Ow(y — ) J(y — b)) — J(3)
+" fm_ 2, x,  ox, h d

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME EXTERIEUR 115

En effectuant de méme des intégrations par parties discrétes dans 1’expres-
sion (1.21) nous obtenons finalement :

d(psn w1, w) = {yo (Foug), yowo 6> + R.
Le reste R vérifie la majoration
|R| < ¢ [[u]lwims, W] micay-
En utilisant alors I’inégalité (1.19) nous déduisons :

2
ox; 1

loawlaicn < ( - ey + ] )

VAT

Nous déduisons de I’inégalité ci-dessus en faisant tendre / vers zéro :

% wy € Hy(B) ; i=1,2 ; = yw,; € H¥*(R?).

i

En revenant a I’expression de la fonction # nous déduisons :

ue H¥*W) , ¥V V=ueH¥*D).

En utilisant les théorémes de régularité des problémes aux limites non
homogenes dans les ouverts Q et QF respectivement, nous en déduisons

ueHYQ) ,  uweWiQo).

Nous pouvons obtenir les estimations d’ordre supérieur en procédant par
récurrence et en utilisant des quotients différentiels d’ordre supérieur.

Corollaire 1.1. L’isomorphisme défini par le probléme (1.15) est aussi un
isomorphisme de I'espace H*(T') sur I'espace H*~'(T") pour tout s réel.

REMARQUE 1.1. La technique développée ci-dessus n’est pas particuliére
a Popérateur — A. Elle s’adapte facilement a tous les opérateurs elliptiques
coercifs du second ordre et a coefficients constants, dont on connait explicite-
ment la solution élémentaire. Nous renvoyons & Hormander [9] pour le calcul
des solutions élémentaires.

Avec un choix convenable des espaces de Hilbert, on peut aussi résoudre
par des méthodes analogues des problémes d’ordre plus élevé. Pour 1’établisse-
ment des équations intégrales dans le cas du systéme de 1’élasticité linéaire,
nous renvoyons a Muskhelishvili [12].

n° décembre 1973, R-3.



116 J. C. NEDELEC ET J. PLANCHARD

II. PROBLEME EXTERIEUR
POUR UN DIELECTRIQUE PARFAIT

Le probléme est encore posé dans 1’espace R3. Nous avons un diélectrique
parfait qui est un ouvert borné Q de frontiére I' réguliére. Les équations du
potentiel électrique sont alors :

Au=20 ; dans Q

2D Au=0 ; dans Q€
a—u = e-a—u ; 0
M la  Mlma S T

D’autre part, le potentiel u est continu 2 lIa traversée de la surface I'.

11 est facile de voir que I’équation (2.1) est équivalente au probléme varia-
tionnel suivant :

trouver u dans I’espace Wy (R?) vérifiant
2 du ov du Jv 103
2.2) i; [e nga—xidm—i-f 3%, Bx, a—do ={g|r> ; YveWy(R.

Le théoréme 2.1 montre que I’application g — u|r, est un isomorphisme de
I’espace H *~Y(I") sur ’espace H*(I") pour tout s réel Mais. nous ne connaissons
pas de représentation intégrale du potentiel u en fonction de la donnée g
analogue a ’expression (1.3), si le paramétre ¢ est différent de 1. Aussi afin
d’écrire le probléme (2.2) sous une forme intégrale nous introduisons

ou | Ju
23) = " o " On

on

intQ-

La quantité g peut alors s’interpréter comme une charge fictive du diélec-
trique (cf. les cours classiques d’électrostatique).

Alors :
@4) u0) = o= f P 9(x) e . yeR

Nous avons d’autre part le résultat suivant :

Lemme 2.1. Soit la fonction u définie sur R3 par lintégrale (2.4) pour une

charge q dans Pespace D(L), alors les dérivées normales — Ou et %

on extQ on ling
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sont données par :

(2.5) 9157()}) extQ - q(zy) T 4 4r (x?(xx—_y}‘);ny) dY(x)’
u)|  _q0) | 1 [ a@®x—y,n)
(2.6) M g 2 + a‘;f W dy(x).

La normale extérieure a  au point y de la surface T est désignée par n,.
Démonstration. Nous renvoyons par exemple 4 Mikhlin [11].

Théoréme 2.1. L’isomorphisme défini par le probléme (2.2) se représente
par la solution de I’équation :

1+s

o)+ ° L 4 —y)l); " ay() ~g0) ; Vyel ;

=
(y)——f ]x(x) dy(x) ; VyeR’

L’application g — q, est un isomorphisme de I'espace H¥(I') sur lui-méme pour
tout s réel, qui correspond au probléme variationnel coercif suivant :

Trouver q dans 'espace H~V2(T") vérifiant :

(1 + € f J’ q(y)q( )dy(x) dvO)

s—l 9@z —rn) ¢'x)
) T L L S ew e e

_f f fg(y)q( iy dy) ;¥ q e HTHD).

Démonstration. L’application g — ¢, se décompose en les deux isomor-
phismes g -— ulr, et u|r — q. Le résultat s’en déduit donc facilement. La
coercivité de Ia forme bilinéaire (2.8) s’obtient en vérifiant que, si la fonction ¢’
est égale 4 la fonction g, le premier membre de 1’expression (2.8) vaut 1.

ACREARTE ME

La derniére inégalité ci-dessus résulte du chapitre I.

I =

Mu

ou
ox;

i

dm] > gl

VgeH VXD ; >0,

REMARQUE 2.1. Les problémes de potentiel électrique en présence de
plusieurs conducteurs et plusieurs diélectriques, conduisent 4 des systémes
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d’équations intégrales du type ci-dessus, que ’on peut étudier facilement
a P’aide des techniques utilisées ici.

REMARQUE 2.2. Les équations intégrales que nous considérons ici sont
des cas particuliers d’opérateurs pseudo-différentiels sur la variété sans bord I'.
Pour une étude trés compléte de ces problémes par des techniques trés différentes
nous renvoyons a Seeley [15] et 4 Boutet de Monvel [2].

IIl. UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS
POUR LA RESOLUTION NUMERIQUE
DES PROBLEMES EXTERIEURS

Nous allons étudier une méthode d’éléments finis pour résoudre le pro-
bléme (1.15) sous sa forme variationnelle. Nous définissons des sous-espaces

de dimension finie de ’espace de Hilbert H~Y/%(T"), que nous noterons ¥,
et le probléme approché est :

Trouver un élément g, dans V), tel que

= f f qh(x)qh(y) == dy(x) dy(y) = fr ue (NG (M dY») ; VY gle V.

La quantité u,, est une approximation dans 1’espace V, de la donnée u,.
Alors en utilisant la coercivité, nous déduisons le théoréme d’erreur :

Théoréme 3.1. Si g désigne la solution du probléeme (1.15) et g, désigne
Punique solution du probléme (3.1), nous avons la majoration :

3D g —alura < o of g —gillumrrmy + |uo — tor]mr):
qQhEVL

Démonstration. Nous avons I'inégalité : (x > 0)

(g(x) — @) (g(») — qi(»)
|¥ — ¥

o || gn — ail| 7=y < y f dy(x) dy(»)

_1 f f (@(®) — @)@ — a0
4 ¥ —|

d(x) dy(y) — fr (o — tton) (@ — 4 1) dy

clllq — gill a2y + |10 — uonll ar2ey) || an — @il i—rr2cry-
D’ou :

lg — alla—ray < ela— gilla—ray + 4o — uonl mrcy.
La majoration (3.2) s’en déduit en faisant varier ¢; dans I’espace V3.

Nous allons préciser le choix des espaces V,. Nous supposerons que la
surface I' est polyédrique. Soit une triangulation de cette surface que nous
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noterons G,. Nous supposons que cette triangulation recouvre la surface T
et que deux triangles quelconques de la triangulation ont, soit une intersection
vide, soit un sommet commun, soit une aréte commune. Nous noterons par 7
le nombre de sommets et par J le nombre de triangles.

Cas 1. L’espace V), est ’espace des fonctions continues sur la surface T
et linfaires affines sur chaque triangle. Sa dimension est I et on peut le repérer
par les valeurs de chacune des fonctions u, dans l’espace ¥, aux sommets
de la triangulation. Alors ’espace ¥, est inclus dans I’espace H*(I"). La méthode
variationnelle (3.1) conduit alors & un systéme linéaire & I inconnues dont les

coefficients sont :
~ 32 ). [ ) g1y .

Les fonctions w; sont les fonctions de base de I’espace V. Nous avons :
wl(M i) = 19
w(M) =0 ; jF#i

REMARQUE 3.1. Nous pouvons utiliser également des éléments finis d’ordre
plus élevé, de type Lagrange ou de type Hermite. Nous ne les examinerons
pas ici, afin d’éviter d’alourdir la présentation. L’étude d’erreur correspondante
est en tous points analogue a celle des éléments d’ordre 1. Par ailleurs ces
éléments conduisent a des coefficients a;; de plus en plus difficiles a calculer.
Nous renvoyons a Zienkievicz [17], pour une étude systématique des différents
types d’éléments finis.

Cas 2. L’espace ¥V, est I’espace des fonctions constantes sur chaque triangle.
Sa dimension est donc J, et il est repéré par les valeurs de chaque fonction u,
de I’espace V,, sur chaque triangle de la triangulation. Alors I’espace ¥, est
inclus dans P’espace L*(T"), mais pas dans I’espace HY(I'). La méthode varia-
tionnelle conduit alors a 1’évaluation des intégrales doubles :

1 f f dy(x) dy(»)
ai.‘—_—-— ——— ; Ti,T'EB.
d 4 Ti JTj l‘x—y| ! ’

Nous avons considéré ce cas, qui conduit & une évaluation d’erreur moins
bonne, parce qu’il est plus facile de calculer les coefficients a;; correspondants.
3.1. Etude d’erreur. Cas 1

Afin d’obtenir des estimations sur la quantité mt ”q— g4 ]| z—1r2ry nOUS

q

‘€
utiliserons des résultats d’approximation de C1ar]et-Rav1art [4], que nous
rappelerons.
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Nous ferons toujours I’hypothése suivante :

Tous les angles des triangles de la triangulation
vérifient = 6, > 0;

3.3)
ol la quantité 0, est indépendante du para-
métre k associé 2 la triangulation G,

Ce paramétre /1 désignera le plus grand des diamétres des triangles de la
triangulation G,

Nous aurons besoin également de résultats de la théorie de P'interpolation
que nous rappelons dans la proposition suivante (cf. Butzer-Berens [3]).

Proposition 3.1. Soit des espaces de Hilbert X, Y, S, T,avec Y C X, TC §,
et soient des espaces intermédiaires définis par une méthode d’interpolation
de type 0. Alors nous avons :

G4 leloey < Clulx™llully 5 Vuer.

L’espace [X, Y], est par définition Pinterpolé de paramétre § (0 < 6 < 1),
entre les espaces X et Y. (On a [X, Y], = X, [X, Y], = Y). D’autre part, soit
un opérateur linéaire 11 continu de l'espace X dans I’espace S de norme o, et
linéaire continu de I'espace Y dans Iespace T de norme B; nous avons

(3.5 ITufs,m, < Co' %% |uflie,my, 3 YuelX, Y],

Nous utiliserons les résultats ci-dessus pour les espaces H(I'), avec s réel.
Lemme 3.1. Sous l’hypothése (3.3), nous avons les inégalités suivantes
(dites inégalités inverses) :

(3.6) ”wh”H’(l") < ”Wh”H‘(I‘) ;s YweeV, 5 —1<¢t<0

Bt
t<s< L.
Démonstration. Nous établissons d’abord le résultat pour s et ¢ entiers

positifs et sur chacun des triangles. Soi;c donc un triangle T de la triangula-
tion G, et soit un triangle de référence T fixé (cf. Ciarlet-Raviart [4]), et

x=Bx+b ; beR* , BeC(R,LRY) , B={b;},
I"unique transformation affine qui échange les deux triangles T et T.
L’hypothése (3.3) entraine que [’opérateur B est inversible et que :

18 ememsy < 7+
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Soit alors une fonction w, de I’espace V), et :
A A A
wy(x) = wi(Bx + b).

Nous avons

= 2y = Z mmm+m
xl

Nous utilisons alors I’équivalence des normes sur lesespaces H 1(f‘) et {,z(f),
sur le sous-espace de dimension trois des fonctions affines du triangle T :

Iwall ety < C 1] z2cty 5

A aW 2
Pl = [ Iml? 219 [ o,
= f [,(3)|*det B dx 4+ Z f o (B + b) " det Bak
T {

aw,, -

<®wUMMD+WWVZJ

dx)
C C
< detB(l + ﬁ) A (1 + ;5) [wall Z2crye

D’ou I’on déduit pour 4 assez petit; 1’inégalité suivante :

C
"wh"le‘(T) < E ”Wh”%z('r) ; VTeT,

En sommant alors les inégalités ci-dessus sur tous les triangles de la trian-
gulation G, nous en déduisons :

” wh”lel(l‘) ” Wh” LD 5 Yw,eV,

hZ

En utilisant I'inégalité (3.4), et I'inégalité ci-dessus, nous obtenons facilement
le résultat cherché pour t =0et 0 € s € 1.

D’autre part :
wilZa < Iwilea Wil aa < hC_ lwall sery [wall 2y
—l<t<g0.
Soit :
]l c2ery < P “”’h"ﬂ‘(r) 3 —1<t<0 ;3 VweVl,
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Le résultat général se déduit alors en combinant les deux cas déja démontrés.
Lemme 2.2. Soit ’opérateur s, de projection orthogonale dans L*(T") sur le
sous-espace vectoriel V. Alors sous ’hypothése (3.3) nous avons :
37 |lle—sdlpe < P 4wy 5 —2<t<1
t<s 3 —1<s5s<2.
Démonstration. Soit I'opérateur d’interpolation de Lagrange que nous
désignerons par m,, qui est défini pour toute fonction g dans I’espace H*(T")

par : la fonction =,g est 'unique fonction affine sur chaque triangle qui vaut
la valeur g(M,) aux sommets M, de la triangulation (cecia un sens car 1’espace

H*(D) est inclus dans ’espace C°(Q)). Alors d’aprés Ciarlet-Raviart [4] nous
savons que :

la — ma| oy < CR*7* ||gl| a2y ;. 0y

1/2
( Y "‘I-""hq”ﬁ“m) < Clglmway 3 YqeHXD).
TEGH

N

1 H
(3.8)

Ce résultat ne s’étend pas au cas ou le paramétre s est négatif. (On peut le
vérifier assez facilement en dimension 1 d’espace.) Soit donc le projecteur s, nous
avons par définition :

llg—sall 2y < g — mdl 2y < CR?|l@)lmey 5V g€ HX(D).

D’autre part, nous avons :

( 5 uq—s,.qnzem)m ( 3 la—malic ) T —
TE€Gx

En utilisant les inégalités (3.8) et (3.6), nous avons :

C
( 2, la —-'Sh‘I"?ﬁ(r))m < Cllalmay + 7 w1 — sl 2cey.
TE€Gx

En utilisant alors les inégalités triangulaires :

l7sq — s 20y < |9 — md] 2oy + 14 — 514l 2y < HYD)-

D’ou :
(TEZG "qzshqn:zi?(r))uz £C "q”nﬁ(x‘) 4 Y g€ H¥(D).
13
On a aussi :

lg—swallsry < lalzay 5 Y qeLD).
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En utilisant alors la proposition 3.1 avec pour paramétre 0 égal & 1/2 et :
S=x=0*0) ; 7r=11H®D ; Y=H® ;

TEG)

on obtient :
(3.10) "q — ShQ”H‘(I‘) C llqll HY(T) 5 Y ge H\().

Nous utilisons maintenant les propriétés du projecteur s, (auto-adjoint dans
Iespace L%(I), d’ou :

(9 — 549, P2y g—sa, 9— SpP) LT
g —Siqllg—rqy = sup ~—— AL TLW) _ gy
" e vermy || Pllery HY(T) lella*a

En utilisant enfin les inégalités (3.9) et (3.10) dans P’inégalité ci-dessus nous
déduisons :

(3.11) ”q—shqurk(r) < CHH¥ "q"H”'(I‘) s k=1 ou 2,
kk=1ou2 ; VgeH"{D).
Le résultat général (3.7) se déduit alors des inégalités (3.9), (3.10) et (3.11)
en utilisant & nouveau la proposition 3.1 pour 'opérateur I - s,

Théoréme 3.2. Soit la solution q du probléme (1.16) et la solution q, du
probléme (3.1) pour le cas 1. Sous I’hypothése (3.3) nous avons les estimations
d’erreurs suivantes :

g — gull ey < CIH™ | qllarry + 275712 |t — on|| mry] 5

geHT) ——lsssl ; ——%stsz ; s<t

(3.12)

Soit alors la fonction u définie par I’expression (1.3) et la fonction u, suivante :

u,,(x) 1 f 'qh(y) d (y) ; vxeR3.

Alors nous avons les estimations :

(3'13) " u— uh" Wz(Rs) < C[h‘+ 12 "q"H‘(I‘) + "uo — uOhlluljz(r)]
—_ % €12
e — ]| w2y + [|¢ — snll w2y
(3.14) [ht v "‘I [ar + 7 ” Uy — u0h||}1’/2(r)] H
-;— £t<2
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Démonstration. Le théoréme 3.1 et le lemme 3.2 montrent ’inégalité (3.12)

pour la valeur s = ——% et pour ¢ vérifiant —% <t 2

Pour obtenir les inégalités (3.12) pour les autres valeurs des paramétres
s et ¢ nous utilisons le lemme 3.1 comme suit :

g — aullzry < lg— sallmery + [[549 — 9l oy
< CIH ™ |\ gl mry 4+ A7°7Y2 ||sig — gu|| el
D’autre part,
| ssg — aull 2y < |99 — gl g2y + |0 — @l 222y

D’ou 'on déduit le résultat en utilisant ’inégalité déja établie (s = — 1/2).
Les inégalités (3.13) et (3.14) résultent alors du théoréme 1.2 avec les valeurs
m = 0 et m = 1 des paramétres.

Théoréme 3.3. Sous les hypothéses du théoréme 3.2 et si de plus la surface T’
est telle que le probléme (1.16) définisse un isomorphisme de Iespace H3'*(T")
sur Pespace H'Y*(T") nous avons Pestimation d’erreur :

I“—'— ) e t+3/2
R 1 + r? de < Clh lall sty + |0 — on]| ;e
G +h " Ug — uo::"fﬂﬂ(r‘)]

1
—e<g t< 2
2\t 2

Démonstration. Soit une fonction ¢ dans ’espace L? :

(%) 12
Lf={<p ; ||<p]|o=(fR3%dw) <+oo}.

Soit I'unique solution ¥ de :
3 oY dv _pv L3
i; o B, B G0 = le Tpde s Y v e WiR).
Alors, nous savons, d’aprés Hanouzet [7] que :
[¥lwims < Cllello

Alors nous avons :

3 0 b 4
S [ e— e

(u — Uy, (P)O
U— iyl = sup —p——— < C sup -
le—alo = so0 ey <€ o [T zeme
£ C sup M%M £ C ]]q—qh]]r3/2(r)-
Tewi®R?) I ” wiR3)
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Pour estimer maintenant I’erreur dans 1’espace H~>*(T") sur la solution g
nous utilisons un argument classique de dualité.

o 94— >
lo— il = _ sup ol

Soit 1a solution ¥ de

¥
o(x) = 4—_17; 'x (y)

5] dy()) ; Vxel.
Alors d’aprés le théoréme 1.2, Iapplication ¢ —¥" de 1’espace H**(T")
dans I’espace H'/*(T") est continue. Dot I'on déduit :

C suwp alq—q,, ¥)

verrry)  |¥laire

a(9, ¥) = f f ‘P("my)d £ dY0)

la — @l 52y <

D’ou
ao(qg — q;, ¥ — 5,%7) + a(g — gy, s, ¥)

lo=alireo <€ 2R,

< Clh "q -— %"H"lﬂ(l‘) + " Uy — uo;;”E_ 1ﬂ(I‘)]

On en déduit le résultat cherché en utilisant alors le théoréme 3.2.

3.2. Etude d’erreur dans le cas 2

L’étude d’erreur de ce cas est assez analogue & celle du cas précédent.
Aussi nous ne reproduirons en détail que les démonstrations nouvelles.

Lemme 3.3. Sous Phypothése (3.3) nous avons les inégalités :

C
(3.16) “ wh“H’(F) < hs—t

“Wh“H'(P) s YweeV, 3 —1<t<s<0.

Démonstration. Sur chaque triangle ABC, dont O est le cercle inscrit, de
Ia triangulation G,, considérons la fonction ¢ définie par :

er(0) =1, o7(4) = ¢r(B) = 9(C) =0,

Figure 2
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la fonction ¢y étant de plus linéaire affine sur chacun des triangles OA4B, OAC,
OBC. La fonction ¢ ainsi définie est dans ’espace H(T) et on vérifie facilement
que

f prdo = %mes (04B)
OAB

J‘ ordw = 1mes (D).
T 3

Soit une fonction w, de ’espace ¥}, et soit w, sa valeur sur le triangle 7.
Alors nous avons

” Wh" i“"(r) = ; mes (T)Wfr =3 Z fTWhTWhNPT dw,

TEGH
=3 f w,,( Z w,,TcpT) do.
r TETGH
D’ou les inégalités :
Pwall 22y < 3 [ Wil ey ] Y War®r ; —1<1<0.
T€EGx H(I")

Nous avons d’autre part :

2
Z WyrPr
TE€EGH

= % | vt do
T

L TEGh

1
< 3 | wtrerdo =3l

Et nous avons aussi, si py désigne le rayon du cercle inscrit dans le triangle T ;

ZZ\: dpr |2 1
1 ox; o5 ’
1<
er h
Nous pouvons alors majorer la norme HY(T) :
2 2 2
1 0
Z Whr@T < 3 " Wl.”%ﬁ(r) + 2 f Whr Z 21| do
TEGH LHYD) T€EGRJT . i=1! Xi

1 C
< (3 + ”};5) [lwal 2oy

Alors pour A assez petit, nous déduisons des inégalités ci-dessus et en utili-
sant I’inégalité d’interpolation (3.4); I’inégalité :

C
|lwh||L2(I‘) < ;l:'; ” Wh“n‘(r‘) > —1<1t<0.
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Le résultat général (pour s # 0) s’en déduit en réutilisant P’inégalité d’inter-
polation (3.4).

Lemme 3.4. Sous I’hypothése (3.3) nous avons les majorations :

(3.18) |g— sugll ey < CF° 7 gl mery ;5 YageH(D ;

—I1<t<0<s< L.

L’opérateur s, est le projecteur dans I'espace L) sur le sous-espace V.

Démonstration. L’opérateur s, est défini pour toute fonction ¢ de Y’espace
LAT) par

&9 = m_egl(_T) qu(x) dx,

1l est clair que I’opérateur s, est défini sur chaque triangle et laisse invariant
les constantes sur chaque triangle. Donc nous avons :

lg— siall ey < CH gy 5 Y g€ H(D).

— 54, 84, P — S
lg— sy = sup SI=9B8> o (ISR H0)
ey [Pl GeHNT), el mry

< CK* lg]mry.

Le résultat général s’en déduit en utilisant la proposition 3.1.

Théoréme 3.4. Soit la solution q du probléme (1.16) et la solution q, du
probléme (3.1) pour le choix de V), du cas 2. Sous I’hypothése 3.3 nous avons
les estimations d’erreurs suivantes, si la solution q est dans I’espace H'(T) ;

lg— aullmery < CIH ™ |laflmery + A7°7Y2 Jlup — vosfmrray]

—=-<g<sgtg 1 s s< 0,

[ S IR

Soit d’autre part la fonction u donnée par Iexpression (1.3) et la fonction u,
donnée par

w) = o= [ e 120 L a) 5 VaeRe
Alors nous avons :

Ja— iy < CO iy + o — o)

1
—'2“<t<1.
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Démonstration. Elle est analogue a celle du théoréme 3.2, en utilisant au lieu
des lemmes 3.1 et 3.2, les lemmes 3.3 et 3.4.

Nous ne pouvons pas, dans ce cas, obtenir 1’équivalent du théoréme 3.3.

Conclusion, La méthode numérique qui est décrite ici nécessite 1’évaluation
d’intégrales quatruples avec des coefficients singuliers. 11 serait intéressant de
remplacer ces évaluations par 'utilisation d’une méthode d’intégration numé-
rique adéquate.

D’autre part la méthode nécessite d’approcher la surface I" par des triangu-
lations polyédriques. Ceci introduit une erreur qu’il serait utile d’évaluer. Nous
renvoyons 4 J. L. Hess [8] pour une étude de ces deux problémes dans le cas
d’un probléme en dimension deux pour une intégrale singuliére et 3 R. J. James
[6] pour une étude numérique de la transformation de Hilbert.

Nous renvoyons d’autre part, & G. T. Symm [16] pour 1’étude du probléme
de potentiel électrique dans I’espace 4 deux dimensions {c’est le cas du potentiel
en Log r).

Nous tenons a remercier ici MM. P. Bolley et J. Camus qui nous ont commu-
niqué une partie essentielle de la démonstration du théoréme 1.2.
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