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158. Unicitd du Prolongement des Solutions des Equations
Elliptiques du Quatrime Ordre

Par Sigeru MIZOHATA
Universitd de Kybto

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1958)

1. Introduction. Le problme de l’unicit du prolongement des
solutions pour les quations elliptiques quelconques est, darts ma con-
naissance, rest ouvert (voir ce sujet, les rfrences la fin du
texte). Cette Note a pour but de dmontrer cette proprit pour tout
oprateur diffrentiel elliptique du quatrime ordre. Notre mthode
n’est qu’une variante de celle de CalderSn, mais le rsultat est nouveau.

2. On va partir d’une variante du Lemme I de [2"
Lemme 2,1. Soit u(t), 0<_ tg h, une fonction continuement dif-

frentiable en t valeurs dans L telle que Au(t) soit continue. On
suppose que u(t) s’annule t-O, mais ne s’annule identiquement
dans aucun voisinage de t-O. Soient P(t) et Q(t) deux op5rateurs
d’int$grale singulire tels que les symboles a(P)--F(x,t,z), a(Q)
=F(x, t, z) soient ( valeurs relles) dans C, fl l, pour z 1. On
suppose que P(t)- existe pour Ogtgh. On a alors
(A)

d IJ,-- u+(P+iQ)u dt>(p_ -1 +T--o(I-o(/ n

Preuve. Nous nous limitons expliciter les modifications faire.
D’abord, dans l’analyse de Calder6n, le terme

n’a jou aucun rSle. Ici on va lui faire jouer un rSle important.
Dans le Lemme 2,2, on utilisera l’ingalit

Mais, dans ce Lemme cette ingalit est trop grossire. On fait comme
suit:

[(eu)’, Pu+ [PAeu, (eu)’
[eu, Pu’- [u, PA(eu)’ [eu, P/u + [Pu, (u)’
[eu, Pu’+ [(PA-P*)u, (eu)’ [u, P[u.

Notons p(h)-O(I/), et f Ii ii t-o(I/) ar suite

D’abord, f, PAfgt--o(0I/),
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ensuite, compte tenu de ce que (PA--AP*) est un oprateur borne,
(PA--AP*)u, (u)’] = [(PA--AP*),u, (u)’+iQAu]

+i[(PA--AP*)u, QAuJ, d’oh

(2,2) ][(PA--AP*)u, (u)’ldt>_-- II(u)’+iQAuiidt

\-n )’ c.q.f.d.

De l’ingalit (A), on dduit que, en prenant s’il est ncessaire
une suite partielle des ,
(B) J>_ C(u) PI., si n>_ N(u),

n

oh C(u) est une constante positive ne dpendant que de u.

En effet, 1) en cas off pest borne, on aura fI<_kI, k>0, d’ofi,

J> I/2n, si n est assez grand, done > 1 pI
2n

2) en cas off p n’est pas borne, en prenant une suite partielle des
pI

f, on en dduit J_>- .., si n est assez grand.
2

Par la mme raison, en prenant s’il est ncessaire une suite
partielle

(C) J>_I/2n, si n est assez grand.
Nous ometterons dsormais de dire "si n est assez grand" et

"en prenant une suite partielle".
Consid!rons

(2,3) f,II(+(P+iQ)A)(+(P.+iQ)A)ulIdt,
en supposant que A(d-u(t),--- i+j<2, soient des fonctions continues

\dt/

valeurs dans L, et que u(0)=-tu(0)-0, off P, Q sont des opt-

rateurs virifiant les conditions du Lemme 2,1. On suppose que u(t)
ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de t-0, alors

(.,4) (t)= +(P.+iQ.)A (t) l’est. En effet, si (t) s’annule pour

_<t,, t,>0, d’aprgs le Lemme 1 de 2, en su.pposan h--t., on ddui-
rais (t)-0 darts un voisinage de t-0.

En appliquant alors v l’ingalit (B), on aura

l’intgrale (2,3)_C(v)pI/n-e(v) ]]A -+(P.+iQ)A
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d d )A)Au+A(-+(...)A)u=(- -t-(. (AP.--P.A)Au+i(AQ.--Q.A)Au,

d’ofi, si l’on intggre le carr de la norme de cette fonction en multi-
pliant p, le deuxigme terme peut tre nglig par rapport au premier,
compte tenu de ce que AP--PA et AQ-QA sont born6s. En ap-
pliquant donc la formule (C) au premier terme, on a

(2,5) l’intgrale (2,3)C(v)2n, ]]Au[[ dr.

Compte tenu de

(2,5) devient, en ajoutant l’ingalit (2 lois) itre de (C),

(,6) l’intgrale (,)()() {11 II+ il IIq

o M() est une suite tendant vers + avee .
Ceei fair, eonsidrons l’intgrale en suosant, oure les hyo-

ghgses du Lemme 2,1, que le symbole a(P) soi ositif our I] 21,
w R, 0N tN h, et de lus que
(2,7) our ehaque t s [0, h il exise un ., tel que

I (P(t)-- P(t)) II II P II, o < 1, o No(t) est l’oprateur (de
riot) tel que (P(t))=N(., t, ). Alors, on a

emme ,
o aO est une constante indSpendante de u.
D$monstration

!1Pu-uli-ll Pull+liCuii-{Pu, u + u, PAul}.
Or, PAu, uJ PoAu, uJ + (P-Po)AU, u o5 PoAu, uJ 0.
En vertu de (2,7),

f f
0

En prenant, I > >, nous avons

eomve enu de l’ingali (A) e (,1) on aura le Lemme.
Lemme 2,3. Pour tout oprateur d’int4grale singulire H tel

que a(H)-- h(x, z) C, fi + on a

(2,9) AH=HA +H’A- +H(), p 1,
oh, H’, H() sont des op$rateurs born& de L dans lui-mme.
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Nous en donnerons la dmonstration dans [6 en bref. Remar-
quons que, dans l’hypothse, /9-+ oo n’est pas ncessaire: il suffit de
prendre, pour p donn, par exemple (on pourrait amliorer),
(2,10) fl>_p+nq-1.

Envisageons maintenant, en supposant que u(t) ne s’annule identi-
quement dans aucun voisinage de t-0,)

(2,11) K.=f I[gl(_d.=, /<
o5 P(t), Q(t)vrifient les conditions des Lemmes 2,1 et 2,2 avee
flkn+4. En appliquant l’in6galit6 (2,6),

(2,12) gnNn)C’(v) {ilAvil+nilvll2ldt, oa

Comme P (i-l, 2) sont ositifs (ar abus de langage), en aliquant
deux lois l’ingalit (2,8), et eomte tenu du Lemme 2,8,

(2,13) KM(n)C’(v)p’(f
o, p’ est une eonstante >0 ne dpendant que de u.
En tenant eompte de

et du Lemme 2,3, on aura finalement

oh A(u) est une eonstante positive, M(n) est une suite tendant vers
+ avee n.

3. Revenons maintenant g notre but; soit L un oprateur elliptique
du quatrime ordre g coecients rels; prenons un des x eomme t;
eonsidrons le problme de Cauehy pour t0; Lu--O prendra alors la
forme

(3,1, ()’u+ A,(x, t,)(’u+B(u,--O,a=s dt /

oa A w, t, sont des olynomes de drivation de (4--) ordre

(homoggnes); suosons les eoeNeients des A sont (+)-fois eontinue-

1) 0n suose iei que A (t), i+4, soien des fonegions eonginues

valeurs darts , e que (0)=0, i=O, ..., 8.
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ment diffrentiables et que les autre coefficients sont mesurables
borns; supposons que u(t), 0_<t_h, est une solution de (3,1) 4-lois
continuement diffrentiable, avec la donne de Cauchy 0 pour
on suppose de plus que
(C1) le polynome caractristique

+ ,A(x, t, iz) se factorise-- 1-(--(x, t,

(x,t,z) vrifiant la condition du Lemme 2,1 avec fl-n+4; (C.)le
support de u(t) soil strictement convexe l’origine (0,0) dans t>_0.

On a alors le
Th6orme. Dans les conditions (CI), (C.), le problme de Cauchy

est unique, plus pr$cisment, u(t)--O dans un voisinage de t--O.
Dmonstration. L’ellipticit6 etla condition (C) entrainent que les

4 racines 2, sont deux deux sym6triques par rapport l’axe imagi-
naire dans le plan complexe. Soient a(P,)>0,

a(+/-P+iQ)=, 2; a(+/-P.+iQ)-3,
Les conditions des Lemmes 2,1 et 2,2 peuvent tre considres vrifies
/ cause de (C2).

+f._A(x, t,--x)(-) etOr, l’oprateur (-t) 3 d

-+(-P+iQ)A +(P+iQi)A sont egaux, /

0,/ - prgs, d’aprs le h(orme 8 de [2 et du Lemme 2,8.

e.q.f.d.
Quant / (C.), par le ehangement de eoordonn(es bien eonnu (de

Holmgren), eette eondigion se toujours rSaliser. Mais, alors, la condi-
tion (C) est, nous semble-t-il, difficile vrifier. Je ne sais pas si
cette condition soil toujours vrifie pour tous les oprateurs. Mais,
si (3,1) se dcompose en deux oprateurs elliptiques du deuxime ordre

coefficients rels et plus un oprateur d’ordre _3, la condition (C)
est toujours vrifie et mme quand on fail le changement de coor-
donnes. On a donc

Corollaire 1. Pour tous les oprateurs elliptiques du 4-ime ordre
de la forme: P= PIP. +termes d’ordre_ 3, P, P. tant des opra-
teurs elliptiques coecients rSels (d’ordre=2), t’unicitd locale des
solutions du problme de Cauchy est toujours affirmSe.

Lorsque la partie principale de l’oprateur (3,1) est un oprateur

coefficients constants (c’est-/-dire que A(x, t,--x)--A(--x)), le

raisonnement ci-dessus devient simple. Dans ce cas, les conditions
(C), (C) sont inutiles; nous nonons le

2) Voir [4, p. 90].
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Corollaire 2 (Unicit$ globale). Pour tous les op$rateurs elliptiques
du 4- ordre . coecients r$els dont la pattie principale soit
op$rateur coecients constants, on a l’unicitd globale du problme

(de Cauchy: Toute solution u(t), t >_0, continue en t avec
\tit

o+ I1 <_4, valeurs dans L, avec la donn$e de Cauchy 0 sur t-O,
s’annule identiquement dans un voisinage de t-O.

Prenons, comme titre d’exemple, z/+ ] c(x)(I, -x Pour cet

oprateur, les solutions du problme de Cauchy local sont uniques d’aprs
le Corollaire 1. On peut affirmer aussi cette proprit du Corollaire
2: en effet, la pseudo-analyticit des solutions en dcoule immdiate-
ment (voir [4 p. 99).
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