
❯♥s♣❧✐tt❛❜❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡

❏á♥♦s P❛❝❤1 ❛♥❞ ❉ö♠ötör Pá❧✈ö❧❣②✐2

1 ❊P❋▲✱ ▲❛✉s❛♥♥❡ ❛♥❞ ❘é♥②✐ ■♥st✐t✉t❡✱ ❇✉❞❛♣❡st✳
2 ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❊öt✈ös ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❇✉❞❛♣❡st✳

❊t t✉ ♠✐ ✜❧✐✱ ❇r✉t❡❄⋆

✭❏✉❧✐✉s ❈❛❡s❛r✮

❆❜str❛❝t✳ ❆ s②st❡♠ ♦❢ s❡ts ❢♦r♠s ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡t X ✐❢ ❡✈❡r②
♣♦✐♥t ♦❢ X ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛t ❧❡❛st m ♦❢ ✐ts ♠❡♠❜❡rs✳ ❆ 1✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧
❝♦✈❡r✐♥❣s ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r s♣❤❡r❡ ♣❛❝❦✐♥❣s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❛r s❡♥s♦r ❝♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❢♦r ✸✺ ②❡❛rs ✭s❡tt❧❡❞ ✐♥ ♠❛♥② s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✮ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
♣❧❛♥❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② C✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t m =m(C) s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r②
m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C s♣❧✐ts ✐♥t♦ 2 ❝♦✈❡r✐♥❣s✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s ❢❛❧s❡ ❢♦r t❤❡
✉♥✐t ❞✐s❦✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t✱ ❢♦r ❡✈❡r② m✱ ❛♥
✉♥s♣❧✐tt❛❜❧❡ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥② ♦♣❡♥
❝♦♥✈❡① ❜♦❞② C ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❙♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① s❡ts C ❞♦ ♥♦t
♠✐s❜❡❤❛✈❡✱ t❤❡② s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✿ ❡✈❡r② 3✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛♥② r❡❣✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❜② tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡t C s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❚♦
❡st❛❜❧✐s❤ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦❧♦r✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❤②♣❡r❣r❛♣❤s
♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡✿ s❤✐❢t✲❝❤❛✐♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t c > 0
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m✱ ❡✈❡r② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥
✇✐t❤ ✉♥✐t ❞✐s❦s s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐s
❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛t ♠♦st c2m/2 s❡ts✳

⋆ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ ❞♦❡s ♥♦t ♠✐s❜❡❤❛✈❡✳
❘❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❍✉♥❣❛r✐❛♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋✉♥❞ ❊✉r♦●■●❆ ●r❛♥t
❖❚❑❆ ◆◆ ✶✵✷✵✷✾ ❛♥❞ P❉ ✶✵✹✸✽✻✱ ❜② ❙✇✐ss ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ●r❛♥ts
✷✵✵✵✷✵✲✶✹✹✺✸✶ ❛♥❞ ✷✵✵✵✷✶✲✶✸✼✺✼✹✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ st❛rt❡❞ ✐♥ ✶✾✽✻✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛✉✲
t❤♦r ✇❛s st✐❧❧ ✐♥ ❦✐♥❞❡r❣❛r❞❡♥ ❬✷✼❪✳



✷

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡t C ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❡ts ✐♥ R
d✱ ❛♥❞ ❧❡t P ⊆ Rd✳ ❲❡ s❛② t❤❛t C ✐s ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣

♦❢ P ✐❢ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ P ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛t ❧❡❛st m ♠❡♠❜❡rs ♦❢ C✳ ❆ 1✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ❝♦✈❡r✐♥❣✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ m ❝♦✈❡r✐♥❣s ✐s ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦st❧②
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ P ✐s ❛ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ R

d✳

❙♣❤❡r❡ ♣❛❝❦✐♥❣s ❛♥❞ ❝♦✈❡r✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❝❡♥t✉r✐❡s✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✱ ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱
❛♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t② q✉❡st✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡✿ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ♠♦st ✏❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✑ ✭✐✳❡✳✱ ❧❡❛st ❞❡♥s❡✮ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣
♦❢ s♣❛❝❡ ❜② ✉♥✐t ❜❛❧❧s ♦r ❜② tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞②❄ ■t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ♠❛♥②
❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧
❧❛tt✐❝❡✲❧✐❦❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s ❬✶✹✱✶✺❪✳ ❉♦❡s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✏t❤✐❝❦✑
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t✐❡s❄

❆❜♦✉t ✶✺ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s r❛✐s❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛❞ ❤♦❝ s❡♥s♦r
♥❡t✇♦r❦s❀ s❡❡ ❋❡✐❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪✱ ❇✉❝❤s❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ❬✻❪✳ ■♥ t❤❡ ✕ ❜② ♥♦✇ r❛t❤❡r ❡①t❡♥s✐✈❡ ✕
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❡♥s♦r ❝♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ✈❡rs✐♦♥
✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣❤r❛s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ P ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢
s❡♥s♦rs✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r r❛♥❣❡ ♦❢ ✉♥✐t r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❛ ❜❛tt❡r② ♦❢
✉♥✐t ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ P ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st m s❡♥s♦rs✱
t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs✱ C✱ ❢♦r♠s ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ P ✳ ■❢ C ❝❛♥
❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ k ❝♦✈❡r✐♥❣s C1, . . . ,Ck✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ❢♦r
❛t ❧❡❛st k ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛t t✐♠❡ i✱ ✇❡ ❝❛♥ s✇✐t❝❤ ♦♥ ❛❧❧ s❡♥s♦rs ✇❤♦s❡ r❛♥❣❡s
❜❡❧♦♥❣ t♦ Ci (1 ≤ i ≤ k)✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ k✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st
♣♦ss✐❜❧❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

Pr♦❜❧❡♠ ✶ ✭P❛❝❤✱ ✶✾✽✵ ❬✸✶❪✮✳ ■s ✐t tr✉❡ t❤❛t ❡✈❡r② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤
✉♥✐t ❞✐s❦s s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t m ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡❄

■♥ ❛ ❧♦♥❣ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ▼❛♥✐ ❛♥❞ P❛❝❤ ❬✷✼❪ ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦
t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇❛s ✐♥ t❤❡ ❛✣r♠❛t✐✈❡ ✇✐t❤ m ≤ 33✳ P❛❝❤ ❬✸✺❪ ✇❛r♥❡❞ t❤❛t t❤✐s ✏❤❛s ♥❡✈❡r
❜❡❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✈❡r✐✜❡❞✳✑ ❲✐♥❦❧❡r ❬✹✷❪ ❡✈❡♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✉❡
✇✐t❤ m = 4✳ ❋♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵ ②❡❛rs✱ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥②
♦♣❡♥ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✭✐✳❡✳✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡t✮ C✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m =
m(C) s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦
❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✸✷❪ ❢♦r ❝❡♥tr❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s
C✳ ■t t♦♦❦ ❛❧♠♦st ✷✺ ②❡❛rs t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t t♦ ❛❧❧ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s ❬✹✵✱✸✽❪✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❆❧♦✉♣✐s ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ❛♥❞ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❱❛r❛❞❛r❛❥❛♥ ❬✶✾❪ t❤❛t ✐♥
t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r k✱ ❡✈❡r② ❛t ❧❡❛st bk✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❧✐ts ✐♥t♦ k ❝♦✈❡r✐♥❣s✱
✇❤❡r❡ b = b(C) ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❙❡❡ ❬✸✸✱✸✻✱✸✹❪✱ ❢♦r s✉r✈❡②s✳

❍❡r❡ ✇❡ ❞✐s♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✶✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡
✇✐t❤ ♦♣❡♥ ✉♥✐t ❞✐s❦s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ 2 ❝♦✈❡r✐♥❣s✳

❖✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ▲❡t C ❜❡ ❛♥② ♦♣❡♥ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥✈❡① s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✉♣♣♦rt✐♥❣
❧✐♥❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛t t❤❡✐r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❛♥❣❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥t❡❣❡r m✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C t❤❛t ❝❛♥♥♦t
❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ 2 ❝♦✈❡r✐♥❣s✳



✸

✭❛✮ ❚❤❡ ❞✐s❦s ❢♦r♠ ❛ 2✲❢♦❧❞ ❝♦✈✲
❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡
❝♦❧♦rs ❣✐✈❡ ❛ s♣❧✐t ✐♥t♦ 2 ❝♦✈❡r✲
✐♥❣s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ t❤❛t
❢♦r ❛♥② m t❤❡r❡ ✐s ❛♥ m✲❢♦❧❞
❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❜② ❞✐s❦s
t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t s♣❧✐t✳

✭❜✮ ❚❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛s ❢♦r♠ ❛ 2✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❣r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡✱ ❜✉t ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ✇❡
2✲❝♦❧♦r t❤❡♠✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♥♦t ❝♦✈✲
❡r❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦rs✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❛❝t✲
♥❡ss ❛r❣✉♠❡♥t✱ t❤❛t ❛♥② 3✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛
❝❧♦s❡❞ tr✐❛♥❣❧❡ ❜② t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥
♣❛r❛❜♦❧❛ s♣❧✐ts ✐♥t♦ 2 ❝♦✈❡r✐♥❣s✳

❋✐❣✳ ✶✳ ❚✇♦ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❆s ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥ Q✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♠❛❧❧❡st
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m(Q) s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② m(Q)✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s
♦❢ Q s♣❧✐ts ✐♥t♦ 2 ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t supm(Q) = ∞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r
❛❧❧ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s Q✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡①
n✲❣♦♥s ✇✐t❤ n t❡♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❇② ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t
❞✐s❦ C s❛t✐s✜❡s m(C) < +∞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳

Pr♦❜❧❡♠ ✷✳ ❉♦❡s t❤❡r❡ ❡①✐st✱ ❢♦r ❛♥② n > 3✱ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r m(n) s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥✈❡①
n✲❣♦♥ Q s❛t✐s✜❡s m(Q) ≤m(n)❄

❋♦r ❛♥② tr✐❛♥❣❧❡ T ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤❛t t❛❦❡s ✐t ✐♥t♦
❛♥ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ T0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ m(T ) = m(T0) ❛♥❞ m(3) ✐s ✜♥✐t❡✳ ❋♦r
n = 4✱ Pr♦❜❧❡♠ ✷ ✐s ♦♣❡♥✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ♦✉r s♦❜❡r✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✶ ❛♥❞ ✐ts ❛♥❛❧♦❣✉❡s ✐♥ ❤✐❣❤❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❝♣✳ ❬✷✼❪✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢
t❤❡✐r ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ s♣❧✐tt❛❜❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♥❡①t✱ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧t✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ Rd ✇✐t❤ ✉♥✐t ❜❛❧❧s ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ 2 ❝♦✈❡r✐♥❣s✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t♦♦ ♠❛♥② ❜❛❧❧s✳ ✭❲❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥♥♦❝❡♥t❧②
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❤❡❛✈✐❧② ❝♦✈❡r❡❞ ♣♦✐♥ts ♠❛❦❡ ✐t ♦♥❧② ❡❛s✐❡r t♦ s♣❧✐t ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳✮

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❋♦r ❡✈❡r② d ≥ 2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t cd ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣❡rt②✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m✱ ❛♥② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ Rd ✇✐t❤ ✉♥✐t ❜❛❧❧s ❝❛♥
❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥
cd2

m/d ❜❛❧❧s✳



✹

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲♦✈ás③ ❧♦❝❛❧ ❧❡♠♠❛ ❬✶✵❪✱
❛♥❞ ✐t ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❬✷❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✭s❡❡ ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✺✳✷✮✳

❖♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡ts ❜❡❤❛✈❡ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡
❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥❡s✳ ■t t✉r♥s ♦✉t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① s❡t ❛♥❞ ❧❡t P ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② 3✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ P ⊂ R2 ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦
t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s ♦❢ P ✳

■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐❢ P ✐s ❛♥②
❝♦♠♣❛❝t s❡t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛♠✐❧② C ♦❢ ♦♣❡♥ ✉♥✐t ❞✐s❦s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t P ⊂ R2 s✉❝❤ t❤❛t
C ✐s ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ P t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛♥
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ C ′ ✐♥ R

3✱ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ R2 ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❞✐s❦✳
❚❛❦❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ′ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ C✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❡s ❢♦r♠ ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ P t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♣❧✐t
✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳

❋♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r ✐❢
✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s✦ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s
tr✉❡ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡✲❢r❡❡ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① s❡t ✐♥ R
d✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r②

❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ Rd ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥t♦ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②✱
❝♦✈❡r✐♥❣s✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t C ✐s ❧✐♥❡✲❢r❡❡ ✭✐✳❡✳✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧
❧✐♥❡✮ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■❢ C ❝♦♥t❛✐♥s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t
♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ l ❛♥❞ ❛ (d − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① s❡t C ′✳ ❆♥② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
C ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ✐♥ R

d ✐s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ (d − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ′✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ C ✇✐t❤ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ l✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ Rd ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C
❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉tm✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣s
♦❢ Rd−1 ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ′✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✐s ❢❛❧s❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t C ✐s ♦♣❡♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡r② 2✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ C ❝❛♥
❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❲❡ ♦♠✐t t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛s ✐t r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❧❛✐♠ ❛❜♦✉t
✐♥t❡r✈❛❧s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❝❧❛✐♠ ✐s ❢❛❧s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡t C ′ ⊂ R3 ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✳ ❖♥❡
❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C = C ′ × [0,∞) ⊂ R4 ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢
R

4 ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t✐♠❡s✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳

❖✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆❛s③ó❞✐ ❛♥❞ ❚❛s❝❤✉❦ ❬✸✵❪✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C ′ ❝❛♥ ❜❡ r❛t❤❡r ✏❡rr❛t✐❝✳✑ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r
s✉✣❝✐❡♥t❧② t❤✐❝❦ ❝♦✈❡r✐♥❣s ♦❢ R3 ❜② tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡✲❢r❡❡ ❝♦♥✈❡① s❡t ❝❛♥
❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s ♦r ♥♦t✳



✺

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✏❞✉❛❧✑ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ q✉❡st✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛♠✐❧② C = {Ci ∶ i ∈ I} ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛ s❡t C ⊂ R

d t❤❛t ❢♦r♠ ❛♥ m✲❢♦❧❞
❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ P ⊆ R

d✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t C ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ 0✳
❋♦r ❡✈❡r② i ∈ I✱ ❧❡t ci ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ Ci t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 0 ∈ C✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✇❡ ❤❛✈❡ C = {C + ci ∶ i ∈ I}✳ ❆ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ p ∈ P ❛ tr❛♥s❧❛t❡ ♦❢ −C✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ C
❛❜♦✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❜② s❡tt✐♥❣ C∗p = −C + p✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t

p ∈ Ci ⇐⇒ ci ∈ C
∗
p .

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t C ❢♦r♠s ❛♥m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ P ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣❡rt②✿ ❊✈❡r② ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② C∗ = {C∗p ∶ p ∈ P} ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st m ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ {ci ∶ i ∈ I}✳ ❚❤✉s✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❤r❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✉❛❧ ❢♦r♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✬ ❋♦r ❡✈❡r② m ≥ 2✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts P ∗ = P ∗(m) ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡✈❡r② ♦♣❡♥ ✉♥✐t ❞✐s❦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st m ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ∗✱ ❛♥❞ ♥♦ ♠❛tt❡r
❤♦✇ ✇❡ ❝♦❧♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ∗ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦❧♦rs✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐t ❞✐s❦ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧
♣♦✐♥ts ✐♥ ✐t ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✳

❆ s❡t s②st❡♠ ♥♦t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ♣r♦♣❡rt② ❇ ✭✐♥ ❤♦♥♦r ♦❢
❇❡r♥st❡✐♥✮ ♦r ✐s 2✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❬✷✾✱✾✱✸✾❪✮✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ ❝♦❧♦r✐♥❣s ❬✶✷❪ ❛♥❞ ❤❛✈❡ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ε✲♥❡ts✱
❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡t ❝♦✈❡rs ❛♥❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ❬✷✶✱✸✹✱✶✱✹✶✱✶✽❪✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡
❚❤❡♦r❡♠ ✶✬ ✐♥ 3 st❡♣s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦♥✲2✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ m✲✉♥✐❢♦r♠
❤②♣❡r❣r❛♣❤s H(k, l)✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ♣❧❛♥❛r ✏r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✑ ♦❢ t❤❡s❡ ❤②♣❡r✲
❣r❛♣❤s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✭❤②♣❡r✮❡❞❣❡s t♦ ✉♥✐t ❞✐s❦s✱
♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t
✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ❡✈❡r② ❞✐s❦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st m ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲♦✈ás③ ❧♦❝❛❧ ❧❡♠♠❛✱ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❡ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❛♥❞ ♠❡♥t✐♦♥
❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ t♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥✈❡①
❜♦❞✐❡s ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦✈❡r✐♥❣s ✇✐t❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡ts✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✱ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✳

✷ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦♥✲2✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s H(k, l)

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs k ❛♥❞ l✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❤②♣❡r✲
❣r❛♣❤ H(k, l) ✇✐t❤ ✈❡rt❡① s❡t V (k, l) ❛♥❞ ❡❞❣❡ s❡t E(k, l)✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s H(k, l)
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ s❡t E(k, l) ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s❡ts✱
E(k, l) = ER(k, l)⊍EB(k, l)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts R ❛♥❞ B st❛♥❞ ❢♦r r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡✳ ❆❧❧
❡❞❣❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ER(k, l) ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ s✐③❡ k✱ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ EB(k, l) ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢
s✐③❡ l✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ H(k, l) ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ k✲✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❛♥ l✲✉♥✐❢♦r♠ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳
■❢ k = l =m✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ m✲✉♥✐❢♦r♠ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ▲❡t k ❛♥❞ l ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳

✶✳ ❋♦r k = 1✱ ❧❡t V (1, l) ❜❡ ❛♥ l✲❡❧❡♠❡♥t s❡t✳
❙❡t ER(1, l) ∶= V (1, l) ❛♥❞ EB(1, l) ∶= {V (1, l)}✳



✻

p

V (3, 2) V (2, 3)

❋✐❣✳ ✷✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H(3,3) ✇✐t❤ ✭❛r❜✐tr❛r✐❧②✮ ✷✲❝♦❧♦r❡❞ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❧✉❡
✭❞❛s❤❡❞✮ s❡t ✇✐t❤ 3 ❜❧✉❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦r ❛ r❡❞ ✭s♦❧✐❞✮ s❡t ✇✐t❤ 3 r❡❞ ✈❡rt✐❝❡s✳

✷✳ ❋♦r l = 1✱ ❧❡t V (k,1) ❜❡ ❛ k✲❡❧❡♠❡♥t s❡t✳
❙❡t ER(k,1) ∶= {V (k,1)} ❛♥❞ EB(k,1) ∶= V (k,1)✳

✸✳ ❋♦r ❛♥② k, l > 1✱ ✇❡ ♣✐❝❦ ❛ ♥❡✇ ✈❡rt❡① p✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ ❧❡t

V (k, l) ∶= V (k − 1, l) ⊍ V (k, l − 1) ⊍ {p},
ER(k, l) ∶= {e ∪ {p} ∶ e ∈ ER(k − 1, l)} ∪ER(k, l − 1),
EB(k, l) ∶= EB(k − 1, l) ⊍ {e ∪ {p} ∶ e ∈ EB(k, l − 1)}.

❇② r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

∣V (k, l)∣ = (k + l
k
) − 1,

∣ER(k, l)∣ = (k + l − 1
k

), ∣EB(k, l)∣ = (k + l − 1
l
),

∣E(k, l)∣ = ∣ER(k, l)∣ + ∣EB(k, l)∣ = (k + l
k
).

▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ✭❬✸✼❪✮ ❋♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs k, l✱ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H(k, l) ✐s ♥♦t 2✲
❝♦❧♦r❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ V (k, l) ✇✐t❤ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥
ER(k, l) s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ ✐ts k ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ r❡❞ ♦r ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ EB(k, l) s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢
✐ts l ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❜❧✉❡✳

❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ❢r♦♠ ❬✸✼❪✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♦♥ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ k ❛♥❞ l✱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❘❛♠s❡②✬s t❤❡♦r❡♠ ❜② ❊r❞➤s ❛♥❞
❙③❡❦❡r❡s ❬✶✶❪✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ V (k, l) ✇✐t❤ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❡❞❣❡ ✐♥ ER(k, l) s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ ✐ts k ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ r❡❞ ♦r ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ EB(k, l) s✉❝❤ t❤❛t
❛❧❧ ♦❢ ✐ts l ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❜❧✉❡✳



✼

❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t k = 1✳ ■❢ ❛♥② ✈❡rt❡① ✐♥ V (1, l) ✐s r❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ r❡❞ s✐♥❣❧❡t♦♥
❡❞❣❡ ✐♥ H(1, l)✳ ■❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ V (1, l) ❛r❡ ❜❧✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✭♦♥❧②✮ ❡❞❣❡ V (1, l) ∈ EB(1, l)
❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❜❧✉❡ ♣♦✐♥ts✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s tr✉❡ ✐❢ l = 1✳

❙✉♣♣♦s❡ ♥❡①t t❤❛t k, l > 1✳ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ r♦♦t p ✐s r❡❞✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉❜❤②♣❡r❣r❛♣❤ H(k−1, l) ⊂H(k, l) ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ V (k−1, l)✳
■❢ ✐t ❤❛s ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ r❡❞ ❡❞❣❡ e ∈ ER(k − 1, l)✱ t❤❡♥ e ∪ {p} ∈ ER(k, l) ✐s r❡❞✳ ■❢
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜❧✉❡ ❡❞❣❡ ✐♥ EB(k − 1, l)✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❞♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ EB(k, l)✳
❋♦r ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s H(k, l) r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤❡r❡❞✐t❛r② ❞✐s✲
❝r❡♣❛♥❝②✱ s❡❡ ▼❛t♦✉➨❡❦ ❬✷✽❪✳

✸ ●❡♦♠❡tr✐❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s H(k, l)

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✬✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✑ ❋♦r ❡✈❡r② m ≥ 2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t P = P (m) ⊂ R
2 ❛♥❞ ❛

✜♥✐t❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✉♥✐t ❞✐s❦s C = C(m) ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡✈❡r② ♠❡♠❜❡r ♦❢ C ❝♦♥t❛✐♥s
❛t ❧❡❛st m ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ✱ ❛♥❞ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ✇❡ ❝♦❧♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ✇✐t❤ t✇♦
❝♦❧♦rs✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐s❦ ✐♥ C s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✐t ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✳

❲❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H(k, l) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❞✐s❦s✳ ❚❤❡
✈❡rt❡① s❡t V (k, l) ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ ♣♦✐♥t s❡t P (k, l) ⊂ R2✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ s❡ts✱ ER(k, l) ❛♥❞
EB(k, l)✱ t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♦♣❡♥ ✉♥✐t ❞✐s❦s✱ CR(k, l) ❛♥❞ CB(k, l)✱ s♦ t❤❛t ❛ ✈❡rt❡① ❜❡❧♦♥❣s
t♦ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s❦✳
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

●✐✈❡♥ t✇♦ ✉♥✐t ❞✐s❦s C,C ′✱ ❧❡t d(C,C ′) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs✳
❲❡ ✜① ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡
t♦♣♠♦st ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❞✐s❦✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶ ❋♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs k, l ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ε > 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t
P = P (k, l) ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦♣❡♥ ✉♥✐t ❞✐s❦s C(k, l) = CR(k, l) ⊍ CB(k, l) ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✶✳ ❆♥② ❞✐s❦ C ∈ CR(k, l) ✭r❡s♣✳ CB(k, l)✮ ❝♦♥t❛✐♥s ♣r❡❝✐s❡❧② k ✭r❡s♣✳ l✮ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ✳
✷✳ ❋♦r ❛♥② ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ P ✇✐t❤ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s❦ ✐♥ CR(k, l) s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢

✐ts ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡❞ ♦r ❛ ❞✐s❦ ✐♥ CB(k, l) s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥t ❛r❡ ❜❧✉❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ P
❛♥❞ C(k, l) r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H(k, l) ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡♥s❡✳

✸✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ❢r♦♠ P ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ −ε < x < ε ❛♥❞ −ε2 < y < ε2✳
✹✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛♥② ❞✐s❦ ❢r♦♠ CR(k, l)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ −ε < x < ε

❛♥❞ −ε2 < y − 1 < ε2✳
✺✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛♥② ❞✐s❦ ❢r♦♠ CB(k, l)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ −ε < x < ε

❛♥❞ −ε2 < y + 1 < ε2✳
✻✳ ❚❤❡ t♦♣♠♦st ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❞✐s❦ C ∈ C(k, l) ❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡

❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ C(k, l)✳
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✏❢❛r ❛✇❛②✑ t❤❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s CR ❛♥❞ CB ❧♦♦❦

❧✐❦❡ t✇♦ t♦✉❝❤✐♥❣ ❞✐s❦s✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t♦✉❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡
s❡❣♠❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❞✐s❦s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✈❡rt✐❝❛❧
✇✐t❤ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ CR ❧②✐♥❣ ✏❛❜♦✈❡✑ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ CB ✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ▼♦st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✻ ✐s
❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✿ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳



CR(k, 1)

CB(k, 1)

✭❛✮ ❙t❛rt✐♥❣ st❡♣✿ C(k,1)✳

CR(2, 2)

CB(2, 2)

✭❜✮ C(2,2) ♠❛❣♥✐✜❡❞ ✭❛♥❞ ❛ ❜✐t ❞✐s✲
t♦rt❡❞ ❢♦r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✮✳

p (root)

P (k − 1, l)

P (k, l − 1)CR(k − 1, l)

CR(k, l − 1)

CB(k − 1, l)

CB(k, l − 1)

✭❝✮ ■♥❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✳

❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳



✾

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ε < 1/10✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦
s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r k = 1 ♦r l = 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉❝❤ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✉♥✐t ❞✐s❦s ❢♦r ❛♥② ε > 0✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮✳ ❚❤❡ ❢❛♠✐❧② C(2,2) ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛② ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t k, l ≥ 2 ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥str✉❝t❡❞ P (k − 1, l) ❛♥❞ C(k − 1, l)✱
❛♥❞ P (k, l − 1) ❛♥❞ C(k, l − 1)✱ ❢♦r s♦♠❡ ε(k − 1, l) < ε/100 ❛♥❞ ε(k, l − 1) < ε/100✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ P (k, l)✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ t❤❡ r♦♦t p ♦❢ H(k, l) ✐♥t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ (0,0)✱ ❛♥❞
✇❡ s❤✐❢t ✭tr❛♥s❧❛t❡✮ P (k − 1, l) ❛♥❞ P (k, l − 1) ✐♥t♦ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r r♦♦ts
❛r❡ ❛t (−ε/3,−ε2/10) ❛♥❞ (ε/3, ε2/10)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱
t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❝♦♣✐❡s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ P (k − 1, l) ❛♥❞ P (k, l − 1)✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❝✮✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ P ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

−ε < −(ε/3 + ε(k − 1, l) + ε(k, l − 1)) < x < ε/3 + ε(k − 1, l) + ε(k, l − 1) < ε
❛♥❞

−ε2 < −(ε2/10 + ε2(k − 1, l) + ε2(k, l − 1)) < y < ε2/3 + ε2(k − 1, l) + ε2(k, l − 1) < ε2.
❚❤✉s✱ ♣r♦♣❡rt② ✸ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❤♦❧❞s✳

❚❤❡ ❢❛♠✐❧② C(k, l) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ C(k −
1, l) ❛♥❞ C(k, l − 1)✱ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❝t♦rs ❛s P (k − 1, l) ❛♥❞✱ r❡s♣✳ P (k, l −
1) ✇❡r❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❝♦♣✐❡s✳ ❚♦ ✈❡r✐❢②
♣r♦♣❡rt✐❡s ✹ ❛♥❞ ✺✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ r❡♣❡❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ y✲
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜❡✐♥❣ s❤✐❢t❡❞ 1 ❤✐❣❤❡r ✭r❡s♣✳ 1 ❧♦✇❡r✮✳

◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts P (k, l) ❛♥❞ s❡t ♦❢ ❞✐s❦s C(k, l) r❡❛❧✐③❡ t❤❡
❤②♣❡r❣r❛♣❤ H(k, l) ✭♣r♦♣❡rt✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐❢ C ∈ CR(k − 1, l)
❛♥❞ s ∈ P (k, l − 1)✱ t❤❡♥ s ∉ C ❜✉t p = (0,0) ∈ C✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ C
❛r❡ ( − ε/3 ± ε(k − 1, l),1 − ε2/10 ± ε2(k − 1, l)) ✭✇❤❡r❡ ❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ±z
❞❡♥♦t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ −z ❛♥❞ z✮✱ s♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ p ❢r♦♠ C ✐s ❛t ♠♦st(ε/3 + ε(k − 1, l))2 + (1 − ε2/10 + ε2(k − 1, l))2 < 1✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ s ❛r❡ (ε/3 ± ε(k, l − 1), ε2/10 ± ε2(k, l − 1))✱ t❤✉s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ C ✐s ❛t ❧❡❛st

(2ε/3 − ε(k − 1, l) − ε(k, l − 1))2 + (1 − 2ε2/10 − ε2(k − 1, l) − ε2(k, l − 1))2 > 1.
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✐❢ C ∈ CB(k, l − 1) ❛♥❞ s ∈ P (k − 1, l)✱ t❤❡♥ s ∉ C ❜✉t p = (0,0) ∈ C✳

▲❡t C ∈ CR(k, l − 1) ❛♥❞ s ∈ P (k − 1, l)✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t p, s ∉ C✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ C ❛r❡ (ε/3 ± ε(k, l − 1),1 + ε2/10 ± ε(k, l − 1))✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

♦❢ p ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ C ✐s ❛t ❧❡❛st (ε/3 − ε(k, l − 1))2 + (1 + ε2/10 − ε(k, l − 1))2 > 1✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ C ∈ CR(k − 1, l)✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
✐❢ C ∈ CB(k − 1, l) ❛♥❞ s ∈ P (k, l − 1)✱ t❤❡♥ p, s ∉ C✳ ❆s t❤❡ ❞✐s❦s ✐♥ C(k, l − 1) ✭r❡s♣✳
C(k − 1, l)✮ ❝♦♥t❛✐♥ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ P (k, l − 1) ✭r❡s♣✳ P (k − 1, l)✱ ❛s ❜❡❢♦r❡
t❤❡ s❤✐❢t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H(k, l)✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷
❤♦❧❞✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣♠♦st ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❞✐s❦ C ∈

C(k, l) ❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ C(k, l) ✭♣r♦♣❡rt② ✻✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ♦✉r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❦s ❛r❡ ❝❡♥tr❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t
❢♦r t❤❡ t♦♣♠♦st ♣♦✐♥ts✳ ■❢ C ∈ CR(k, l − 1)✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✐ts t♦♣♠♦st ♣♦✐♥t ❛r❡(ε/3±ε(k, l−1),2+ε2/10±ε2(k, l−1))✳ ■❢ C ∈ CR(k−1, l)✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✐ts t♦♣♠♦st

♣♦✐♥t ❛r❡ ( − ε/3± ε(k − 1, l),2− ε2/10± ε2(k − 1, l))✳ ■❢ C ∈ CB(k, l − 1)✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ ✐ts t♦♣♠♦st ♣♦✐♥t ❛r❡ (ε/3 ± ε(k, l − 1),−2 + ε2/10 ± ε2(k, l − 1))✳ ■❢ C ∈ CB(k − 1, l)✱
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✐ts t♦♣♠♦st ♣♦✐♥t ❛r❡ ( − ε/3 ± ε(k − 1, l),−2 − ε2/10 ± ε2(k − 1, l))✳



✶✵

■❢ C ∈ CR(k, l−1)✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐ts t♦♣♠♦st ♣♦✐♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞
❜② ❛♥② ♦t❤❡r ❞✐s❦ ❢r♦♠ C(k, l − 1)✳ ◆♦r ❝❛♥ ✐t ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ❞✐s❦✱ ❛s t❤❡
t♦♣♠♦st ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞✐s❦s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ ✐t ✭✐✳❡✳✱ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r y✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳ ■❢
C ∈ CR(k−1, l)✱ t❤❡♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✐ts t♦♣♠♦st ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
s♦♠❡ C ′ ∈ CR(k, l − 1) ✐s ❛t ❧❡❛st

(2ε/3 − ε(k, l − 1) − ε(k − 1, l))2 + (1 − 2ε2/10 − ε2(k, l − 1) − ε2(k − 1, l))2 > 1.
■❢ C ∈ CB(k, l − 1)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✐ts t♦♣♠♦st ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ s♦♠❡
C ′ ∈ CR(k − 1, l) ✐s ❛❧s♦ ❛t ❧❡❛st

(2ε/3 − ε(k, l − 1) − ε(k − 1, l))2 + (1 − 2ε2/10 − ε2(k, l − 1) − ε2(k − 1, l))2 > 1.
■♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ tr✐✈✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 1✳ ❚❤✐s
❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✻ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

✹ ❆❞❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ P ✕ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✬

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✑ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✬ ✭✇❤✐❝❤
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✶✑ ❛♥❞ ✶✬
✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐t ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② ✉♥✐t ❞✐s❦ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t
❧❡❛st m ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t P ∗ = P ∗(m)✳ ❚❤❡ s❡t P = P (m,m) ❝♦♥str✉❝t❡❞
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜① t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞ ❛❧❧
♣♦✐♥ts ♥♦t ✐♥ ∪C(m,m) t♦ t❤❡ s❡t P ✭♦r r❛t❤❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♥s❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜s❡t ♦❢
R

2 ∖ ∪C(m,m)✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t P ∗ ♠❡❡ts t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✶✬✱ ❛❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶ ◆♦ ✭♦♣❡♥✮ ✉♥✐t ❞✐s❦ C ∉ C(k, l) ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ∪C(k, l)✳
❋♦r ❢✉t✉r❡ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥

✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t C ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ t♦♣♠♦st
♣♦✐♥t t ❛♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥t b✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C ✐♥t♦ t✇♦
❝❧♦s❡❞ ❛r❝s✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❧❡❢t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝ ❛♥❞ ❛ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ C ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡①♣♦s❡❞ ✐❢ t❤❡ t♦♣♠♦st
❛♥❞ ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐ts ♠❡♠❜❡rs ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r
♦❢ C✳

❇② t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s❦s C(k, l) ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸ ▲❡t C ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❡①♣♦s❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞②
C ✇✐t❤ ✉♥✐q✉❡ t♦♣♠♦st ❛♥❞ ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥ts✳ ■❢ C ∉ C✱ t❤❡♥ C /⊆ ∪C✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ■❢ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝s ♦❢ t✇♦ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡♥ t❤❡
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡s ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ t♦♣♠♦st ♦r ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t C1 ❛♥❞ C2 ❜❡ t❤❡ t✇♦ tr❛♥s❧❛t❡s✱ ❛♥❞ ❧❡t γi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✈❡① ❝✉r✈❡
❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝ ♦❢ Ci ❛♥❞ t❤❡ str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✐ts t✇♦
❡♥❞♣♦✐♥ts ✭t❤❡ t♦♣♠♦st ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥ts ♦❢ Ci✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s γ1 ❛♥❞ γ2 ❛r❡
tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡② ♠✉st ❝r♦ss t✇✐❝❡✳ ✭❆t ❛ ❝r♦ss✐♥❣✱
♦♥❡ ❝✉r✈❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✱ t❤❡♥ ✐t s❤❛r❡s ❛♥ ❛r❝ ✇✐t❤ ✐t✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ❡♥t❡rs t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r✳✮ ■t ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ ❝r♦ss✐♥❣s
♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ t❤❡
❝✉r✈❡s✱ s❛②✱ γ1✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t✱ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ t♦♣♠♦st ♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠♠♦st
♣♦✐♥t ♦❢ C1✱ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ C2

Pr♦♦❢ ✭♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✮✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ❢♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t C ⊆ ∪C✳ ❇② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡
♠❡♠❜❡rs ♦❢ C ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t C ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s
t❤❛t ❝♦✈❡rs C✳ ❚❤❡♥ C ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ✭❛t ❧❡❛st✮ t❤r❡❡ tr❛♥s❧❛t❡s✱
C1,C2,C3 ∈ C✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♠♦st ❛♥❞ ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s❧❛t❡s ❝❛♥ ❜❡
❝♦✈❡r❡❞ ❜② C✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ C✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t C ✐s ❡①♣♦s❡❞✳

❚❤✉s✱ C ✐♥t❡rs❡❝ts ❡✐t❤❡r t❤❡ ❧❡❢t ♦r t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝ ♦❢ ❡✈❡r② Ci✳ ❲✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t C ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝s ♦❢ C1 ❛♥❞ C2✳
❚❤❡s❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❝s ♠✉st ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥s✐❞❡ C✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ C1 ∩ C ⊆ C2 ∩ C ♦r
C2 ∩C ⊆ C1 ∩C✱ ❛♥❞ C ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹
t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ t♦♣♠♦st ♦r ❜♦tt♦♠♠♦st ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ❡✈❡r② ❞✐s❦ ✐♥ C(m,m) ❝♦♥t❛✐♥s
❛t ♠♦st ∣P (m,m)∣ < 2

2m ♣♦✐♥ts✳ ❆t t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ♠❛♥② ♥❡✇ ♣♦✐♥ts t♦ P ✳
❲❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❧②✐♥❣ ✐♥ ❛ ✉♥✐t ❞✐s❦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠
❛❜♦✈❡ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(m)✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❜❡st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❄ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ♦✉r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ε(m,m) ≤ 100−2mε(1,1)✳

✺ ❇♦✉♥❞❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣s

❲❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✐♥ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲♦✈ás③ ❧♦❝❛❧ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ✭❊r❞➤s✲▲♦✈ás③ ❬✶✵❪✮ ▲❡t k,m ≥ 2 ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ■❢ ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r✲
❣r❛♣❤ ❤❛s ❛t ❧❡❛st m ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st km−1/4(k − 1)m ♦t❤❡r
❡❞❣❡s✱ t❤❡♥ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s♦ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ✈❡rt❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r✳

▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ R
d✳ ●✐✈❡♥ n ♠❡♠❜❡rs C1, . . . ,Cn ♦❢ C✱ ❛ss✐❣♥ t♦

❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ Rd ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❝t♦r c(x) = (c1(x), . . . , cn(x))✱ ✇❤❡r❡ ci(x) = 1 ✐❢
x ∈ Ci ❛♥❞ ci(x) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❝t♦rs s❤♦✇s ❤♦✇
♠❛♥② ✏♣✐❡❝❡s✑ C1, . . . ,Cn ❝✉t t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ s❤❛tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
π∗C(n)✱ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ♦✈❡r ❛❧❧ n✲t✉♣❧❡s C1, . . . ,Cn ∈ C✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❤❡♥ C ✐s t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦♣❡♥ ❜❛❧❧s ✐♥ R

d✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t

π
∗
C(n) ≤ (n − 1

d
) + d∑

i=0

(n
i
) ≤ nd

, ✭✶✮

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t 2 ≤ d ≤ n✳



✶✷

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♦♣❡♥ s❡ts ✐♥ R
d ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ❛t ♠♦st D ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡

❛t ❧❡❛st v✳ ▲❡t π(n) = π∗C(n) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✉❛❧ s❤❛tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ C✱ ❛♥❞ ❧❡t Bd ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ✐♥ R

d✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m✱ ❛♥② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ Rd ✇✐t❤
♠❡♠❜❡rs ♦❢ C s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞
♠♦r❡ t❤❛♥ v

(2D)dV olBd
π−1(2m−3) t✐♠❡s✱ ✇❤❡r❡ V olBd ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Bd✳

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ R
d ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ M

t✐♠❡s✱ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H = (V,E)✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t V ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ C
t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ Rd✱ ❛ss✐❣♥ ❛ ✭❤②♣❡r✮❡❞❣❡ e(x)✿ t❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ x✳ ✭❊✈❡r② ❡❞❣❡ ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳✮
❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t x ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st m ♠❡♠❜❡rs ♦❢ C✱ ❡✈❡r② ❡❞❣❡ e(x) ∈ E ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❛t ❧❡❛st m ♣♦✐♥ts✳

❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❡❞❣❡s e(x), e(y) ∈ E ✇✐t❤ e(x) ∩ e(y) ≠ ∅✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r
♦❢ C t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ x ❛♥❞ y✱ s♦ t❤❛t y ♠✉st ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧ B(x,D) ♦❢ r❛❞✐✉s D

❛r♦✉♥❞ x✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ y ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧ B(x,2D)
♦❢ r❛❞✐✉s 2D ❛r♦✉♥❞ x✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡♠❜❡rs ✐s ❛t ❧❡❛st v✱ ❛♥❞
♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ B(x,2D) ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ M t✐♠❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t B(x,D) ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② ❛t ♠♦st MV olB(x,2D)/v =M(2D)dV olBd/v ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣✳
❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ s❤❛tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤♦s❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❛t
✐♥t❡rs❡❝t B(x,D) ❝✉t B(x,D) ✐♥t♦ ❛t ♠♦st π(M(2D)dV olBd/v) ♣✐❡❝❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ H✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ H
t❤❛t ❝❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ❡❞❣❡ e(x) ∈ E✱ ✇❡ ❤❛✈❡

N ≤ π(M(2D)dV olB
d/v).

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ✭❢♦r k = 2✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t
✐♥t♦ t✇♦✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ✐s 2✲❝♦❧♦r❛❜❧❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t N ≤ 2m−3✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✉♥✐t ❜❛❧❧s ✐♥ R
d✱ ✇❡ ❤❛✈❡ v = V olBd✱ D = 2✱

❛♥❞✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✶✮✱ π−1(z) ≥ z1/d✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✇✐t❤ cd = 2
−2d−3/d✳

■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✐♥t♦ k > 2 ❝♦✈❡r✐♥❣s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

π(M(2D)dV olB
d/v) ≤ km−1/4(k − 1)m.

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐t ❜❛❧❧s✱ t❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r M ≤ ck,d(1 + 1

k−1
)m/d ✇✐t❤ ck,d = k

−1/d
4
−d−1/d✳

❚✇♦ s❡ts ❛r❡ ❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❜② ❛
❞✐❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ❬✷✵❪ t❤❛t
❢♦r d = 2✱ t❤❡ ❞✉❛❧ s❤❛tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss C ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢ ❛ ✜①❡❞
❝♦♥✈❡① s❡t C ✐s ❛t ♠♦st n2 − n + 2 ≤ n2✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ≥ 2✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸ ❊✈❡r② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ C ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥✈❡①
s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❜❡❧♦♥❣s
t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ 2

(m−11)/2 ♠❡♠❜❡rs ♦❢ C✳

◆❛s③ó❞✐ ❛♥❞ ❚❛s❝❤✉❦ ❬✸✵❪ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t C ✐♥ R
3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧

s❤❛tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❜②
❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ n✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✳
❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❢r♦♠ ❜❛❧❧s t♦ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✐♥
R

d✱ ❢♦r d ≥ 3✳
❋♦r s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ r❡s✉❧ts✱ s❡❡ ❇♦❧❧♦❜ás ❡t ❛❧✳ ❬✺❪✳



✶✸

✻ ❖♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❚❤❡♦r❡♠ ✷ st❛t❡s t❤❛t✱ ✐❢ C ✐s ❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✇✐t❤ t✇♦ ❛♥t✐♣♦❞❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② m✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢
R

2 ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤✐s
st❛t❡♠❡♥t ✐s ❢❛❧s❡ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥✳ ❇✉t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ C ✏❛❧♠♦st s❛t✐s✜❡s✑ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐♣♦❞❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛✐r❄

Pr♦❜❧❡♠ ✸✳ ❉♦❡s t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ✐♥t❡❣❡r m s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ R2 ✇✐t❤
tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ s❡♠✐❞✐s❦ s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s❄

❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✐s ✇✐❞❡❧② ♦♣❡♥ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜str❛❝t
s❡tt✐♥❣✱ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

Pr♦❜❧❡♠ ✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❜♦❞② C✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r m s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② m✲❢♦❧❞
❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ Rd ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❉♦❡s ✐t ❢♦❧❧♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
k > 2✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r mk s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② mk✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ Rd ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢
C s♣❧✐ts ✐♥t♦ k ❝♦✈❡r✐♥❣s❄ ■s ✐t tr✉❡ t❤❛t ✭❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❝❤ mk✮ ❡✈❡♥ mk = OC(k)❄

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✱ ❡✈❡r② 3✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t ❜② t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡s
♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① s❡t s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❑❡s③❡❣❤ ❛♥❞ Pá❧✈ö❧❣②✐ ❬✷✺❪
r❡❝❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ t♦ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥② (3k − 2)✲❢♦❧❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥t♦ k ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❚❤❡ 3k − 2 ❝❛♥ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❛❧✇❛②s ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ 2k − 1✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① s❡t✳

❆s ✇❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr✐❛♥❣❧❡ ✭✐♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❣♦♥✮ C✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r m(C) s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤
tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ C s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❑❡s③❡❣❤ ❛♥❞ t❤❡ Pá❧✈ö❧❣②✐ ❬✷✷❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s
t❤❡♦r❡♠ t♦ m✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣s ✇✐t❤ ❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡✳ ✭❚✇♦ s❡ts ❛r❡ ❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❜② ❛ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳✮ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦✉r ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ❑♦✈á❝s ❬✷✻❪
❤❛s r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❢❛❧s❡ ❢♦r ❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢ ❛♥② ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❣♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 3 s✐❞❡s✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦✈❡r✐♥❣s✱ s❡❡ ❬✹✱✺✱✼✱✽✱✶✾✱✷✸✱✷✹❪✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ❞❡❡♣❧② ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ Pr♦❢❡ss♦r P❡t❡r ▼❛♥✐✱ ✇❤♦ ♣❛ss❡❞ ❛✇❛② ✐♥ ✷✵✶✸✱
❢♦r ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ t♦♣✐❝s✱ ❛♥❞ ❤✐s ✐❞❡❛s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣
✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❬✷✼❪✳ ■t ✇❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❘❛❞♦s❧❛✈ ❋✉❧❡❦✱ ❇❛❧á③s ❑❡s③❡❣❤✱ ❛♥❞ ●é③❛
❚ót❤ ❢♦r t❤❡✐r ♠❛♥② ✈❛❧✉❛❜❧❡ r❡♠❛r❦s✳



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ◆✳ ❆❧♦♥✱ ❆ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ♣❧❛♥❛r ❡♣s✐❧♦♥✲♥❡ts✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♠♣✉t✳
●❡♦♠✳ ✹✼ ✭✷✵✶✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ✷✸✺✕✷✹✹✳

❬✷❪ ◆✳ ❆❧♦♥ ❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ❙♣❡♥❝❡r✱ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ t❤✐r❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❲✐❧❡②✲
■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s ✐♥ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❲✐❧❡②✱ ❍♦❜♦❦❡♥✱
◆❏✱ ✷✵✵✽✳

❬✸❪ ●✳ ❆❧♦✉♣✐s✱ ❏✳ ❈❛r❞✐♥❛❧✱ ❙✳ ❈♦❧❧❡tt❡✱ ❙✳ ▲❛♥❣❡r♠❛♥✱ ❉✳ ❖r❞❡♥✱ ❛♥❞ P✳ ❘❛♠♦s✱
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s ✐♥t♦ ♠♦r❡ ♣❛rts✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♠♣✉t✳ ●❡♦♠✳ ✹✹
✭✷✵✶✵✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✼✵✻✕✼✷✸✳

❬✹❪ ❆✳ ❆s✐♥♦✇s❦✐✱ ❏✳ ❈❛r❞✐♥❛❧✱ ◆✳ ❈♦❤❡♥✱ ❙✳ ❈♦❧❧❡tt❡✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ▼✳ ❍♦✛♠❛♥♥✱ ❑✳
❑♥❛✉❡r✱ ❙✳ ▲❛♥❣❡r♠❛♥✱ ▼✳ ▲❛s♦♥✱ P✳ ▼✐❝❡❦✱ ●✳ ❘♦t❡✱ ❛♥❞ ❚✳ ❯❡❝❦❡r❞t✱ ❈♦❧♦r✐♥❣
❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✐♥t s❡ts ❛♥❞ ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ✐♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❛♥❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ✼✸✕✽✹✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✽✵✸✼✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✸✳

❬✺❪ ❇✳ ❇♦❧❧♦❜ás✱ ❉✳ Pr✐t❝❤❛r❞✱ ❚✳ ❘♦t❤✈♦ÿ✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❝♦tt✱ ❈♦✈❡r✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ ❙■❆▼ ❏✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤✳ ✷✼ ✭✷✵✶✸✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ✷✹✵✕✷✺✻✳

❬✻❪ ❆✳ ▲✳ ❇✉❝❤s❜❛✉♠✱ ❆✳ ❊❢r❛t✱ ❙✳ ❏❛✐♥✱ ❙✳ ❱❡♥❦❛t❛s✉❜r❛♠❛♥✐❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❨✐✱ ❘❡str✐❝t❡❞
str✐♣ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r ❝♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❊✐❣❤t❡❡♥t❤
❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼✲❙■❆▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❖❉❆ ✷✵✵✼✮✱ ✶✵✺✻✕✶✵✻✸✱
❆❈▼✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✼✳

❬✼❪ ❏✳ ❈❛r❞✐♥❛❧✱ ❑✳ ❑♥❛✉❡r✱ P✳ ▼✐❝❡❦✱ ❛♥❞ ❚✳ ❯❡❝❦❡r❞t✱ ▼❛❦✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦❧♦r❢✉❧✱ ❏✳
❈♦♠♣✉t✳ ●❡♦♠✳ ✹ ✭✷✵✶✸✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ✷✹✵✕✷✹✻✳
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