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Einleitung. 

Zu den bemerkenswel~es~en Ergebnissen der Forschung des ]etzten 

Jahrhunder~s tiber Thermodynamik mul3 wohl die Erkenn~uis gez~ihlt 

werden, dab sich diese Disziplin frei yon jeder Hypothese begrtinden liit~t, 
die man nicht experimenteU verifizieren kann. Der Staudpunkt, auf 

welchen sich die meisten Autoren seit ftinfzig Jahren nach den gro~en 

Entdeckungen yon R. Mayer, den Messungen yon Joule  und den grund- 

legenden Arbeiten yon Clausius und yon W. Thomson stellen, ist etwa 

folgender: 
Es gibt eine physikalische Grii~e~ die mix den mechanischen GriiBen 

(M~se, Kra.~, Druck usw.) nicht identisch ist, deren Anderungen man 

dutch kalorimetrische Messungen bes~immen kann und die man W~rme 
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nennt. Die W~rme hat die Eigenschaft, unter gewissen Umstiinden mi~ 

gew~hnlicher mechanischer Arbeit vergleichbar zu sein, und geht ferner~ 

wenn zwei KSrper yon verschiedener Temperatur sich berfihren, immer 

vom w~rmeren zum k~lteren fiber, aber nie umgeke]~rh 

Obgleich nun fiber das Wesen der W~rme keine anderen Voraus- 

setzungen gemacht wurden, konnte eine Theorie aufgebau~ werden, die 

s~mtlichen Resultaten der Effahrung gerecht wird. Das Verst~indnis dieser 

Theorie wurde spiiter durch die Einffihrung eines neuen Begriffes erleichter~, 

dessen Wichtigkeit ffir die ganze Physik sich allm~hlich herausgestellb 

hatte, der Energie. Diese physikalische GrSl3e hat die Eigenschaf~, nut 

yon dem augenblicklichen Zustande der verschiedenen betrachteten Sub- 

stanzen abzuhiingen~ ein Vorzug, der der W~rme nicht zukam. 

Der erste Hauptsatz der W~rmetheorie gestaltete sich jetzt zu einer 

Definition der Energie und besagte, da~ diese GrSl~e in jedem konkreten 

Falle mit Hilfe yon mechanischen und kalorimetrischen Messungen be- 

stimm~ werden kann. 

l~un haben abet verschiedene Autoren schon bemerkt, dab diese Auf- 

fassung eine ~berbestimmtheit in sich birg~.*) Man kann die ganze 

Theorie ableiten, ohne die Existenz einer yon den gew6hnlichen mechanischen 

Gr6flen abweichenden physikalischen Gr6fle, der W~irme, vorauszusetzen. 

Dieses in allen Einzelheiten mSglichst klar darzulegen ist der Zweck 

der vorliegenden Arbei~. Man kann natfirlich eine physikalische Theorie 

auf sehr verschiedenen Wegen auseinandersetzen. Ich habe eine Anordnung 

der Schlfisse gewiihlt, die mSglichs~ wenig yon den klassischen Beweisen 

abweicht und zugleich den Parallelismus erkennen l~it~t, der notwendig 

zwischen den Behauptungen der Theorie und den Bildern, welche die 

wirklich ausgeffihrten Messungen liefern, existieren muB. 

Das wesentliche hlerkmal der bier gegebenen Darstellung beruh~ 

darauf, dab die Begriffe ,,adiaba~isch" und ,adiabatisch isoliert" nicht wie 

fiblich auf den Begriff der Energie zurfickgeffihrt, sondern dutch phy- 

sikalische Eigenschaften definiert werden. Dann kann man das Axiom 

des ersten l=Iauptsatzes so aussprechen, dab es genau der Jouleschen 

Versuchsanordnung entspricht, ~wenn man das hierzu benutzte Kalori- 

meter als ein adiabatisch isoHertes System ansieht. 

Ffir das Axiom des zweiten Hauptsatzes babe ich eine Definition 

gew~ihlt, die der Planckschen sehr verwandt ist; nut muBte letztere in 

geeigneter Weise modifiziert werden~ um die Tatsache zu beriicksichtigen~ 

*) Encyklop~die der mathem. Wiss. V 3. Bryan, Thermodynamik p. 81. J. Perrin, 
Le contenu essentiel des principes de la thermodynamique. Bullet. de la soc. fran 9. 
de philos. T. VI, 1906, p. 81. 
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dab W~rme und W~irmemenge in unserer Darstellungsweise noch gar 

nicht definiert sind. 

Die Bedingungen, unter we]chen eine adiabatische Zustandsiinderung 

reversibel ist, oder vielmehr ein System hinreichender Bedingungen, damit 

dies der Fall sei, habe ich ausfilhrlich untersucht. So kam ich zu der 

Definition yon gewissen ~hermodynamischen Systemen, die man ,einfach" 

nennen kann, weft sie sich genau so behandeln lassen wie die einfachs~en 

Systeme, die in der Thermodynamik bekann~ sind. Diese Bezeichnung 

weicht yon derjenigen ab, die Bryan in seiflem oben zi~ier~en Encyklo- 

piidieartikel*) eingeft~hrt hatte. 

Endlich mul]~e, um yon Anfang an Sys~eme yon beliebig vielen 

Freiheitsgraden behandeln zu kSnnen, start des Carnotschen Kreisprozesses, 

tier sonst immer gebraucht wird, abet nur flit Systeme mit zwei Graden 

tier Freiheit anschaulich und leicht zu beherrschen is~, ein Sa~z aus der 

Theorie der Pfaffschen Differen~ialgleichungen benutz~ werden, f[ir welchen 

ein einfacher Beweis im vierten AbschnRte gegeben ist. 

Zum Schlul3 mSch~e ich noch darauf aufmerksam machen, dab der 

Begriff der Temperatur nicht yon vornherein unter die Koordinaten auf- 

genommen wurde, sondern erst als eine Folge yon gewissen Bedingungs- 

gleichungen~ welche pag. 372 aufgestelR werden, anzusehen is~. Die Gr[inde, 

warum diese Auffassung der Temperatur bier bevorzugt wurde, sind im 

Schlul3abschnitte kurz angedeu~e~ worden, sie entspringen aus gewissen 

~berlegungen, zu denen die Strahlungserscheinungen AnlaB geben. 

1. D e f i n i t i o n e n .  

In der folgenden Untersuchung handel~ es sich um die Beschreibung 

tier thermischen Eigenschaften yon Systemen, die aus verschiedenen 

chemischen Substanzen bestehen. 

Die allgemeinen Prinzipien, nach welchen wir diese Beschreibung 

erreichen wollen, kommen abet schon in ihrer vollen Allgemeinheit zum 

Vorschein, wenn wir~ um uns kfirzer zu fassen, das Problem spezialisieren 

und dieselben Voraussetzungen machen wie e~wa Gibbs im ersten Teile" 

seiner grundlegenden Abhandlung ,,On the equilibrium of heterogeneous 

substances".**) 

Wie man dann auch weitere Fragen mit diesen selben Prinzipien 

behandeln kann, werden wit am Ende der Arbeit andeuten. 

Mit dem oben genann~en Autor wollen wir also postulieren***), dab 

*) a. a. O. p. 80. 

**) I. W. G i b b s :  Scientific Papers Vol. I, p. 55. 

***) a. a. O. p. 62. 
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Systeme S vorliegen, die jedesmal, wenn sie sich im Gleichgewichte be- 

finden, aus einer endlichen Anzahl a fltissiger oder gasf{Jrmiger homogener 
Medien den ,~Phasen" 

des S y s t e m s -  bestehen, und dalt aul~erdem Fernkriifte wie die Schwere 

sowie auch elektromagnetische und Kapillarkriifte zu vernachlissigen sind.*) 

Die Systeme 8, die wit be~rach~en, werden nun dadurch definiert, 
dal~ wit ihnen gewisse ,,Zeichen" zuordnen, deren Gesamtheit das System 
vollst:~,ndig eharak~erisieren soll. 

Wir betraehten zu diesem Zwecke irgend eine Gleichgewichtslage 

yon B und fassen ihre Phasen 

nach einander ins Auge. Jeder dieser Phasen q~ ~ordnen wit zwei Arten 

yon Zeichen zu: einerseits gewisse Merkmale, dutch welche qualitativ die 

ehemisehe Zusammensetzung yon q~ fes~gelegt wird, so dab also die ver- 

schiedenen Substanzen und Verbindungen, die in cp~ vorkommen, aufgeziihlt 

werden, andererseits Zahlen, die man dutch _Tklessungen erhiilt. Diese 
Zahlen s~ellen folgende Gr~513en dar: 

a) das Gesamtvolumen ~ der Phase ~i, 

b) den Druek p~, den die betraehtete Phase auf die sie bertihrenden 
KSrper austibt, 

e) die l~engen 
ml~, ~ ,  . .- ,  m~, 

der verschiedenen Substanzen und Verbindungen, die in jeder u 
einhei~ yon ~ auf~reten. 

Besteh~ z. B. die erste Phase r aus einer LgSsung yon Kochsalz in 

Wasser, so w~,re eine bestimmte Gleichgewichtslage dieser Phase durch 

die Zahlen V1, Pl und eine symbolische Gleichung wie 

flit unsere Theorie volls~gndig charakterisier~. 

Dutch symbolische (}leichungen wie (1) und die Gesamtheit der Zahlen 

i = 1, 2 , - . . ,  a, 

--- 1,  2 , .  -.,/~ 

werden nun zwar siim{liche Phase- ~ einzeln charak~erisiert, alas ganze 

System B dagegen noch niche; wir miissen zu diesem Zwecke die Eigen- 

schaf~en yon S berticksich~igen, die durch die Bertihrung der verschie- 

denen Phasen untereinander resp. mi{ den Wgnden der sie enghaltenden 

Gef'gt~e en{s~ehen. 

*) Die Folgen dieser beiden letz~en Vorausse~zungen kommen ers~ im zweiten 
Paragraphen zum Yorschein. 
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Dabei setzen wir die Masse dieser W~inde als so klein voraus, dat~ 

unsere sp~iteren Resultate nich~ durch die Tatsache beeintr~ichtig~ werden, 

dab wir die W~nde selbst nicht unter den Phasen qo~ aufgenommen huben. 

Bei einer allgemeineren Theorie, bei welcher auch feste isotrope und 

kristallinische KSrper unter den Phasen vorkommen kSunen, wiirde diese 

Beschriinkung yon selbs~ fallen. 

Die physikalischen Eigenschaften der W~nde der Gei~l~e, welche eine 

oder mehrere Phasen enthalten, sind nun sehr verschiedenartiger Natur. 

Ein solches Gef'~l~ I- kann z. B. die Eigenschaft haben, dal~ die inner- 

halb I" sich befindenden Phasen ira Gleichgewichte bleiben und die for 

diese Phasen aufgestellten Zahlen (2) ihren Wert beibehalten, wenn man 

die aul]erhalb des Gef'd~13es sich befindenden K~rper irgendwie unter der 

einzigen beschr~inkenden Bedingung veriinder~, daB l" in Ruhe bleiben soll 

und seine ursprtingliche Gestalt beibeh~ilt. Eine ,,Thermosflasche" w~ire 

�9 ein handgreifliches Beispiel eines derartigen Gef~Bes. Ich will aber aus- 

driicklich noch betonen, dal3 die W~nde yon [" nicht starr zu sein brauchen, 

ja da~ man ein vollkommen deformierbares Gef~l~ i" sich denken kann, 

welches die oben erklKrten Eigenschaften besi~zt; nur mtissen dann die 

Ver~inderungen der auBerhalb f" sich betlndenden K~Jrper auf solche be- 

schr~nkt werden, bei denen die auf [" ausgeiibten Drucke derart sind, dab 

es sich nich~ deformierk 

Ein mit diesen Eigenschaften ausgestattetes GefiiB soll ,,adiabatisch" ge- 

nannt werden und die in ibm enthaltenen Phasen sind ,,adiabatisch isoliert ~. 
Bertihren sich zwei Phasen cpl und r l~ings einer starren adiaba- 

tischen Wand, so wird nach Analogie mit dem Vorhergehenden keine Be- 

dingungsgleichung zwischen VI, pl , m~.l und V~,T~, m~.s wegen dieser Be- 

rfihrung entstehen~ zwei beliebige Gleichgewichtslagen ftir die auf beiden 

Seiten der Wand sich befindenden Phasen yon S kSnnen m. a. W. 

koexistieren. 
Bei anderen starren W~inden komm~ es abet vor, dab Gleichgewicht5 

tiberhaupt nur dann bestehen kann, wenn eine oder mehrere Relationen 

der Form 

(3) i (Vl, Ol, o 
erfiillt sind. Man sagt dann, dal~ die Wand ,,durchliissig" ist. Eine 

Wand kann entweder nur ,fiir Wiirrne" durchliissig sein oder auch aul3er- 

dem fiir einige der chemischen Substanzen, die sie beriihren, oder e s  

liegen noch kompliziertere Verh~iltnisse vor. Was unter jedem dieser 

verschiedenen Ausdrticke gemeint ist, mul~ jedesmal genau definiert werden, 

indem man jedesmal experimentel~ die Bedingungsgleichungen der Form (3) 

aufstellt, welche die thermodynamischen Eigenschaften der zu unter- 

suchenden Wand beschreiben. Bei nicht starren W':inden kommt noch 



360 C. CARAT.~o,o.r. 

die Bedingung hinzu, da$ der Druck auf ihre beiden Seiten der gleiche 

sein muB. 

Es bestehen gleichfaUs notwendige Bedingungen der Form (3) flit 

das (~leichgewicht, wenn keine materiel]e Wand zwischen den Phasen (p~ 

und % sich befinde~ und diese Phasen sich direk~ bertihren. 

Die Erforschung allen derartiger Beziehungen, soweit sie in den 

Natur vorkommen, bildei eine der Hauptaufgaben der messenden Thermo- 

dynamik, und win werden welter unten die wichtigste unter ihnen ins 

Auge fassen. 
Vorliiufig gentigt es uns aber zu wissen, dal3, wenn man (urn die Be- 

zeichnungen zu vereinfachen) die Zahlenreihe (2) einheitlich mit 

(4) Co, c~, c . . , . . . ,  c~+~ 

bezeichnet, gewisse voneinander unabhiingige Gleichungen 

F , ( C o ,  c~, . . ., c~+~) = o ,  

(5) F~ (Co, c~ , . . . ,  c.§ = o,  

F~(Co, c ~ , . . . ,  c,+~) = 0 

zwischen diosen Zahlen notwendig erfiillt sein miissen, damit Gleichgewicht 

bostehe. 

Wir macheu je~z~ die Vorausse~zung, da~ wir alle derar~ige G]eich- 

gewichtsbedingungen, die fiir $ gelten, experimentell bestimmen kSnnen, 

d. h. dab man fiir jede Kombination yon Zahlen (4), welche die Gleichungen 

(5) befriedigen, Gleichgewichtslagen hersteUen kann, die diesen Zah]en 

entspreohen. In jedem konkreten Falle kann, wie die Erfahrung best~itigt, 

diese Voraussetzung erffillb werden. 

Def in i t ion  I. Zwei Systeme S und S' sollen ,,&tuivalent" ge- 

nannt werden, wenn eine vineindeutige Beziehung zwischen ihren t~hasen 

im Sinne den Gleichung (1) besteht und wenn ferner die einander ent- 

sprechenden Koeffizienten c~, c/ denselben oder mathematisch dquivalenten 

Bedingumgen (5) unterworfen sein miissen, damit Gleichgewicht m6glich sei. 

Zwischen ~iquivalen~en Systemen soll im Folgenden nicht unter- 

schieden werdea. Die ,,Zeichen", welche unser System S definieren, sind 

daher einer~eits symbolische Gleichungen wie (1), andererseits das 

Gleichungssystem (5). 

Wir fiigeu nun dem System (5) (n -t- 1) Gleichungen der Form 

Go(co, c ~ , . . . ,  c~+~) = Xo, 

G~(Co, c ~ , . . . ,  c~+~) --  x~, (6) 

G,(Co, c ~ , . . . ,  c.+~) --  x,  
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hinzu. Die Punktionen G i sollen derart gewiihlt sein, daB, wenn man 

die c i innerhalb der in der Praxis vorkommenden Grenzen variiert und 

zugleich die Bedingungen (5) berficksichtigt, eine eineindeutige Beziehung 

zwisehen den m6glichen Wertsystemen ffir 

CO~ Cl~ �9 . .~ Cn§  2 

und den ihnen entsprechenden 

XO~ Xl~  �9 . . ~  X n 

bestehe. Dazu ist notwendig (abet nicht hinreichend), dab die Funktional- 

determinante 
t ( a o ,  , . . . ,  a , , ;  . . . ,  

(Co, ct, �9 . . ,  cn + ~) 

ffir s~mtliche in Betracht kommende Werte yon c~ yon Null verschieden 

sei.*) Daher kann man hier das Gleichungssystem (5), (6) nach den c~ 

auflSsen und die c~ als Funktionen 

(7) c, = c,(Xo, x l , " - ,  x~) 

betrachten, die in (5) eingesetzt dieses Gleichungssystem identisch 

befriedigen. 

Durch die eineindeutige Beziehung zwischen den verschiedenen mSg- 

lichen Gleichgewichtslagen yon S und den Wertsystemen der Zahlenreihe 

(8) Xo, 

haben wir die MitteI gewonnen, um die.se Gleichgewich~slagen unterein- 

ander zu vergleichen und sie durch ,,allgemeine Koordinaten" analog 

denen, die in der Mechanik gebraucht werden, darzus~ellen. 

Jedem Wertsysteme dot Zahlen (8) entsprieht, wie man sagt, ein 

, ,Zustand" des Systems S, und wir wollen fiir die Zahlen xi selbst den 

Namen , ,Zustandskoordinaten" einffihren. 

Es ist bequem, um die Sprache der Geometrie im Folgenden ge- 

brauchen zu kSnnen, die Zustandskoordinaten als cartesische Koordinaten 

eines (n § 1)-dimensionalen Raumes anzusehen; dann entspricht jedem 

Zustande yon S ein Punk~ dieses mehrdimensionalen Raumes, und die 

Gesamtheit der in Betracht kommenden Gleichgewich~slagen ist auf ein 

gewisses Gebie~ G dieses Raumes eineindeutig abgebildek 

Es gilt der folgende, das Frfihere zusammenfassende Satz: 

D e f i n i t i o n  II. Zur  Charakterisierung der Gleid~gewichtslagen eines 

*) Das Nichtverschwinden der Funktionalde~erminsnte hat n~mlich nur die eine 
Folge, dsl~ eine eineindeu~ige Beziehung zwischen den c uud den x ,,ira kleinen", 
d. h. in der Umgebung jedes einzelnen Punktes besteh~, besag~ aber nicht, dal~ das 

Gebiet der x sich nicht tiberdeck~. 

Mathem~tische Aunalen. LXVII. 2~ 
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Systems kommen ausschlie;61ich die Zustandskoordinaten (8) in Betracht, 

und zwei ~'quivalente Systeme, fiir welche diese Grgflen iibereinstim~en, 

sollen yore Standpunkte der Thermodynamik identische Gegenst~inde sein. 

Wir betrachten nun ,,Zustands'~nderungen" des Systems S, d. h. Uber- 

g~nge yon einer Gleichgewichtslage zu einer anderen. Zustands~nderungen 

werden, genau so wie die Gleichgewichtslagen, dutch gewisse Zeichen 

charak~erisiert. 

Als solohe sind die Koordinaten des Anfangs- und die des End- 

zustandes zu betrachten. Ferner kommt eine weitere GrSBe in Betracht, 

die jeder Zustands~inderung zugeordnet ist, und die man die ~iuBere Arbeit 

nennt; diese GrSl3e, die wir mit A bezeichnen, soll bei den hier be- 

trachteten Systemen ausschliel31ich yon den Deforma~ionen in der ~iufleren 

Gestalt yon S herr~ihren.*) Sie soll mi~ der mechanischen Arbeit 

identisch sein, welche diejenigea Kr~ifte liefern, die S w~hrend der be- 

trachteten Zustands~nderung auf die auBerhalb liegenden (abet das System 

berilhrenden) K6rper ausfibt. Die physikalische Bedeutung dieser Kr'~fte 

ist klar, und man kann auch A dutch geeignete mechanische Vorrichtungen, 

wie man sie in der Technik bei der Priifung yon Dampf-und Gasmotoren 

anwendet, jederzeit messen. 

Endlich aber ordnen wir den Zustandsiinderungen noch ein Merkmal 

zu. Wenn niimlich w~ihrend dec ganzen Zeitdauer eiuer Zustands~nderung 

das System S adiabatisch isoliert gewesen ist, so soll diese Zustands- 

~nderung selbs~ eine adiabatische genannt werden; die adiabatischen Zu- 

standsiinderungen sollen eine besondere Klasse bilden. 

Wir gelangen so zu folgender Defiaition: 

Def in i t i on  III. Jede Z~sta~s~nderung wird dutch die Koordinaten 

des Anfangs- und die des Endzustandes, dutch die yon ihr geleistete ~iuflere 

Arbeit und durch die Angabe, ob sie adiabatisch ist oder nicht, charakterisiert. 

2. Axiome. 

Ffir die im vorhergehenden Paragraphen erkl~rten Beg*rifle gel~en 

gewisse Axiome, d. h. Verallgemeinerungen yon Erfahrungstatsachen, die 

unter besonders einfachen Umstiinden beobachtet werden. Die Thermo- 

dynamik kennt zwei yon einander unabh~i~gige derar~ige Axiome. 

Das erste yon ihnen bildet die Grundlage des sogenannten ,,ersten 

Hauptsatzes" der W~rmetheorie, und ist nichts auderes als ein Ausdruck 

far das allgemeine Energieprinzip bei den yon uns betrachteteh Systemen. 

Wit wollen ibm folgende Fassung geben: 

*) Dies folg~ aus der Tatsache, da~ wit die Fernkr~fte vernachl~ssigen. 
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Axiom I: Jeder Phase r eines Systemes S ist im Gleichgewicht 

eine Funktion +i der Gr6flen (2) 

Vi, Pi, m~i 

zugeordnet, die dem Gesamtvolumen V~ dieser Phase 19roportional ist und 

die innere Energie dieser Phase heifit. 

Die Summe 

+ = +i + +3 + "'" + ~,, 

iiber die Gesamtheit der Phasen erstreckt, heiflt die innate .Energie des Systems. 

.Bei jeder adiabatischen Zustandsdnderung ist die um die ~iuflere Arbeit 

A vermehrte Energiei~nderung gleich ~ull; also in Zeichen, wenn man mit 

und ~ den Anfangs- und den Endwert der ~nergie bezeichnet: 

(9) ~ --  + -k A---- O. 

In der soeben gegebenen Formulierung des ersten Hauptsatzes sind 

die am Anfang der Arbeii gemaohten u enthalten, dal~ 

weder Fern- noah Kalaillarkriifte betrachte~ werden sollen. Wfirden n~mlieh 

z. B. Kapillarkriifte zu berficksichtigen sein, so wfirde des serial haitian, 

dal~ die Summe fiber die verschiedenen Vohmenenergien der Phasen noch 

nicht die Gesamtenergie e van S darstellt~ und dal~ man dieser Summa 

noah gewisse Glieder hinzufilgen miil~te, die van den Trennungsfiiichen 

zwischen den Phasen herrfihren. Und wenn Fernkr~fte zwischen don Phasen 

bemerkbar wiiren~ so wfirden ebenfalls neue Glieder hinzukommen, welche, 

herriihrend yea der Wechselwirkung zwischen dan Phasen, nicht van einer 

Phase allein, sondern van mehreren unter ihnen abhiingig wiiren. 

Der zweite Hauptsatz~ der jetzt in Frage kommt, ist ganz anderer 

Natur: man hat ngmlich gefunden, dab bei allen adiabatischen Zustands- 

~nderungen~ die van irgend einem gegebenen Anfangszustande ausgehen, 

gewisse Endzustiinde nicht erreicht werden k~innen und dab solche ,,nich~ 

erreichbaren" Endzustiinde in jeder beliebigen Niihe des Anfangszustandes 

zu finden sind. 

Da aber physikalische Messungen nicht absolut genau sein k(innen~ 

enCh~lt diese Erfahrungstatsache mehr als den ma~hematischen Inhalt des 

eben ausgesprochenen Satzes, und wir mfissen fordern~ dal3, wenn ein Punk~ 

ausgeschlossen ist~ dasselbe auch van einem kleinen (~ebiete um diesen 

Punkt herum gelten sell, dessen GriiBe noch van der Genauigkeit der 

Messungen abhiing~. Um uns abet fiber diese Genauigkeit keine Rechen- 

schaf~ .~eben zu miissen, ist es zweckmiiBig, das betreffende Axiom etwas 

allgent~"iner zu fassen, und zwar folgendermaBen: 

:Axio m II: In jeder beliebigen Umgebung eines willkarlich vorgeschrie- 

be~en Anfangszustandes gibt es Zust~inde, die dutch adiabatische Zustands- 

&aderungen nicht beliebig al~Froximiert werden k6nnen. 

24* 
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3. Einfache Systeme. 

Die Aufgabe der weiteren Untersuchung besteht nun darin, mit Hilfe 

der beiden Hauptaxiome die MSglichkeit der experimentelIen Bestimmung 

der inneren Energie eines jeden der zu untersuchenden physikalischen 

Systeme darzulegen and zugleich die allgemeinen Eigenschaften der 

Energiefunktion e aufzufinden. 

Wir werden sehen, da~ diese Probleme sich relativ leicht fiir gewisse 

spezielle Systeme 15sen lassen, die wir ,,einfaehe Sys~eme" nennen wollen. 

Gelingt es nun eine gegebene Phase r deren innere Energie man auf- 

stellen will, als Bestandteil eines derartigen einfachen Systems aufzufassen, 

und kennt man aus friiheren Untersuchungen die inneren Energien der 

iibrigen Phasen, so hat man s~mtliche Daten, die man braucht; denn es 

gilt nach Axiom I die Gleichung 

8 1  ~ -  8 - -  8 ~  - -  8 8 . . . . .  8 a .  

Das Problem, zu einer gegebenen Phase das entsprechende ,,einfache 

System" in jedem praktisch vorkommenden Falle zu konstruieren, is~ eines 

der wichtigsten, abet auch eines der schwersten der messenden Thermo- 

dynamik; die Physikochemiker nennen es ,,einen Vorgang reversibel 

c h _ _ .  Fiir unsere allgemeinen Untersuchungen kommt aber dieses 

Problem selbst nieht in Betracht; es geniigt uns zu wissen, dal3 es im 
,o QOq Allgemeinen zu bewalh~,en ist. 

Die Eigenschaften, welche ,,einfache Systeme" charakterisieren, sind 

versehiedenartiger Natur. 

Erstens soUen s~mtliche Zustandskoordinaten yon S his auf eine nut 

yon der ~ul~eren Gestalt des Systems abh~ngen. Diese Koordinaten, welche 

die ~uBere Gestalt fesflegen, woUen wir Deformationskoordinaten nennen; 

sie miissen nach Beriicksichtigung der G1. (5) nut noch die GrSl~en 

V1, V~,. . . ,  V~ enthaRen. 

Dieses finder zum Beispiel start, wenn das System aus einer einzigen 

Phase besteht, bei welcher s~mtliche Zustands~ro~en bis auf den Druck p 

und das Gesamtvolumen V konstant sind. Oder auch wenn S aus zwei 

derartigen Phasen besteht, die durch eine ,,nut fiir W~rme" durchl~ssige, 

starre Wand ge~rennt sind. Denn in diesem Falle h~ng~ die ~ul3ere 

Gestalt yon S yon zwei GrSBen ab, n~imlich den Gesamtvolumina V 1 und 

~r seiner beiden Bestandteile, und das System hat zwei Deformations- 

l~oordinaten, w~hrend zwisehen den vier GrSl~en ~ ,  21, V~, p~, die hier 

in Betracht kommen, noch eine Beziehung 

wegen der Durchlassigkei~ der Wand bestehen mul~ (of. w 6), so dab S 

schliel~lich nur drei Zustandskoordinaten besitzt. 
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Aus dieser ersten Eigensehaft der einfachen Systeme folgt, daB, 

wenn man bei einer adiabatischen Zustands~nderung die Anfangslage 

kennt, aus der Endgestalt des Systems und der w~ihrend der Zustands- 

~inderung "geleisteten ~ul~eren Arbeit mit Hilfe der Gleichung (9) 

(9) 7 -- e + A = 0 

der Endzustand des einfachen Systems S berechne~ werden kann (voraus- 

gesetzt, dab die Energie e als Funktion der Zustandskoordinaten aueh 

bekannt und, wie wir gleich sehen werden~ durch die Gestalt des Systems 

noch nicht bestimm~ ist). 
Eine zweite Voraussetzung, die ffir einfache Systeme gelten so]l, ist~ 

die, dab durch den Anfangszustand und die Endgestalt allein die w~hrend 

einer adiabatischen Zustands~nderung geleistete ~ul~ere Arbeit A noch 

nicht eindeutig bestimmt sein so]l. Es so]lea im Gegenteil adiabatisehe 

Zustands~inderungen mSglich sein, die yon einem gegebenen Anfangs- 

zustaud zu der~elben vorgeschriebenen Endgestalt fiihren, und denen ~on- 

einander verschiedene Arbeitsleistungen entsprechen. Wenn z. B. ein Gas 

sich in einem adiabatischen Zylinder befindet, der durch einen beweg- 

lichen Kolben verschlossen ist, so ist die durch den Kolben geleistete 

ArbeR bei vorgeschriebener Ausdehnung des Gases eine andere je nach 

der Geschwindigkeit, mit welcher man den Kolben herauszieht. 

Diese Voraussetzung hat zur Folge, wena man die Gleichung (9) 

beriieksichtigt, dal~ die Energie e, als Funktion der Zustandskoordinaten x~ 

betrachte~, sicher diejenige Koordinate enth~ilt, die yon der ~ul~eren Ge- 

stalt yon S nicht abh~ng~. Es sei x o diese Koordinate, xl, x2, . . . ,  x~ 

dagegen die Deformationskoordiaaten des Systems. 
Wir wollen nun die verschieden~n Werte yon A betrachten, die 

mSglich sind, wenn das System aus einem vorgeschriebenen Anfangs- 

zustand in eine vorgeschriebene Endgestalt iibergeht. Die Gesamthei~ 

dieser Werte kann man als Punktmenge auf einer Strecke deuten. Wir 

wo]len als dritte Eigenschaft der einfachen Systeme voraussetzen, dal3 in 

jedem mSglichen Falle diese Punktmenge immer zusammenhiingend ist. 

Sie sell m. a. W. ein einziges Intervall ausffillen, das sich fibrigens beider- 

seits ins Unendliche erstrecken kSnnte. 
Aus dieser letzten Eigenschaf~ folgt, mit Hilfe der Gleichung (9), 

dal~ die mSglichen Werte fflr x o unter denselben Umst~nden auch eine 

zusammenh~ngende Punktmenge wenigstens dann bilden, wenn der Varia- 

bilRiitsbereich der Zustandskoordinaten auf eine gewisse Umgebung des 

Anfangszustandes beschriinkt ist. 
Von einer gegebenen Anfangslage ausgehend, kann man augenschein- 

lich dutch Einwirkung yon geeigneten iiul~eren Kr's jede mSgliche 

Endgestalt wirklich erreichen. Man kanu abet noch mehr: niimlich die 
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Gestal~siinderung des Systems S, die wihrend einer adiabatischen Zustands- 

inderung s~a~findet, als Fuuktion der Zeit vorschreiben, hi. a. W.: man 
kann n Funktionen 

fie) xl(t), x~(t), . . . ,  x~(t) 

vorschreiben und verlangen, dab die Zustandsiinderung derart vor sich 

gehe, dab die zeitlichsn Vedinderungen der Koordinaten xl, x ~ , . . . ,  x. 

dureh die Reihe (10) dargestellt werde. Diese neue Beschreibung einer 

Zustandsiinderung, bei welcher nut noch die Verinderung yon x o aul3er 

Bstracht ge]assen wurde, ist ~iel ausfiihrlieher als die frfiher yon uns 

betrachtete; wit wollen dennoeh die Frage often lassen, ob bei einer 

adiabatisch gsleitebn derartigen Zustands~inderung durch den Anfangs- 

zust~nd und die Funk~ionen (10) allein die GrSlie der entsprechenden 

iiut~eren Arbei~ A eindeu~ig bestimmt ist. Dagegsn soil, wenn die Ge- 

scliwindigkeit, mi~ welcher sich das System deformiert, ,,uneadlieh langsam" 

wird, oder besser gesagt, wean die s 

xl'(t), x~'(t), . . . ,  x;(t) 

gleichmil3ig gegen Null konvergiersn, die Arbsit A i m  Limes gsgen einen 

bestimmlen Gtrenzwer~ streben. Eine Zustandsiinderung, die so langsam 

vet sish geht, dal3 der Unbrsehied zwischen der geleisteten iiul3sren Arbeit 

und dieseni Grenzwerte unterhalb der Beobachtungsgrenzs liegt, wollen 

wir eine ,,quasistatischd' Zustandsiinderung nennen. 

Ist bei einer quasis~atischen adiabatischen Zustandsgnderung die iiul3ere 

Arbeit als Funktion der Zeit bekannt, so kann man mit Hflfe der Gleichung 

~{Xo, ,~( t ) , . . . ,  x, ,(t)}-  ~o + a ( 0  = 0 ,  

in welcher ~o den /knfangswer~ de~ Energie bedeutet, die letz~e Zus~ands- 

koordinate x o auch als besiimmte Funktion yon t ansehsn. Eine quasi- 

statisehe adiabatisohe Zustandsiinderung kann demnach als sine iteihe yon 

Gleichgewichtslagen gedeubt werden und jeder quasistatisdhen adiabatischen 

Zusiandsinderung enbpricht im Raume der xi eine gewisse Kurve. 

Endlich wollen wir sine letzb Voraussetzung machen: bei jeder 

quasistatischen Zustandsiinderung soU die iiuliere Arbeig A so gemesssn 

werden kSnnen~ als ob die Kr'~fb, die diese Arbeit ti~rvorrufen~ dieselben 

W~iren wie disjenigen, die zur Erhalgung des Oleiehgewiehts notwendig 

sindo wenn man nach dem Vorhergehenden die Zustands~inderung als eine 

Reihe yon Gleichgswichblagen ansieht. Diese letzbren Kdifte sind abet 

Funklionen des Zustandes allein. 

Demnach mul~ nogwendig der Ausdruek ftir A die Form haben: 
t 

(i~) A(t) =rigA, 
to 



�9 Grundlagen  der  The rmodynamik .  367 

wobei DA einen Pfaffschen Ausdruck 

(12) D A = p l d x ~  +p~dx2 + . . . + p ,  dx, 

darstellt und die Pl, "" ", P~ Funktionen der Xo, xx, . . . ,  x, bedeuten. 

Die Funktionen ~ kSnnen experimentell bestimmt werden, indem man 

ffir jeden Zusiand yon S die Kriifte miBt, die yon aul3erhalb auf das 

System wirken mfissen, damit Gleichgewicht bestehe. Dor Gleichung (9) 

des ersten ttauptsatzes kann man jetzt, we es sich um quasistatische 

adiabatisehe Zustands~nderungen handelt, die Gestalt geben: 

t 

(~a) f [d~ + ~A] = O, 
to 

und da 'diese Relation fiir jedes t gelten muB, folgt der SchluB, dab 

iiberhaupt nur solche Kurven des (n+  1)-dimensionalen Raumes der x~ 

quasistatische adiabatische Zustands~inderungen dars~ellen kBnnen, fiir welche 

die Pfaffsche Gleichung 

(14) d~ + DA = O 

befriedigt ist. 

Umgekehrt kann aber jede Kurve des (n ~-1)-dimensionalen Raumes 

der x~, die der Gleichung (14) geniigt, als Bild e/net quasistatischen 

adiabatischen Zustands~inderung unseres einfachen Systems angesehen 

werden. 

Es sei in der Tat ein derartiges Kurvenst~ick in Parameterdars~ellung 

dutch die Gleichungen 

( 1 5 )  

gegeben. 

{ Xo = Xo(~) ,  x ,  = x~ (~), - . . ,  x .  = x . ( ~ )  

0 g , g l  

Setzt man je~zt 
-~  Z t ,  

wobei t die Zeit und ~. einen Parameter bedeutet, so kann man adiaba- 

tische Zustandsiinderungen einffihr~n, die ffir jeden vorgeschriebenen Wer~ 

yon ~ den Gleichungen 

xl  = x , ( z t ) ,  x~ = x~(Zt), . . . ,  x. = x . (~ t )  

gen~igen. Bei hinreichend kleinem Z ist nun eine derartige Zustands- 

~inderung quasistatisch und muB nach Yorigem die Gleichung (14) be- 

friedigen." Durch Integration dieser Gleichung finder man aber 

Xo = Xo(Zt), 

was unsere Behauptung beweist. 

Hiittea wit nun in den Gleichungen (15) 

~=l--~t 
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eingesetzl, so w~re bei wachsendem t und hinreichend kieinem Z genau 

dieselbe Kurve, abet in entgegengesetztem Sinne durchlaufen worden. Wir 
haben also den Satz gewonnen: 

Quasistatische adiabatische Zustands~nderungen eines einfachen Systems 
sind ,,re~'ersibel". 

In den iiblichen DarsteUungen der Theorie ftihrt man die ,,reversiblen" 

Zustands~.nderungen als etwas durch die Anschauung Gegebenes ein; wean 

man abet niiher zusieht, so sind die Eigenschaften, die man reversiblen 

Prozessen zuordnet~ genau diejenigen, die wir der Definition der einfachen 

Systeme zugrunde geleg~ haben. Wit fassen sie folgendermai~en zusammen: 

Defini t ion.  Fin ,einfaches" System mit den (n+ 1) Zustandskoordi- 

naten x o, xl, . . . ,  x,~ muff folgenden JBedingungen geniigen: 

1. n yon seinen Koordinaten, z. B. x~, x~, . . . ,  x~, sind Deformations- 
koordi~aten. 

2. Die duflere Arbeit A ist bei adiabatischen Zustands~inderungen dutch 

den Anfangszustand und die Endgestalt yon S nicht eindeutig bestimmt; die 

Gesamtheit der unter diesen Voraussetzungen mSglic]~en Werte fiir A bildet 

eine zusammenMingende Zahlmenge. 

3. Bei ,,quasistatischen" adiabatischen Zu~tandsdnderungen ist die ~iuflere 

Arbeit g[eich einem Integral eines bestimmten Pfaffschen Ausdruckes der Form 

D A  =.pldxl + p~dx~ + . . .  +~,dx~.  

Man nimmt gewShnlich an, dal~ die erste Voraussetzung fiber die 

;~zahl der Deformationskoordinaten auch die beiden anderen nach sich 

zieht. So wiixen die Beispiele, die wir pag. 364 angegeben haben, ein- 

fache Sysieme. Diese Annahme, die wit yon nun an' immer machen 

werden, ist ffir die Substanzen, die man im allgemeinen untersucht, und 

spezieU ffir Gase und Fl~issigkeiten, zul~issig; denn es stimmen nach Er- 

fahrung die Folgerungen, die wir jetzt ziehen werden, mit den Resultaten ~, 
der Messungen gut fiberein. 

Dagegen ist es sehr gut denkbar~ auch physikalisch denkbar~ dab 

Substanzen in der Natur vorkommen k~innen~ die man nie als Bestand- 

~eile eines einfachen Systems ansehen kann. Dieses wfirde z. B. der Fall 

sein~ wenn die innere Reibung der betrachteten Substanz~ die im allge- 

meinen Funktion der Deformationsgeschwindigkeit ist~ bei quasistatischen 

Zus~ands~ndel~ngen nich~ gegen Null konvergieren wfirde. Da.nn wfirden 

n~mlieh die Kriffte, welche die ~iuBere )~rbeit A liefern~ mit den Gleich- 

gewiehtskr~iften nich~ mehr ve'rgleichbar sein~ die s Arbeit A selbs~ 

k6nnte nicht mit Hilfe eines Pfaffschen Ausdruekes wie (12) dargestell~ 

werden~ und die quasistatischen Zustandsiinderungen w~ren endlich nich~ 

reversibel. Unsere Theorie l~flt sich nicht ohne weiteres auf derartige 
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Systeme fibertragen, was fibrigens ffir die klassische Thermodynamik gleich- 

falls der Fall sein dfirfte. 

Die Anwendung des Axioms des zweiten Hauptsatzes auf quasistatische 

adiabatische Zustands~nderungen einfacher Systeme wird uns jetzt erlauben, 

die Zus~andskoordinaten dieser Systeme auf eigentfimliche Weise zu 

normieren; dazu brauchen wir aber einen mathematischen Satz fiber Pfaff- 

sche Gleichungen, den wir jetzt ableiten wollen. 

4.. Hilfssatz aus der Theorie tier Pfaffschen Gleiehungen. 

Ist eine Pfaffsche Gleichung 

(16) dx o + X ldxl + X~ dx~ + . . .  + X,  dx. = 0 

gegeben, wobei die X~ endliche, stetige, differentiierbare Funktionen der x~ 

sind, und weifl man, daft es in jeder Umgebung eines beliebigen Punktes P 

des t~aumes der x~ Punkte gibt, die man ldngs Kurven, welche dieser Gleichung 

geniigen, nicht erreichen kann, so muff notwendig der Ausdruck (16) e/hen 

Multip~ikator besitzen, der ih.n zum vollst~indigen Differentiale macht. 

Es seien 

a o, a 1 , �9 � 9  a, 
die Koordinaten yon P; dann gibt es nach Voraussetzung unendlich viele 

Punkte P~, die den Punkt P zum H~ufungspuakt haben und die Eigea- 

schaft besitzen, dab kein einziger tier Differentialgleiehung (16) gentigen- 

der Kurvenzug existier~, der zugleich P und /~ enthgl~. 

Man kann nun aber immer, weil der Koeffizien~ yon dx o nieht ver- 

sehwindet, Kurven Q fiaden, die der Differentialgleiehung (16) geafigen, 

P~ enthalten und in tier zweidimensionalen Ebene liegen, welche Pi mi~ 

der Geraden G 
x o = t ,  x k=a~  (k-----1,2,...,n) 

verbiade~, falls /~i nicht schon selbst auf dieser Geraden liege. Es sei Q~ 

der Schnittpunkt yon Q mit G; nac.h ihrer Konstraktion werden die 

Punkte Qi mit zunehmendem i gegen/~ konvergieren mfissen. Die Punkte Q~ 

kSnnen aueh nich~ yon P aus 1Kngs Kurven, die der Differentialgleichung 

(.16) genfigen, erreich~ werden, da man sonst dutch Hinzunahme der Kurve Q 

auch P~, entgegen der Voraussetzung, erreiehen witrde. Hieraus folg~, 

dab in jedem Intervalle auf der Geraden G, welches P enthglt, Puakte 

liegen mfissen, die yon P aus nicht zu erreichen sind. 
Nun betrachte man eine Oerade G1, die zu G parallel ist aber sons~ 

willkiirlich liegt, und einen beliebigen zweidimensionalen Zyliader, der G 1 

mit G verbindet. Es sei M tier Punkt, wo diejenige Kurve, welch~ die 

Differentialgleichung (16) befriedig~, auf diesem Zylinder ]iegt und P ent- 
h~ilt, die Gerade G1 schneider. Bei beliebiger Yariatiott des Zylinders 
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muB der Punltt M lest bleiben; im entgegengesetzten Falle wiirde die- 

jenige Kurve der Differentialgleichung (16), die auf dem variierten Zylinder 

dutch M geht, auf der Oeraden G einen beliebigen Punkt der Umgebur~g 

yon /~ enthalten kSmaen. Wir kSnnten also auf diese Weise yon P aus 

fiber M l~ings Kurven der Differentia]gleichung (16) auch gewisse der 

Punkte Q~ erreichen, was ausgeschlossen war. 

Veriindert man nun stetig die Lage der Geraden G1, so wird M eine 

n-dimensionale Fl~iche beschreiben und s~mtliche Kurven der Differential- 

gleichung (16), die dutch P hindurehgehen, mfissen auf dieser ]?l~iche 

liegen. Der Punkt P war aber willkfirlieh gew~hlt; durch Variation seiner 
Lage erhiilt man also eine Schar yon Fli~chen 

2"(xo, x l , "  ", x~) = C, 

die veto Parameter C abhiingen und auf welchon siimtlicl, e Kurven der 

Differentialgleichung (16) liegen m~issen. Die Koeffizienten der d x  i in 

den beiden (Meiehtmgen 

dXo + x,  dx, + X, dx~ + . . .  + X~ dz~ = O, 

OF dxo + oF o~' ~F 

sind also einander proportional, und es besteht die Gleichung 

d F  = ~ F  ~0 { dxo + X~ dx~ + X~ dx~ + . . .  + L dx. } 
(17) aF ~ 

womit unser Satz bewiesen ist. 

5. Normierung der Koordinaten eines einfachen Systems. 

Es sei ~q ein einfaches System, das yon den Koordinaten 

(18) ~0, x~, x~,..., x~ 

abh~ingen m~ige, wobei die n letzten GrS~en der Reihe (18) Deformations- 

koordinaten darstellen und die iiuBere Arbeit bei quasistatischen Zustands- 
iknderungen dutch ein Integral fiber den Ausdruck 

D A  = p~ dx~ + p.~ d x ,  + . .  �9 + p,, dx~, 
geliefer~ wird. 

Die adiabatischen quasistatischen Zustandsi~nderungen des Systems 
kSnnen dutch die Kurven der Pfaffsehen Gleichung 

d~ + 1)A = ~ d~o + X~ dx, + X~ dx~ + . . .  + X,, dx,, = O, 
(19) ~o ~ 

x , - -  ~ ,  +p, 
darges~ellt werden. 
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Wiirde man nunliings Kurven der Differentialgleichung (19), die yon 

einem gegebenen Anfangspunkte ausgehen, jeden Punk~ einer gewissen 

Umgebung dieser Anfangss~elle erreichen k6nnen, so wiirde man auch, 

nach unseren Voraussetzungen iiber einfache Sys~eme, jeden beliebigen 

Endzustand durch adiabatische Zustandsiinderungen approximieren kiinnea. 

Letzteres soll aber nach unserem Axiome II unmiSglich sein. Anderersei~s 
as 

ist abet wegen der Eigenschaften der einfachen Systeme ~oo nicht iden- 

tisch Null; man wird also, wenn man yon gewissen singuliiren Stellen 
as 

absieh~, den Ausdruck (19) dutch ~ dividieren kSnnen und sich dan n 

under genau denselben Vorausse~zungen befinden wie im vorhergehenden 

Abschnitte. 

Der Ausdruck (19) besRzt demnach einen Mul~iplika~or, der weder 

Null noch Unendlich ist; bezeichne~ man ihn mR 1 ,  so hat man schliel~lich 

(20) de + D A  = .Mdxo, 

wobei x o eine gewisse Funk~ion der Variabe]n (18) bedeutek Nun is~ 

abet dutch Vergleich yon (19) und (20) 

as 

aXo ~ ~o 

also nach Obigem yon Null verschieden. Man kann demnach die Gleichung 

Xo = Xo (h ,  , . . . ,  x.) 

nach ~o aufRisen und x o als (n+ 1) t~ Koordina~e unseres Systems an S~elle 

yon ~0 neben den n Deforma~ionskoordina~en einfiihren. 

Tun wir dies, so behiiR der A_usdruck 

(21) / )A -- p~ dx~ + p~ dx~ + . . .  + p, dx,~ 

fiir die iiuflere Arbeit seine ursprtingliche Gesial~, weft er das Differential 

d~ o nicht enthgll i es sind abet jetzt die p~ Funktionen der neuen Ver- 

~nderlichen Xo, xl, . . . ,  x,,. Ebenso mut~ in (20) die Funktion M als yon 

diesen selben u abh~tngig angesehen werden. 

Die Kurven, welche adiabatischen quasista~ischen Zustandsgnderungen 

~unseres" Sysh~ms entsprechen, genttgen jetzt der Oleichung 

( 2 2 )  x o =- Const .  

Umgekehrt kann jede Kurve ira Raume der xt, die x o konstant lgl3t, als 

Bild ether derarligen Zustandsgnderung angesehen werden; die Gleichung (22) 

ist ngmlich mi{ (19) gquivalent, und wit haben im drRten Paragraphen 

gesehen, dab Kurven, welche dieser Gleichung geniigen, die erwghnte 

Eigenschaft besRzen. 
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Bemerkr man nun, dab die Gleichung (20) eine Identitii~ ist, und 

setzt man in dieser Gleichung f i i r / )A  den Ausdruck (21) sein, so erh~il~ 

man schheBhch die Beziehungen 
~8 

(23) dXo = + D A  = aXo ,  

(24) P~ = Ox~ i = 1, 2,.-., n. 

Ein Koordinatensystem, das si~mtliche in (21), (23), (24) angef~hrten 

Eigenschaften besitzt~ soll im folgenden-ein ,,normier~es" Koordinaten- 

system heiBen. Dabei muB bemerkt werden, dab diese Eigenschaften 

sgmtlich erhalten bleiben, worm man x 0 durch eine beliebige Funktion 

f(xo) dieser Gr(iBe ersetzt, was tibrigens auch aus der Theorie des Multi- 

plikators eines Pfaffschen Ausdruckes direkt folgt. 

In der Thermodynamik kann man nun unter allen mSglichen nor- 

mier~n Koordina~ensystemen ein gewisses auszeichnen, das eindeutig be- 

stimm~ ist, und mit Hilfe der physikalischen Eigenschaft~n yon starren, 

nut ftir WKrme durchlKssigen W~inden definiert wird; dieses soll unsere 

niichste Aufgabe sein. 

6. Bedingungen f'fir das thermische Gleichgewicht. 

Es seien zwei einfache Systeme ~1 und S~ gegeben mit den normier~en 

Koordinaten 

Xo, xl,  "" ", xn, 

Y l ,  " ", 

Diese Systeme sollen durch eine feste und nut fiir W~irme durch- 

l~issige Wand getrennt sein. Eine derar~ige Wand Wird durch folgende 

Eigenschaften definiert: 

1. Die Deformationskoordinaten der beiden betra.chteten Systeme 

kSnnen nach Einftihrung der Verbindung unabhgngig voneinander variiert, 

werden. 

2. Es trit~ nach jeder beliebigen GestaltsKnderung. des Gesamtsystems~ 

wenn dieses adiabatisch isolier~ ist, nach endlicher Zei~ Gleichgewicht ein. 

3. Das Gesamtsystem S befindet sich nur daun, aber auch immer 

dann im Gleichgewichte, wenn zwischen den Koordinaten x~, Yk eine ge- 

wisse Relation der Form 

(25) F(Xo, x, ,  . . . ,  x~; Yo, Yl, "" ", Y ~ ) =  0 

erffillt ist. 

4. Es is~ jedesmal dann, wenn jedes der Systeme S 1 und S~ unter 

analogen Bedingungen mit einem drit~en Sys~eme S 8 im Gleichgewichte 

ist~ ebenfalls Gleichgewicht zwischen S 1 und S, vorhanden. 
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(26) 

Diese letzte Bedingung ist damit gleichbedeutend, dab yon den drei 

(}leichungen 
F(xo ,  x~, . . . ,  x~; Yo, Y~, "" ", Y,,) = O, 

G(xo, x~, . . . ,  x~; ~o, z~, . . . ,  ~ )  = O, 

H(yo,  y~, . . . ,  y,~; Zo, z~, . . . ,  z~) = O, 

die analog (25) das Gleiehgewich~ zwisehen S 1 und S~, 8 x und Ss, S~. und 

Ss bedingen, jede eine Folge tier beiden anderen ist. 

Dieses is~ aber nur dann m6glieh, wenn das Gleiehungssystem (26) 

iiquivalent ist mR einem Systeme der Form 

 (Xo, x , , . . . ,  x . )  =  (yo, ", = ' ,  

Insbesondere kann dann die Bedingung (25) ersetzt werden dureh zwei 

Gleiehungen der Form: 

(27) O(Xo, x , , . . . ,  z ~ ) =  ~, 
~(YO' Yl,  "" ~ Y m ) =  "15 

wobei z eine neue Ver~inderliehe bedeutet. 

Diese Gr(il~e ~ aenat man die Tem~eratur,  die Gleichungen (27) die 

Zusgandsgleiehungen der Systeme S l und S~. 

Das System (27) ist aber aadererseRs iiquivalea~ mig einem Systeme 
tier Form 

we W eiae willktirliehe Funktion bedeatet. Die Funktionea (27) sind 

demnach nicht eindeugig bestimmt; man driickt diese Uabestimm[heR 

aus, indem man sag~, dab die , ,Temperaturskala" noeh beliebig gew~ihl~ 

werden kann. 

Aus unseren Voraussetzungen ergibt sich ferner, dab mindestens eine 

der GrSl~en ~q ~ nieht identiseh Null ist. Wiiren niimlich diese beiden 
~Xo ' ~Yo 

(~rSSen Null~ so wtirden p und a nur noeh yon xl~ x ~  .. . ,  x,,; Yl~ Y~, "" ", Y,~ 

abhiingen. Das sind abet lauber Deformafionskoordinaten, die man un~b- 

hiingig'voneinander variieren kann; man wilrde demnaeh Zus~inde erreiehen 

kiinnen, ftir welehe es unmSglieh w~ire die Oleiehung (25) zu. befriedigen, 

was unserer zweRen Voraussetzung tiber ghermisches Oleichgewioh~ wider- 

sprieh~. 

Eine dieser Gr~JBen, ~0 ~ o  z. B, ist daher yon Null verschieden~ und man 

kann~ in Punkten allgemeiner Lage, xo als Funktion der ( n ~ - m ~  1) iibrigen 

Koordinaten mit Hilfe der Gleiehung 

anse~zen. ])as System S kann also als ein System mit ( n + m  + 1) Frei- 
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heitsgeraden betrachtet werden, das (n + ~n) Deformationskoordinaten besitzt. 

Nach unserer hnnahme der pag. 368 ist es also ein einfaches System, auf 

welches wir unsere friiheren Uberlegungen anwenden kSnnen. 

7. Absolute Temperatur. 

Den~ Voraussetzungen des vorhergehenden Paragraphen gemiil~ ist die 

Energie s unseres Gesamtsystems S gleich der Summe der Energien el 

und ~2 seiner beiden Bestandteile. Ebenfalls ist die iiuBere Arbeit ..4, 

die S w~ihrend einer beliebigen Zustandsiinderung leistet, gleich der Summe 

der GrSBen A I und A~, die den Systemen S1 und S~ zukommen. Nun 

waren aber diese letzten Systeme einfach und ihre Koordinaten nor- 

miert; daher kann man schreiben 

d~ 1 + D A  1 -~ M(xo,  xl, . . . ,  x,~) dxo, 

de2 + DA2 = N(Y0, Yl, "" ", Y,,) dyo; 

dutch Addition dieser Gleichungen erh~ilt man 

(28) d~ + D A  = M dx o + ~ dy o. 

Das System S ist abet auch ein einfaches System, wie wir bewiesen 

haben; daher mul~ der Ausdruck auf der rechten Seite yon (28), bei Be- 

riicksichtigung yon (27), einen l~Iultiplikator besitzen. 

Wit  wollen jetzt voraussetzen, dab in der :Natur mindestens ein 

System existiert, dessen Zustandsgleichung eine oder mehrere Defor- 

mationskoordinaten enthiilt. Die Erfahrung lehrt, dal~ diese Voraussetzung 

z.B. bei Gasen erftillt ist. Wiihlen wit nun ein derartiges System fiir 

$1, so folgt, dab die Funktion e mindestens eine der GrSl~en xl,  x~, ...,x,,, 

also z. B. xl enth~lt. Dann k6nnen wit in (28) die GriJl3e M als F.unk- 
tion yon 

ansehen, xo, v, x~, xs, . . . ,  x,, 

Ftlr die Zustandsgleichung 

~(Yo, Y l , "  ", Y~)~- 

fassen wir jetzt s~imtliche MSglichkeiten ins huge. 

1. Im Falle, wo a yon keiner einzigen der GrSl~en Yo, Yl,'" ", Ym ab- 

h~ingen, muff ftir v in M ein bestimmter Weft eingesetzt werden. In der 
nun bestehenden Identit~t 

(29) du ---- ;~[M dx  o + Ndyo] 

muB die Funktion u nur yon x o und go abh~ingig sein, so dab ~ M  und 

;tZ r auch nur yon diesen beiden Ver~nderliehen abh~ingen. Da nun die 

y~ in M nieht vorkommen~ so kann ;t keine einzige der Deformations- 
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koordinaten yon S 2 enthalten; diese kommen aber auch in ~ N  nieht vor; 

folglich ist auch N yon diesen GrSBen frei und einzig und allein yon Yo 

abhi~ngig. 

2. Im Falle, we a nur yon der einen Zustandskoordinate Yo abhiingt, 

wiirde man in M die GrSBe v als Funktion yon Yo einsetzen kSnnen und 

auf genau dieselbe Weise den SchluB ziehen, dab N auch bier nur Yo 

enlhiil~. 

Diese beiden ersten F~lle kommen zwar in der Natur  nicht vor, sind 

abet mit  unseren Voraussetzungen fiber einfache Systeme keineswegs in 

Widerspruch. 

3. Endlich betraehten wit den Fall, bei welchem auch in a mindestens 

eine Deformationskoordinate vorkommt. Es sei diese z. B. Yl; wir kSnnen 

jetzt diese letzte GrSBe und folglich auch die GrSBe N als Funktion yon 

Yo, "~, Y~, Ys ,  "" ", Y,~ 
ansehen. 

In (29) sind auch jetzt )~M und ~ Funktionen yon x o uad Yo allein. 

Da nun sowohl M wie auch •M die Koordinaten y~, Ys, '"  ", Ym nich~ 

enthalten, so gilt dasseIbe yon ~; folglich ist auch N yon diesen Gr~iBen 

unabhiingig, weil sonst auch it N diese Koordinaten enthalten wiirde. 

Aus den analogen Betrachtungen ftir die x~ gewinnt man schlieBlich 

das Resultat ,  dab )~ hiichstens yon Xo, Yo und v, M nur yon x o und v, 

N nut yon Yo und v abh~ngen. 
Da nun ) .M und )~N auch yon v unabhiingig sind, so hat man 

woraus man sehliel~t, dal~ die logari~hmisehe Ableituug 

yon ~ naeh �9 weder yon Yo noeh yon x o abhiingen kann und dal~ folg- 

lieh ~t in ein Produkt  aus ekrer Funktion der einen Yer~inderlichen v und 

einer Funktion yon x o und Yo zerf~ill~. Demnach kann man schreiben: 

~ V (Xo, yo) 
f ( , )  , 

und hieraus folgt welter, da XM eine Funktion ~on x o und Yo allein is~ 

dab M die Form haben muB 

M---- (Xo), 

und gonau auf dieselbe Weise sieht man, da5 

l v =  (re) 
ist. Die aUgemeinste Spalttmg yon M mad ~ in ein Produk~ yon zwei 
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Falr~oren, yon denen der eine nur yon , ,  der andere nut  yon x o resp. Yo 

abhiing~, is~, worm C eine willkiirliche, yon Null versehiedene Konstante 
bedeutet, 

(30) M =  OfCv) %~~ N----- Of(r) #(yo). 
c 

Geht man yon einer gegebenen Temperaturskala aus, so ist ffir jedes 

System, dessert Zustandsgleichung eine der Deformationskoordinaten ent- 

h~lt, die Funktion f(z) bis auf eine multiplikative Konstante vSllig be- 

s~mmt und ffir alle derartige Systeme dieselbe. 

Bemerkt man nun, dab auch ffir die Systeme, die wir tm~er 1. und 2. 

untersueht haben, eine solehe Spaltung der Funktion N mSglich ist, 

so sehen wir, dab die Funktion f(z) eine ganz allgemeine physikalische 

Bedeutung besi~zt. Die durch diese Funktion definierte Temperaturskala 

t =  Cf(v) 

wird die ,,absolute" genannt. Um auch die Konst~ante zu bes~immen, 

schreib~ man sieh die Differenz yon zwei festen Temperaturen, z. B. der 

des Schmelzens des Eises und der des Verdampfens des Wassers unter 

vorgeschriebenem Drucke, vor. 

8. Entropie .  

Bei jedem einfaehen Systeme kann man naeh (23) und (30) die 

Koordinaten so normieren, dal3 

D A  = ~ dxl ~z~ dx~ . . . .  dx.,  

~xo c 

sei, wobei t die absolute Temperatur bedeutet. Wir fiihren nun mit Hilfe 
der Gleiehung 

XO " 

(31) - 7o = f dxo 
{2 o 

eine neue Koordina~e ~ ein; die Gleiehung (31) l ~ t  sieh nach x o auf- 

15sen, da M und also nach (30) aueh a yon Null versehieden sind. Es 

nimmt nun das totale Differential der Energiefunl~ion die Form an 

(32) d,  = t d v - -  D A .  

Die neuo Koordinate ~ heist nach Clausius die ,,Entropie" des 

Systems und ist durch (31) bis auf eine willkfirliche additive Kons~ante 

bestimmt. 
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Bei dem System S = S , - ~  S~, das wir im vorigen Para~'aphen be- 

~rachteten, hat man fiir jede quasistafische Zustandsiinderung, wenn ~ ,  ~ 

die Entropieu yon S~ und S~ bedeuteu, 

Wenn demnach ~71 und ~/~ mit Hilfe der Gleichungen 

@a) 
~ ~ ~ ---- 0 

als Funktioneu yon xi, Yk und der neuen Veriinderlichen V ausgedrtickt 

werden, so wird das totale Differential der Gesamtenergie e abermals die 

Form (32) erhalten. Die Entropie des Gesamtsys~ems ist also gleich der 

Summe der Entropien ihrer verschiedenen Bestandteile. Diese additive 

Eigenschafl tier Entropie, die auch bestehen bleibt, wenn man andere 

W~inde als die eben betrachteten, die nur ftir Wiirme durchl~ssig sind~ 

zwischen den Systemen S, und S~ einleg~, wie man aus dor Theorie 

dieser Wiinde entnehmen kann, hat viele Physiker veranla~t~ die Entropie 

als eine physikalische GrSBe anzusehen, die iihnlich wie die Masse jedem 

riiumlich ausgedehnten K~irper anhaftet, yore augenblicklichen Zustande 

dieses Kiirpers abet abhiingig ist. 

Da nach (30) die Entropie bei normierten Koordinaten nut yon x 0 

abhiingt, so bleibt sie bei jedem adiabatischen quasistatischen Prozesse 

koustant. Und jede Zustands~nderung eines einfachen Systems, bei welcher 

die Entropie konstant bleibt, ist nach uuseren frtiheren Auseinander- 

setzungen reversibd. 

9. I r r e v e r s i b l e  Z u s t a n d s i i n d e r u n g e n .  

Wir haben yon einfachen Systemen vorausgesetzt, dab bei adiabatischen 

Zustauds~nderungen die m~iglichen Arbeitsleistungen, wenn der Anfangs- 

zustand und die Endgestalt gegeben sind, eine zusammenhiiugende Zahl- 

menge bilden. Berechuet man nun mit Hflfe der fiir bdiebige adiabafische 

Prozesse geltenden Formel 

x , ,  . . . ,  x . )  - + A - -  0 

die entsprechenden Endwerte der Entropie V, so folgt aus Stetigkeits- 

griiuden, dab diese auch ein ganzes Intervall ausfiillen. Der Anfangswert 

No der Entropie muB uotwendig ein Punk~ dieses Intervalles sein; denn 

bei quasish~fischen Zustandsiinderungen, die ja auch unter die in Be~racht 

kommenden zu ziihlen sind, bleibt der Vgert yon ~ unver~indert. Wi~re 

nun 7o ein innerer Punkt des Intervalls, so kSnnte man zuniichst durch 

Mathematische Alm&len. LXVII. 25 
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s~iabatische Zustandsiinderungen den Weft yon ~ beliebig in einer ge- 

wissen Umgebung yon 7o annehmen und dann durch quasistatische Zu- 

stands~Jaderungen, bei festgehaltenem ,/~ die Deformationskoordinaten will- 

kiirlich ver~indern. Dieses widerspricht aber dem Axiome des zweiten 
Hauptsatzes. 

Der Wer~ 70 befindet sich also an einem .E/ndpunkte des betrachteten 

Intervalls. ttieraus foIgt, dab der Wer~ der Entropie bei beliebigen 

adiabatfischen Zustandsii~derungen, die yon einem gegebenen Anfangs- 

zustande ausgehen, entweder nie zu- oder hie abnehmen kann. 

Variier~ man den Anfangszustand, so sieht man, daB, wegen der 

Stetigkeit, die Unmiiglichkeit einer Zu- odor Abnahme der Entropie ftir 

zwei beliebige Anfangszusf~nde eines selben Systems immer im selben 

Sinne erfolgen muB. Dasselbe gilt abet auch yon zwei versehiedenen 

Systmm~ S 1 und S~ wegen der additiven Eigenschafr der Entropie, die 

wit im vorhergehenden Paragraphen besprochen haben. 

Ob die Entropie nut zunehmen odor nut abnehmen kann, hiingt noeh 

yon der Konstante C der Formel (31) ab, die in ~ multiplikativ auf~i~t; 

Man w~ihlt diese Konstante derar~, dab die absolute Temperatur t posi~iv 

ist. Dann lehr~ die Erfahrung, die man nur an einem einzjgen Experi- 

monte zu bestii, tigen braucht, daft die .E'nt/ropie hie abnehmen darf. 

Hieraus folgt, dal~ Gleiohgewicht stets stattfinden wird, wenn bei 

allen zuliissigen vir~uellen Veriinderungen des Zustandes eines einfachen 

Systeras die Entropie abnehmen muB, wenn sie also im Gleichgewichts- 
zustande ein ]~aximum besitzt. 

AuBerdem abet folgt aus unseren Schlitssen, daB, wenn bei irgend 

einer Zustandsiinderung der Wert der Entropie nicht konstant gebfieben 

ist~ keine adiabatische Zustands~nderung gefunden werden kann, welche 

das be~rachtete System aus seinem Enrl- in seinen Anfangszustand 
tiberzufiihren vermag. 

Jede Zustands~nderung , bei welcher der Weft  der ,~ntropie (variiert , ist 

,,irreversibd". 

10. N~glichkeit der experimentellen Bestimmung tier Energie, 
Entropie und absoluten Temperatur. 

V~ir mitssen zeigen, da~ die GT~Ben ~ ,  ~ und t, die wit in unser~ 

~'berlegungen eingefilhr~ haben, in jedem..konkreten Falle dutch Experi- 

mente bestimmt werden k6nnen. Diese~!geling~ am einfachsten, wenn 

man, wie wit es jetzt tun woBen, v omussetzt~ dab man reversible Prozesse 

mit hinreichender Genauigkeit beohschten.kaun. Da dieser u ~ 

in,=logischer Hinsicht nichts im Wege steht, kommt man zur Einsicht,. 
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dab die Thermodynamik rein experimentell, d. h. ohne jede Voraussetzung 

ilber die l~a~ur der ,,W~rme ~, begrfindet werden kann. 

In Wirklichkei~ wfirde man in der Anwendung der bier angegebenen 

Methode auf Schwierigkeiten stoBen, die aus der GreBe der unvermeid- 

lichen Beobachtungsfehler en~s~ehen. Man zerlegt daher das Problem in 

zwei Teile: Erstens bes~immt man die absolute Temperaturskala; auf 

diese Frage k~nn ich in der vorliegenden Arbeit nich~ eingehen, weil sie 

liingere Auseinandersetzungen verlangt. Ist aber t bestimmt, so kann 

man die Gr6Ben ~ und ~ ziemlich leieh~ berechnen, wie wit im folgendem 

Absehnitte sehen werden, und zwar, indem man Messungen benutzt, die 

sehr genau gemaeht werden k6nnen. 

Hier se~zen wir voraus, es sei ein einfaohes System ~q gegeben, das 

yon den Koordinaten 

~o, xl ,  x , ,  �9 . . ,  x~ 

abh~gen m6ge, wobei die x~ die Deformationskoordinaten bedeUten. 

Ferner sollen folgende Funktionen durch ]~essungen ermittel~ werden 

k6nnen: 

1. Die Zustandsgleichung yon 5' fiir irgend eine TemperaturskaIa r 

(34) @0, 

2. Die Koeffizienten des Pfafl'schen Ausdruckes fttr die Arbeit A 

(35) D A  ~-  ~ dx~ § r~ dx~ §  �9 § p,,dx,,. 

3. Die Koeffizienten der Pfaffschen Gleichung ftir quasistatische 
t 

adiabatische Zustandsiinderungen: 

(36) o -  

Um die Koeffizienten X1, X g , . . . ,  X~ dieses letzten Ausdruckes 

exl~erimentell zu bestimmen, kann man sich folgende Versuehe vor- 

stellen: Man beLrachte adiabatisehe ~ustandsiinderungen des Systems, bei 

welehen nut eine Deformationskoordinate, z .B.  x 1 um Axl, zunimmt, 

w~hrend xj, xa, . . . .  ,x~ konstant bleibeni man messe die wiihrend dieses 

Proz~ses entst~andene Yer~i~derung A~o yon ~o;..daun ist, wenn A ~  

~i~reiehend klein ist und auBerdem die ZustaudsiLudenmg hinreichend 
langsa~ effolgt war, 

den be~rachteten Anfangszustand. 

De~ Pfaffsche Ausdruck (36) mu~ nach dan fraheren Resul~aten 

:Mul~ipli~tor :t besi&en, tier ih~ ,z~m vellat~digen Differentiale 

,,~wh~.di.'eme~ ~ i ~  nut  dszm:'.ffi6gtich~, wem~ die G r e e n  X~ gewissen Ditfe- 
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rentialgleichungen geniigen, die daher notwendig bei jedem wirklichea 

Systeme bestehen miissen, insofern unsere Theorie richtig ist. 

Es besteht dann die Gleichung 

Z(d~o + X~dxl  + X,  dx~ + . . .  + X ,  dx,)  ----dXo, 

die man integrieren kann. Nachdem man jetzt fiir x o ein beliebiges ihrer 

In~egrale gewiihlt hat, kann diese GrSl3e als neue Koordinate eingeftihrt 

werden; dabei wird aus (34) 

(37)  ~ (Xo, x~, �9 . - ,  x~) = 

und es behiilt such (35) seine urspriingliche Form, nut miissen die p, 

als Funktionen der neuen Ver~inderlichen angesehen werden. 

Machen wir nun fiir die absolute Temperatur t den /knsatz 

so folg~ aus den Gleichungen (24) und (32) 

(3s )  d~ = ~(~) ~(Xo) dXo - p ,  d x ,  . . . . .  p , , d x , .  

Die Funktionen a und ~ miissen auf solche Weise bestimmt werden 

kiinnen, dab der Ausdruck (38) integrierbar ist. 

Dieses ist zuniichst nur dann miiglich, wenn (35) bei konstantem x o 

such integrierbar ist, wodurch gewisse Bedingungen fiir die p~ entspringen, 

die bei jedem Systeme erftillt sein mfissen. Setzen wir ferner 

x~ = a~, x 8 = a s , , . . .  , x ,  = .  a . ,  

wo die a s Konstanten bedeuten, und ffihren "die Bezeichnungen ein 

(39) "~ = cp(xo, xl, a,, . . ., a,,) = f ( x o ,  xl) , 

(40) pl (Xo, xl, ,~,  . . ., ~,)  = g(xo, x,) , 

so mut~ der Ausdruck 

p ( f  ( xo , x~ ) ) =(Xo) dZo - g ( X o ,  x ,  ) d x , 

ein exal~es Differential sein, was die Bedingung ergibt 

oder 

(,~1) 

~f c~g 
P'V(Xo, x~)] ~ = (Xo) + -~o = o 

p ' (~)  ~(Xo) - -  - 

~g 

~xo 
af 

Die rechte Seite dieser Gleichung muB also, wenn man in ibx mi~ Hilfe 

yon (39) x 1 als Funktion yon x o und ~ einfilhr~, in ein Produl~ zer- 
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fallen aus ether Funktion yon x o und einer Funktion yon , ,  so dab man 

schreiben kann 
~g 

~Xo = V (xo) O (~). 
~f 

Sind C und C' noch zu bestimmende Konstanten, so erhi~lt; man schlieBlich 

t =  o + C,  
gx 

1 
 (Xo) = V(x0). 

Die erste dieser Gleichungen stellt die absolute Temperatur dar, die zweite 

erlaubt die En%ropie 
Xo 

~ -  ~o-- -c'- (Xo) dxo 
~o 

zu bes~immen. 

Die Integra~ionskonstan~e C erhiilt man, indem man die Differenz D 

der absoluten Temperatur zwischen zwei bes~immten Temperaturen % 

und v 2 noeh willkfirlich vorschreibt, dutch die Formel 

2) 

Nach Einffihrung der gefundenen Werte ffir a und fl in (38) kann 

man, wenn die Integrabilitiitsbedingungen, wie das in konkreten Fi~llen 

sein mu•, alle erffillt sin(i, diese Gleichung integrieren und erh~il~: 

~ - -  ~o = C ' ( ~ - - ~ o )  + F(V,  xl, �9 �9 -, x,). 

Man sieht, daft man dutch reversible Prozesse die absolute Temperatur 

nur his auf eine additive Konstante und die innere Energie nut bis auf 

eine lineare _FunMion der .Entro2ie bestimmen kann. 

Man kann aber diese Unbestimmthei~ vermeiden, indem man C' ein 

fiir aUemal mit~ Hilfe eines einzigen adiabatischen irreversi~len u 

beobachtet, z..B. eines solchen, bei welchem keine ~iul~ere Arbeit geleiste~ 

wird. In diesem Falle bleibt die Energie konstan~, w~hrend die Koordi- 

naten meBbare Ver'~inderungen erhalten, woraus eine hneare Gleiehung 

ffir C' en~spring~. 
Fiir ideale Gase gestalten sieh die Rechnungen folgendermaBen: Wir  
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haben, wenu wit bei konstauter Gesamtmasse den Drack p und das 

speziilsehe Volumen v als Koordinaten w~ihlen, fiir die Zustandsgleiehung 

ZOV----I~ 

und far die Gleichung der Adiabatenkurven 

pvr+l = Const. 
Wir kiinnen also 

v =~ x1~ p v r + *  ~ x o 

setzen und erhalten ftlr die Formeln (39) und (40) 

= f ( X o ,  x , )  = xox[~' ,  

p = g (Xo, x , )  - XoX~(v +*) 

Die Gleichung (41) gestaltet sich bier 

#'(,) ~ ( ~ o )  = -~- 
7Xo 

t =  p(, ) - -  c, + o', .(Xo) = 

sodaB man erhiil~ 

OyX o 

o,] 
d8 = _ _  + dxo - X o X r ( r + ' )  d x  t 

L ~' O?xo 

Die Integration dieser letzten Gleichung liefert nun 

Xo X-~ v O" 
- -  ~o ~ - -  + l o g  xo ,  

7 -OVr 

o d o r  worm wit ~ und ~ wieder als Koordinaten einftihren, 

,0'  O' 

Man braueht nun einen irreversibeln Vorgang, um den Wert yon C' 

zu bes~immen. Bet adiabatischer Expansion, bet welcher das Gas keine 

Arbeit leistet, bleibt z. B. �9 konstant. Man hat also C ' ~  0 und die auf 

die iibliehen Bezeichnungen leicht zuriiekzuftihrenden bekannten Formeln 

1 1 
~ =  b-~r t, pv  - - - -u t .  

11. Prakt ische Best immung yon a und 7. 

In diesem Abschnitte setzen wir voraus, daft die absolute Temperatur- 

skala schon bekannt ist und dab man yon einem einfachen Systeme S, 
dessen Zustandskoordinafen wieder 

~o, x l ,  x~, . . . ,  x,, 

sein m6gen, folgende Daten messen kann: 

1. Die Zustandsgleichung. 
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2. Die Funktionen Pl, Io~, "" ", P. im Pfaffschea Ausdrucke fiir die 

iiu~ere Arbeit. 
3. Die ,,spezifische Wgrme" bei konstanter Gestalt. Letzteres be- 

deutet, dal~ man mit Hilfe kalorimetrischer Messungen, d. h. dutch 

Beobacht;ung gewisser irreversibler Vorgiinge die GrSl3e 

as 
~t 

bei konstanten xl, x~, �9 �9 x~. ermitteln kann. 

Aus 1. folgt, dais man als die (n + 1) unabhiingigen Koordinaten 

t~ X l ~ X 2 ~ ' ' ' ~  X n 

w~hlen kann, wobei t wieder die absolute Temperatur darstel/t. In diesen 

Koordinaten hat (32) die Gestalt: 

1 

Da dieser Ausdruck ein vollst~ndiges Differential sein sol/, hat man 

wegen der Iutegrabilititsbedingungen 

~ _-----aPi i = l ,  2 , ; . - , n .  

Au~erdem aber kennen wir wegen 3. die GrSl~e 

(43) ~ _ i ~8 
~t t at 

Die Gleichungen (42) und (43) erlauben die Entropio ~ bis auf eine 

additive Konstante eindeutig zu bestimmen, wenn nur gewisse Integra- 
l6 

bilit~tsbedingungen zwisehen den p~ und - ~  erftillt sind, Setzt mau die 

Werte (42) in de ein, so erh~ilt man die Gleichung 

~t 

(44) d~ = t ~ at 
1 

die integriert werden kann, sobald die obigen Bedingungen erfiillt sin& 

Dutch Integration der Gleichungen (42), (43) und (44) erhiilt man 

also sgmtliche Da~en, die man braucht. 

Zu genau analogen Rechnungen wtirde man geffihr~ sein, wenn man 

start der spezifischen W~rme bei konstanter Gestalt die spezifische Wirme 

bet konstanten ~uBeren Kr~ften messen wtirde. Nur  miil~te man dann 

nicht die Energie ~, sondern das ,,thermodynamische Potential" 

zuniichst berechnen. 
-- Pi x l  -- ~ x2 ..... p~ x~ 
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12. Kristallinische ~Iedien. 

Unsere sgm~lichen bisherigen Ausffihrungen und Resul~ate lassen sich 

auf den allgemeineren Fall iibertragen, we einige der Medien lest sind 

und eine kristallinische Struk~ur besitzen. 

Der einzige Unterschied ist der, dab die GrSl~en, welehe diese Phasen 

charakterisieren, yon den bisher betrachteten verschieden sin& Neben 

dem Volumen V kommen bier die Deformationsinvarianten in Betracht~ 

die in der Elastizitgtsbheorie definier~ werden. Da wit die einzelnen Phasen 

homogen voraussetzen, sind diese GrSl3en in jedem Punkte einer Phase 

dieselben und kSnnen als charakteristische Merkmale der ganzen Phase 
angesehen werden. 

Start des Druckes, der bier nicht mehr yon der Richtung unabhgngig 

ist, muB man die ,,mechanischen Invarianten" einftihren, d. h. die Koeffi- 

zienten der Differentiale der DeformationsgrSl~en im Pfaffschen Ausdrucke 

ftir die ~u~ere Arbeit, der ebenfaUs in der Theorie tier Elastizit~ auf- 
gestellt wird. 

Dieses sind im ganzen, wenn man die GrSl3o V noch hiazunimmt, 

dreizehn Koordinaten an S~elle der zwei V und p, die wir bisher hatten. 

Diese Zahl kann aber bei speziellen kristallinischen Systemen ver- 
mindert werden. 

Die chemischen Koordiaa~en dagegen, d. h. die GrSl3en m~, die wir 

im ersten Abschnitte dieser Arbeit betraehteten, sind hier genau dieselb6n 
wie zuvor. 

Zwisehen diesen verschiedenen GrSBen existieren abet jetz~ gewisse 

Relationen, auch wenn wit die Phasen einzeln betraehten, wghrend frtiher 

Bedingungsgleichungen nur durch Bertihrung verschiedener Phasen ent- 

stehen konnten. Ftir die Aufstellung dieser Relationen muB ich wieder 
auf die Elastizitgtslehre verweisen. 

13. Bemerkungen fiber die Tragweite der thermodynamischen Siitze. 

Die Art, wie wir die Hauptresultate der Thermodynamik abgeleite~ 

haben und insbesondere die Begriffe ,,absolute Temperatur" und ,,Entropie" 

aufstellten, l~it3~ vermuten (obwohl auch andere Wege fttr die Aufs~ellun~g 

der Theorie denkbar sind), da~ diese Sgtze und Begriffe an viele Voraus- 

setzungen gelm~ipft sind und da~ ihr Giiltigkeitsbereich ein entsprechend 
beschrgnkter ist. 

Nattirlieh sind gewisse Verallgemeinerungen mSglioh, :die otme weiteres 

gelingen. So kann man sieh yon der Voraussetzung, dab die verschiedenen 

Medien homogen sein sollen, sofort befreien. Man braucht dazu nur die 
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Zustandskoordinaten, die wit bisher herren, als Funktionen des Ortes a.n- 

zusehen mad die Definitionen der inneren Energie und der naeh auBen 

geleiste~en Arbeit mi~ Hilfe yon geeigneten Integralen entsprechend zu 

modifizieren. Die Schwierigkeiten, die dutch derar~ige Verallgemeinerungen 

entstehen, sind rein mathematischer Natur; sie lessen sich leicht bei Seite 

schaffen und beeintriichtigen keineswegs unsere Resultate. 

Ahnlich kann man den Fall behandeln, we Kapillarkriifte zu ber(ick- 

siehtigen sind; eine thermodynamische Behandlung dieses Problems 

finder sieh in der oben zitierten Abhandlung yon Gibbs und scheint 

schon siimtliche Hauptgedanken zu en~halten, die zu einer volls~gndig 

befriedigenden LSsung dieser Fragen ftihrea diirften. 

Zu Schwierigkeiten ganz anderer Natur ffihren dagegen die Probleme 

der Strahlung und der ,,Bewegung der W~irme", insbesondere also auch 

die Thermodynamik bewe~er Medien. 

Bei den einfachsten Strahlungserscheinungen kommt man, um iiqui- 

valente Systeme oder um den Zustand eines Systems zu "definieren, 
mit einer endliehen Anzahl yon Koordinaten nicht mehr aus. Denn 

schon die Emissions- sowie die Dispersions- und AbsorptionsfKhigkei$ 

einer Subsianz mtissen ffir jede Wellenliinge angegeben werden, so dab 

bier nieht bloBe Zahlen, sondern yon einer oder mehreren Variabeln ab- 

h~ingende _Funktionen nStig sind, um diese Eigenschaften zu besehreiben. 

Es lieg~ bier derselbe Unterschied vor wie in der Mechanik, wenn man 

yon Systemen mi~ endlicher Anzahl yon Freiheitsga'aden zur Mechanik 

der Kontinua fibergeht. 

Nun ist der Begrift der Temperatur kein prim~rer, d.h. man muB 

die verschiedenen Zustandskoordinaten aufstellen kSnnen, ohne yon dieser 

GrSBe Gebrauch zu machen. Die Temperatur tritt, wie wir sahen, in 

die Rechnungen ein, indern man gewisse Oleiehgewichtsbedingungen 

betrachtet. Man kSnnte nun versucht sein, die Temperatur eines s~rahlenden 

Mediums S 1 zu del~nieren dutch die Bedingung, dal~ es mit einem unserer 

frtiheren Systeme S~, das nach Vorigem die Temperatur t besi~zt, im 

Gleichgewichte sei.  DaB aber eine derar~ige Definition zu Unstimmig- 

keiten ffihren kann, lieg~ auf der Hand: Das System S~ muB niimlich 

jetzt ebenfalls als strahlendes Medium angesehen werden; es k~nnten abet  

sehr gut zwei Systeme S~' und ~q~" existieren, die veto Gesichtspunkte der 

Strahlung aufgefaB~ voneinander verschieden sind, w~ihrend sie far die 

gewShnliche Thermodynamik, die weniger Zustandskoordinaten kennt, 

genau denselben Gegens~and darstellen. Es braucht daher ~ql nicht zugleich 

mi~ S~' und S~" im Gleichgewiehte zu sein, und wenn dies der Fall ist 

kann dieses System eine Tempera~ur t i m  gew~hnlichen Sinne des Wortes 

lmmSghch besitzen; es muB diese Frage, ehe man sie beantwor~et~ einer 



386 C. C~AT~ODORY. Grundlagen der Thennodynamik. 

eingehenden Priifung unterzogen werden. Ganz ~ihnliche Bedenken kann 

man ffir den Begriff der Entropie geltend machen, deren Definition mi~ 

dem der absolu~en Tempera~ur in so engem Zusammenhange steht. 

Im Falle, wo die Thermodynamik bewegter Medien (zu welcher man 

auch die Theorie der W~rmeleitung z~hlen kann) sich ohne Berfick- 

sichtigtmg der Strahlungserscheinungen behandeln 1~, sind die Schwierig- 

keiten anderer Natur. 

Hier w~irde man wahrscheinlich jedem materiellen Punkte des Systems 

eine gewisse Tempera~ur zuordnen kSnnen, dio mi~ der Zei~ variier~. 

Diese Temperatur kSn~te abet m~glicherweise yon s~imflichen Zus~andso 

koordinaten~ also hier auch yon den Geschwindigkeiten abh~ngen. 

Tro~zdem kSnnten flit die Bestimmung der Energiefunktion und der 

Bewegungsgleichungen unsere friiheren Methoden nich~ zur Anwen6ung 

kommen, da wegen der nicht zu vernachl~ssigenden inneren Reibung alle 

u immer irreversibel sind. 

Bonn, den 10. Dezember 1908. 


