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Введение

При синтезе систем автоматического регу-
лирования возникает задача определения ана-
литической связи между управляющими воз-
действиями, формируемыми на борту объекта 
управления в связанной системе координат 
(СК), и оцениваемыми параметрами движе-
ния в криволинейной измерительной СК. При 
этом одним из основных требований является 
возможность описания указанной кинемати-
ческой связи между перечисленными пара-
метрами движения простым и естественным 
образом при использовании произвольных 
СК. Примерами криволинейных систем коор-
динат, встречающихся на практике, являются: 
полярная, биангулярная, бицентрическая, эл-
липтическая, параболическая, цилиндриче-
ская, сферическая, эллипсоидальная системы 
координат.

Так как закон преобразования между кри-
волинейными координатами всегда носит не-
линейный характер, возникает проблема при-
ведения всех используемых в процессе управ-
ления величин к одной СК, в которой будет 
реализован аналитический закон управления 
объектом. Причем, форма представления ана-
литической связи, полученной в результате ко-
ординатных преобразований, должна обеспе-
чивать возможность инженерного применения 
указанных соотношений на практике.

Примером может служить контур управ-
ления полетом БЛА по курсу, который ори-
ентируется в пространстве по маякам, фак-
тически используя для навигации угловые 
измерения. В таком случае оказывается, что 
силы, действующие на БЛА (главным обра-
зом –  поперечные к продольной оси планера) 
наиболее просто и естественно выражаются 
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в декартовой СК (ДСК), а именно: продольная, 
боковая и вертикальная составляющие силы. 
В то же время измерительная информация, по-
ступающая на вход контура управления, пред-
ставлена в виде разности угловых координат, 
что естественным образом можно отобразить 
некоторым углом в одной из криволинейных 
СК –  полярной, биангулярной, сферической 
или цилиндрической. При этом, для синтеза 
оптимального закона управления объектом не-
обходимо получить аналитическое описание 
связи управляющих сил и измеряемых параме-
тров движения.

Обычно такая связь выражается посред-
ством системы нелинейных нестационарных 
дифференциальных уравнений, которые впо-
следствии линеаризуются и из которых с ис-
пользованием метода замораживания коэф-
фициентов удается получить передаточные 
функции данных связей для заданной области 
изменения параметров всей системы, которую 
в русскоязычной литературе по построению 
систем управления ракетами и летательными 
аппаратами также иногда называют кинемати-
ческим звеном [1, 11]. И если вопросу проек-
тирования сил на оси полярной, сферической, 
цилиндрической систем координат посвящено 
достаточное количество литературы [2, 12], то 
для случая менее распространенных систем, 
таких как эллиптическая, параболическая 
и другие [3] этот вопрос в ряде важных для 
практики случаев вызывает затруднения.

Кинематические уравнения движение 
объекта в эллиптической системе 

координат

Общую методику получения кинематиче-
ской обратной связи можно представить в сле-
дующем виде:

– определение управляющей (испол-
нительной) и измерительной СК, в которых 
управляющему воздействию и измеряемой 
величине соответствуют свои координатные 
линии (плоскостной случай) или поверхности 
(пространственный случай);

– определение закона преобразования 
одной системы координат в другую;

– вычисление матрицы Якоби и коэффи-
циентов Ламе данного преобразования;

– определение компонент вектора скоро-
сти в криволинейном пространстве;

– определение вектора ускорений в кри-
волинейном пространстве;

– расчет проекций управляющих воздей-
ствия, выраженных в исходной СК, на оси ло-
кального базиса криволинейной СК.

В качестве примера получения кинемати-
ческой связи рассмотрим движение БЛА на 
плоскости, навигация которого осуществляет-
ся по измерениям разности ∆τ времен распро-
странения радиосигнала от двух навигацион-
ных точек 1Π , 2Π до БЛА (рис. 1):

 0 1
0

1 ( ),d d
c

∆τ = τ = −   (1)

где 1 2,d d  –  расстояния от БЛА до двух 
навигационных позиций 1Π  и 2Π  со - 
ответственно.

Фиксированной разности времен распро-
странения радиосигнала const∆τ =  соответ-
ствует линия положения в виде гиперболы. 
Следовательно, естественным представляется 
выбор такой СК, в которой данная гипербола 
являлся бы одной из координатных линий, 
описывающей местоположение БЛА. Так как 
вторая координата не задана, ее следует доо-
пределить. С точки зрения точности оценки 
местоположения БЛА целесообразно выбрать 
такие две координатных линии, являющихся 
линиями положения БЛА, чтобы угол между 
ними в пределах рабочей зоны стремился 
к 90 °. Такой линией по отношению к гипербо-
ле будет являться эллипс. Взаимно ортогональ-
ные координатные линии в виде софокусных 
гипербол и эллипсов образуют так называе-
мую эллиптическую СК [3] (рис. 2).
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Рис. 1. Навигация БЛА в разностно-дальномерной  
навигационной системе
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Вторая координата Στ  в выбранной систе-
ме координат (рис. 2) задает линию положения 
в виде эллипса, которая, по своей сути, являет-
ся суммой 1 2d d+  времен распространения 
радиосигнала от навигационных позиций 1Π  
и 2Π до БЛА.

Попытаемся установить связь между пара-
метрами движения БЛА в эллиптической си-
стеме координат и действующими на БЛА тан-
генциальным TW  и нормальным nW  (по отно-
шению к вектору скорости V ) ускорениями, 
выраженными в декартовой системе коорди-
нат (рис. 3).
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Рис. 3. Ускорения, действующие на БЛА,  
выраженные в декартовой системе координат

Необходимо отметить, что вектор силы 
или ускорения принято рассматривать как 
ковариантный вектор [2–5], то есть задан-
ный через проекции на нормали к координат-
ным поверхностям. Такие нормали образуют 

локальный базис дуального пространства. 
В то же время координаты точки и вектор ско-
рости принято рассматривать через контрава-
риантные координаты, являющиеся проекци-
ями на касательные к координатным линиям. 
В ортогональных системах координат, к кото-
рым относится и эллиптическая система, ко-
вариантные и контравариантные координаты 
совпадают.

Результаты и их обсуждение

Известно, что декартовы координаты точки 
выражаются через эллиптические уравнения-
ми [3]

 
cosh cos ,
sinh sin ,

x c
y c
= µ ν

 = µ ν
  (2)

где с – полубаза или фокальное расстояние;
μ – относительная координата, задающая 

эллипс положения;
ν – относительная координата, задающая 

гиперболу положения.
Связь между измеряемой задержкой ∆τ  и 

координатой ν выражается нелинейным 
соотношением
 cos∆τ = ν . (3)

Траектория движения БЛА вдоль одной из 
гипербол положения в эллиптической системе 
координат, соответствующей выражениям  
приведена на рис. 4. Штриховыми линиями 
обозначены эллипсы (при constµ = ) и гипер-
болы (при constν = ) положения. Кинематика 
движения тела определяется уравнением Ла-
гранжа [6, 7], которое связывает между собой 
контравариантные координаты iq  и скорости 
iq  тела и ковариантные координаты iW  дей-

ствующих ускорений:

 1 , 1, ,i
i i i

d T T W i n
H dt q q

 ∂ ∂
− = = ∂ ∂ 

 (4)

где 2 2T V=  – кинетическая энергия мате-
риальной точки (точки единичной массы);

iW  – проекция ускорения на i-й орт ло-
кального базиса;

iH  – коэффициент Ламе, соответствую-
щий i-му орту локального базиса;

n – количество степеней свободы.
После того, как заданы уравнения преобра-

зования, необходимо составить матрицу Якоби 
и определить коэффициенты Ламе [2]. Матри-
ца Якоби преобразования (2) имеет вид

1Π 2Π
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Рис. 2. Положение БЛА в эллиптической  
системе координат
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а коэффициенты Ламе:

2 2

2 2

ch 2 cos 2
;

2

ch 2 cos 2
,

2

cx yH

cx yH

µ

ν

µ − ν   ∂ ∂
= + =   ∂µ ∂µ   

µ − ν∂ ∂   = + =   ∂ν ∂ν   

 (6)

где  Hµ  – коэффициент Ламе, соответству-
ющий орту µe ;

Hν  – коэффициент Ламе, соответствую-
щий орту ve .

Из выражения  видно, что коэффициенты Ламе равны между собой, а сама система коорди-
нат является ортогональной, что подтверждается диагональным видом матрицы метрического 
тензора [8]:
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( )

2

2

cosh 2 cos 2
2

cosh 2 cos 2
2
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µ ν

µ + ν

g J J   (7)

Квадрат вектора скорости БЛА в эллиптической системе координат определяется как сумма 
квадратов произведений коэффициентов Ламе на соответствующие скорости

   (8)

Ортогональные проекции ускорения бо-
еприпаса на орты локального базиса эллип-
тической системы координат определяются в 

соответствии с выражением (4).
Найдем частные производные от кинети-

ческой энергии точки: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

22 2 22 cosh 2 cos 2 cosh 2 cos 2
2

V cH Hµ ν  = µ + ν =  µ µ − ν + ν µ − ν
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Рис. 4. Траектория движения БЛА вдоль некоторой опорной гиперболы  
к целевой точке в эллиптической системе координат
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(9)

Подставляя их в выражение (4) получаем

   (10)

где Wµ  – проекция ускорения на орт ло-
кального базиса эллиптической системы коор-
динат, соответствующий координате µ ;

Wν  – проекция ускорения на орт локально-
го базиса эллиптической системы координат, 
соответствующий координатеν ;

Связь проекций ускорения на орты ло-
кального базиса эллиптической системы ко-
ординат, в которой рассматривается движение 
БЛА и проекций ускорения на оси декартовой 
системы (рис. 5) можно задать матричным вы-
ражением [9] 

 
T

nW W
W W

µ

ν

   
=   

  
Ф ;  (11)

 
cos sin
sin cos

α − α 
=  α α 

Ф , (12)

где  , TnW W  – нормальная и тангенциаль-
ная проекции ускорения БЛА;

α = θ − χ  – угол между вектором скорости 
БЛА и ортом νe ;

θ  – угол наклона вектора скорости БЛА;
χ  – угол наклона касательной к гиперболе 

в точке местоположения БЛА.
Для задачи навигации БЛА вдоль заданной 

гиперболы интерес представляет выражение 
для Wµ , которое является управляющим воз-
действием для координаты (канала управле-
ния) Бν  БЛА. Однако это выражение сложно 
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∂ ∂
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=
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Рис. 5. Проекция ускорений, выраженных в декартовой системе координат  
на орты локального базиса эллиптической системы координат
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поддается анализу и дальнейшему синтезу на 
его основе оптимального регулятора из-за на-
личия полиномиальных, тригонометрических 
и гиперболических нелинейностей, а также 
межканальных нелинейных связей.

Поэтому выполним упрощение данного 
выражения. Для задачи навигации за предела-
ми линии базы ( 1µ > ) можно полагать, что 
ch 2 cos 2µ ν  и, таким образом, членами с 

множителем cos 2ν  можно пренебречь. Тогда 
второе выражение в  примет вид

( )( )2 2

2 ch 2

2 sh 2 sin 2 ch 2 .

cWµ = ×
µ

× µν µ + ν −µ ν + ν µ   

 (13)

Кроме того, квадрат гиперболической ско-
рости 2ν  для скоростных объектов при их 
движении вдоль заданной гиперболы незначи-
телен по сравнению с квадратом эллиптиче-
ской скорости 2µ , и имеет максимум при дви-
жении в районе линии базы. Исключение со-
ставляют случаи неуправляемого произволь-
ного по отношению к навигационной системе 
движения, когда проекция вектора скорости 
БЛА на орт µe  сопоставима или превышает 
его проекцию на орт νe . Пренебрегая величи-
ной 2ν  в (13), получаем выражение

 

( )2

2 ch 2

2 sh 2 sin 2 ch 2 .

cWµ = ×
µ

× µν µ −µ ν + ν µ  

  (14)

Данное выражение весьма точно описывает 
траекторию движения БЛА в соответствии с 
действующими на него ускорениями. Однако по 
причине присущей нелинейности вида sin 2ν  
невозможно оценить приблизительный вид пе-
редаточной функции кинематической связи или 
синтезировать линейный контур управления, 
что вынуждает либо использовать методы син-
теза нелинейных регуляторов, либо методы ли-
неаризации кинематической связи (14), такие 
как разложение в ряд Тейлора с отбрасыванием 
нелинейных членов или, например, метод лине-
аризации обратной связью [10]. При использо-
вании линеаризации разложением в ряд Тейло-
ра получим следующее выражение:

( )2

2 ch 2

2 sh 2 ( ) ch 2 ,лин лин

cW

a b

µ = ×
µ

× µν µ −µ ν + + ν µ  

 (15)

где  ,лин линa b  – коэффициенты разложения 
в ряд Тейлора величины sin 2ν .

Однако необходимо отметить, что выраже-
ния (14) и (15) имеют в составе слагаемое с ν , 
способное привести к статической ошибке в 
случае неточного определения величины 2µ . 
При синтезе методов наведения стремятся по-
лучить такую кинематическую траекторию 
объекта управления, которая обладала бы наи-
меньшей кривизной с целью минимизации как 
динамической ошибки, возникающей при дви-
жении по кривой, так и минимальных затрат 
энергии на управление [11]. Поэтому наведе-
ние целесообразно осуществлять вдоль гипер-
бол, лежащих в окрестности 

2
π

ν = , что соот-
ветствует гиперболе нулевой кривизны. В та-
ком случае член с sin 2ν  в (14) будет близок к 
нулю и им можно также пренебречь. В резуль-
тате получится линейное дифференциальное 
уравнение второго порядка по отношению к 
величине ν  с переменными коэффициентами:

    ( )2 sh 2 ch 2
2 ch 2
cWµ = µν µ + ν µ

µ
  . (16)

Разрешаяв выражение (16) относительно 
старшей производной получаем

 2 2 tanh 2
ch 2

W
c µν = − µν µ

µ
  . (17)

Сравнительный анализ выражений (10) и  
(16) приведен на рис. 6. Приведенные графики 
показывают достаточную степень сходства ис-
ходной и упрощенной кинематических связей.

На рис. 6 представлены траектории движе-
ния БЛА вдоль гиперболы 0 1.5ν =  в направле-
нии линии базы со скоростью 100 м/с 
( 0,03...0,05µ = ) с использованием полной нели-
нейной и линеаризованной кинематических свя-
зей для случаев: а) 1, 0Wµµ = = ; б) 1, 50Wµµ = = ; 
в) 3, 0Wµµ = = ; г) 3, 50Wµµ = = . Нормальное к 
гиперболе положения ускорение Wµ  подается в 
момент времени 10t = . 

При движении БЛА вдоль гиперболы с по-
стоянной скоростью 100 м/с для эллиптической 
дальности 1µ >  получим среднюю оценку ско-
рости 0,04µ ≈ . Учитывая, что коэффициенты 

,µ µ  меняются медленно по сравнению с дина-
мическими переменными ,ν ν , получим пере-
даточную функцию для выражения (17), ис-
пользуя принцип замороженных коэффициен-
тов [1] и преобразование Лапласа. 
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Передаточная функция от входного управляю-
щего ускорения Wµ  до выходной координаты ν:

 ( ) 1
( ) sh 2 12 1

2 tanh 2ch 2

s
s

c s s
Wµ

ν
=

 µ
µ + µ µµ  




, (18)

где  s  – оператор Лапласа.
Как можно видеть, выражение (18) пред-

ставляет собой последовательно соединенные 
интегрирующее и апериодическое звенья:

 
( )

( )
( ) 1

Ks
s s T sW

µ

µ µ

ν
=

+
,  (19)

где  
2ch 2

2 sh 2 ch 2
T

K
c c

µ
µ

µ
= =

µ µ µ

 – коэффи-

циент усиления;
 1 (2 tanh 2 )Tµ = µ µ  – постоянная вре-

мени апериодического звена.
Такая же комбинация звеньев представляет 

кинематическую связь в задачах телеуправле-
ния БЛА в виде [1]:

 ( ) 1
( ) 2 1

2
п

s
rW s rs s
r

ε
=

 + 
 





,  (20)

где ε – угол наклона линии визирования 
БЛА с пункта наведения;

пW  – проекция полного ускорения БЛА на 
перпендикуляр к линии визирования;

r  – дальность между пунктом наведения и 
БЛА;

r  – скорость изменения дальности.

Дальнейшее упрощение выражения  может 
быть основано на анализе постоянной времени 
апериодического звена. Если 1Tµ   и шири-
на полосы пропускания апериодического зве-
на оказывается существенно ниже ширины по-
лосы рабочих частот всей системы, то аперио-
дическое звено эквивалентно интегратору и 
выражение (20) записать как

 2
( ) 2 1
( ) ch 2
s c

sW sµ

ν
=

µ
,  (21)

которое является двойным интегрирую-
щим звеном с коэффициентом передачи 

2
ch 2

k c=
µ

.

а) б)

в) г)
Рис. 6. Графики сравнения динамики исходной нелинейной ( ,нелин нелинν ν )  

и линеаризованной кинематических связей ( ,лин линν ν ).
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Заключение

Знание модели объекта управления, в том 
числе и всех присутствующих кинематиче-
ских связей является необходимым условием 
для синтеза оптимального устройства управ-
ления. В данной работе были получены полная 
нелинейная и линеаризованная модели кине-
матической связи между управляющими по-
летом БЛА ускорениями и его координатами 

в эллиптической системе координат. Прове-
денное компьютерное моделирование показа-
ло определенную схожесть двух моделей кине-
матической связи. Использование упрощенной 
линейной модели позволяет синтезировать 
контур управления БЛА линейного методами, 
развитыми в наибольшей степени в теории си-
стем автоматического регулирования.
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This paper discusses the problem of determining a kinematics (in terms of transfer function, as far as possible) of param-
eters of the motion of an aircraft expressed in the curvilinear coordinate system and control accelerations expressed in a rect-
angular coordinate system. Examples of curvilinear coordinate systems using in practice can be polar, biangular, two-center 
bipolar, elliptic, parabolic cylindrical, spherical, ellipsoidal, coordinate systems. A technique for obtaining a kinematic link 
for the control problem of an unmanned aerial vehicle in the elliptic coordinate system was described. It allowed to obtain 
simpler view of the kinematic link which could provide navigation an aircraft along the hyperbola deriving from the time dif-
ference of arrival navigation system. It can. As a result, it is possible to reduce the number of the navigation radio beacons.

Keywords: curvilinear coordinate system, Lame coefficients, navigation, kinematics of navigation and guidance, UAV, TDoA.
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