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1. Wstep

Przyjety w pracy [1] mechaniczny model linii watéw nie obejmuje szeregu wystepujacych
w rzeczywistych ukladach czynnikow, ktére moga byé uwzgledniane w ramach linjowej
teorii drgan. Celowo$é i sposoby uscislenia modelu zaleza od typu rozpatrywanych linii
walow 1 warunkow ich eksploatacji. Przyktadowo, na drgania linii watéw okretowych
sitowni spalinowych istotny wplyw wywieraé¢ moga m.in. takie pominiete w {1] czynniki,
jak stala sktadowa naporu §ruby i tlumienie wewnetrzne waléw. Mniejsze znaczenie prak-
tyczne majg tu na ogol sprzezenia pomigdzy poszczegdlnymi rodzajami drgan [2], a takze —
ze wzglgdu na stosunkowo mala predkosé obrotowg walu Srubowego — momenty Zyro-
skopowe. W niniejszej pracy uwzgledniono wplyw stalej sily poosiowej, thumienia wewng-
trznego, odksztalcenn postaciowych od sit poprzecznych i momentéw sit bezwladnosci
obrotu oraz podjeto prébe uwzglednienia asymetrii sztywnosci na zginanie i podatnosci
fundamentéw w ukladach przektadniowych. Przedstawiono réwniez mozliwoéé doktad-
niejszego opisu drgan linii waléw zawierajacych waly korbowe lub inne zespoly o skompli-
kowanych ksztaltach poprzez zastosowanie podziatu tych zespoléw na elementy skonczone.

2. Zaleinoscl obliczeniowe dla u$ciSlonego modelu odcinka walu

Lepkosprezyste cechy materiatu linii waléw opisano ponizej przy pomocy modelu
Voigtal. Zachowano przy tym sposéb podziatu linii watéw na odcinki obliczeniowe oraz
zaloZenia i oznaczenia jak w pracy [1].

Réwnanie drgan podluznych, réwnanie drgan gietnych (w dwéch wzajemnie prosto-
padlych ptaszczyznach) z uwzglednieniem stalej $ciskajacej sily poosiowej f§{» oraz réw-
nanie drgan skretnych majg dla i-tego odcinka walu postaé:
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Dw przypadku przyjecia innego liniowego modelu reologxcmego procedura postgpowania jest ana-
logiczna.
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0%u;y " a Uy O*uy ®uyy
23) (0d)i— 7= +f— 3 +(E13)t( A T arali) %
0%tx4 C\ [ Pyxa Ptixa \ _
(24) 312 — (—1—:)1( Ox2 + T 6ti_)x2 = 0.

‘Wspoélezynniki ¥;, 75; charakteryzuja thumienie materialowe w i-tym odcinku watu zgod-
nie z modelem Voigta [3]. Dodatkowe uwzglednienie wplywu na linie ugiecia odksztalcen
postaciowych oraz bezwladnos$ci obrotu prowadzi zamiast (2.2), (2.3) do réwnan:

DPuieacn ;v azule(S) a414:);2(3) asulx2(3)
(eA), 12 +f5{? %2 +(E12(3))i e +1; FY I e

(2.5)

E d*u x I *u x
ton e oG] [T+ oo ), “

w ktérych G, jest modulem odksztalcenia postaciowego, natomiast (k,);, (k3); sa wsp6t-
czynnikami ksztaltu przekroju [3].

Skupione wymuszenia zewnegtrzne, dzialajace w koficowym przekroju i-tego odcinka
watu, majg postaé [1]:

Q6 fh= Vf, Wexp(uwt), @ =1,..,6; p= ., =7,y =1,0,1, ...,
W analoglczne_] postaci poszukiwaé bgdziemy rozwigzan rownan (2.1) +(2.5):
) Uy = Zuﬁ}‘exp(jpwt), a=1,..,4,

m .

Podobnie opisywaé sie beda katy ugigé, okreslone zaleznosciami

Juyy Ouyy
(2.3) Uixs = — - alxs s Uixg = —alx—z‘

W wyniku podstawienia (2.7) do (2.1)+ (2.4) otrzymuje si¢ réwnania rézniczkowe zwy-
czajne, ktorych rozwigzania mozna z uwzglednieniem (2.8) przedstawié w postaci:

(2.9) U = C¥a®, u=..,~v,..,—1,0,1,..,

Vyoors
gdzie: .
ul) = {uE e=1,..,6, a® = {a},q=1,..,12,
ER 0 0 00 0 0 0000]
00 cosiPx sinA®x  x 1 0 0 0000
o = 00 0 0 00 cosifPx sinA®x  x 100
b 00 0 0 00 0 0 00x11{"
00 0 0 00 APsinAPx —APcosAPx 1 00 0
(2.10) | .0 0 APsinAPx APcosAPx 1 0 0 0 0000 jy
(.11) C® = W, ##0, m=1,..,6 n=1,..,12,
ey = exp[(AR +/AB)x], 211 = exp[(A+71%) ],

e, = exp[— (AP +jAR) x], %2z = exp[~ (AP +A%) ],
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¢y = exp[(24? +/242) x, gy = — (A +j28) 47,
cs = exp[— (A4 +jA3) ], ciBe = (A2 +/M) ek,

c¥9s = exp[(A43—jA42) x], ¢ = —(243-jAdD s,
s = exp[— (243 ~j242) x], 210 = (M3—JMD R 10,
ey = expl(A4+/2¢D) ], o2y = (A +/74D s,
c¥s = exp[— (A9 +j24) ], e = — (A28,
¢y = expl(A1§3—jA4d) x], s = (AR —jAD s,
¥ 10 = exp[— (A48 —jA¢D x], cfs = —(AB—jAD c¥s.
Pozostale elementy macierzy C#® sg zerowe. Poszczegolne wielkoéei A® oznaczajq:

| (A4DY, = pw ]/Wh/l-*—(uwr,) -1,

(2.13)
(A% = pw ]/m[]/l+(ﬂwﬁ)z+ 1] )
l e ”w]/ 2Ci[1+(1(5/)fwm)2] Wi Gy 1)
(2.14) . _
l(/lﬁ.‘g’),- N #wl/ 2C;[1£%Llwrs Y] [V_l—'r(/‘wfst)z““l] ’
@15 i(zaﬂz» = @)Y/ (@8)— @R, (A= @5y @B+ @8,
o (24 = (4D, V [@dED:— (d8): , (m» = (da”zW(dsz),; @8 ,
- 1
d(zﬂl) = . '
(2 2/ (ELY[1 + (uoor,)?]
(d9): = 1/ [1+(um,>21{(fz:f°>)2+<r<ﬂ> 13 WﬁWd}
o1 | @B == VS G o ]/ Leon—eoa,

(d4D): = 1/ [1+ (om) T {(F5)2 + () +£380 V200 P) + @) |
(@4 = 130+ V [(r$)i+ (241 +po ]/ e (GRIEIC

@) = (F8OV + 4ELoA)(uw)?,  (r9"); = Y @7+ 4(EL 0 A), (nw)*t]? .
Jak fatwo stwierdzi¢, uwzglednienie ‘wplywu odksztatceri postaciowych i bezwladnosci
obrotu zgodnie z (2.5) wymaga zastapienia w zaleznociach (2.16) wielkosci f5{% przez

) fwo (/_ta))z-(glz)l[l + (kzg)i]

oraz wielkoéci A; przez
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Ai~ (uw)? (ka %): :

Wielkosci (A4D)y, (A4, (A42):, (A4Y): réznia sig od wielkosci (2.15) jedynie wystepowaniem
(Iy), zamiast (I); oraz (ks),, zamiast (k,)i. W dalszej czedci p. 2 pominigto indeks u
w oznaczeniach elementow macierzy opatrzonych tym indeksem.

Na podstawie zaleznosci (2.9) oraz znanych relacji pomigdzy sitami wewnetrznymi
Pixs | Przemieszezeniami u;,. [1] zapisaé mozna macierz kolumnowac amplitud u-tych skia-
dowych tych sit p&% = {p¥%k} w postaci

<

(2.17) Pl = ARal
gdzie:
(2.18) AR =
| E4 0 0 0 00 0 0 00 0 0
0 0—ELA3sinA,x EI,A3cosA,x 0 0 0 0 00 00
1 00 0 0 0 0—ELA3sindsx  EILA3cosdzx O,O 00
00 0 0 00 0 0 oocCcr,of ’
00 0 0 0 0 —EIAcosAyx — EIAZsind;x 00 0 0
| 0 0 E6LAjcosd,x EI,A3sind,x 00 0 0 00 0 0],
(2.19) AW = [awpnly, ##0, m=1,..,6, n=1,..,12,
@x1y = EA(Ar 1 Fjh2) Certs Gxamy = Cli(As;+JAs2) Cearnss
@y = —EA(1 Fjh2) Cxi2, aya,12 = —CL(As1 +jAs2)Cra 125
@yz23 = —EL(A1+j225)%Cr23s sy = El3(A3;+jAa2)*Cear,
txza = EL(A31+jA22)Cx2a, axss = El3(A31+7332) Cass,
axz5 = —ElL(A235—jA24)Cx2s, dxso = EI3(A33—=jA34)*Crso,
txzs = EL(A23—j24)° €226, @xs,10 = EI3(A33—7234)%Cas, 105
ax37 = —EL(A3;1+jA32)%Cear, Ax63 = —Elz(lm‘}‘]'lzz)zcxzs,
ax3s = El3(A3;+jA32) Cxas, Ar6a = —EL (A3 +i222)"Cx24,
39 = —EL(A33—j34) Cx30, axes = — El(Az3—jA24)?Cxas,
aa,10 = El3(A33~i434)%Cx3.10- a6 = — EL(A33—jA24) Cxz6-

Pozostale elementy macierzy A sg zerowe.

Znajomo$é macierzy Ci# oraz A% umozliwia wyznaczenie macierzy przejécia, wigzacych
macierz kolumnowa wspélezynnikow af®; dla (i+1)-go odcinka z macierza o w przy-
padkach wystegpowania sit skupionych, masy dyskretnej, sprzeglta elastycznego etc. Po-
nizej ograniczono si¢ do przypadku, gdy pomiedzy i-tym oraz (i+1)-ym odcinkiem wyste-
puja sily skupione f;, (wymuszenia zewngtrzne lub reakcje tozyska). Gdy osie lokalnych
ukiadéw wspétrzednych obu sgsiednich odcinkow sg do siebie odpoWednio réwnolegle,
zachodzq warunki [1]:

] uf“&:uf@l oot > o = 1,...,6,
(2.20) P =D a0, a=1,.. 4,
P = p¥\ a—f®, o=56
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Po podstawieniu do (2.20) wyraZen okreslajacych amplitudy przemieszezen i sit wewnetrz-
nych zgodnie z (2.9) i (2.17) wyznaczy¢ mozna poszczegélne wspétczynniki aff?
=1, ...,12). Wynikowa zalezno$é przy oznaczeniu af, =

postaé:
(2.21) afl®, = BPafd+ F{o £,

B jest macierza blokowo diagonalng

w= ..

=Y, ..., —1,0,1,...,7,..

+1,
{d,,}, /1 = {f®} ma

q

(2.22) B = [BY, ..., B\ 12,
B4, (AT
B = (Ed)isr , B = (CL)14,
I 1 I 1
(EL; A c08 4, 1), (EI, A%sin A, 1), 0 0—
(EI 23141 (EL 23)i41
B (EI, A3sin i, 1), (EI, 22cosd,l), 00
B (EIZ Z%)Hl (Elz }'g)l+1
2 = .
(EIL, A3sin 4, 1), . (EI,A3cos A,1),
et 2l —(Aysin A ) (AzcosA ) —== <7 190
L), st (heoshali= —r o o
(ET, 23cos A, 1), . (ET, A3sind, 1), .
cos(A )1 — sin(A, );— —= =2 ] 1
| costD T, G e B,
B = [bl Cry1 bzcuz] W= [b3cl4.11 b4cl4,12] ,
u:0 by bianaju 0 bacia, 11 bscia,iz 0

‘ (bs—b1)cCiz3
(b— bg)cizs

(bg—bg) 124
(bs - b1)¢iza

(bo—by1)czs (bfo”" bi2)cizs

(bro—bh12)cizs (bo—by1)Cizs

BW —
.U?,ﬁ%) (bya—bis)Cizz (Bya—bis)Crza (by7—byo)crzs (bis— byo)cize
' (bra— big)cizs (byz—bis)Ciza (B1g—Dbao)Crzs (by7— byo)Cizs
(b0 ), = VEACer iAo (EAChs 472,
Lt 2[EA(As +jA2)ins ’ Y
(b ) - [CIs(lsl +jls2)]l+1 '_I_ [CI,(}.“ +j132)]l
4t 2[CL(Asy +iAsia 1 ’

(b5, = 5 [BL(as +iha WG s £ Hh,
(B = L (s =0 Ns (s +iasds Gl o),

(Bo.i0h = 5~ BT (has = haePU(has a1 Cas—iBad)],
(Busio)e =~ BT Chas =7hae D (G +a2) e (hos = e

N 1 N .
b13,1)= ‘?2 [ET,(A21¥7222)% 141 [A23 "1124)&1 + (A21+jA22)l,

[©)
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1 ,
(b15.16)i = 7‘2‘ [ET,(A2, +j122)2]l [(Z23 ‘1'124)1+ 1E (A F7222)4],

1 . , ,
(b17,18)l = Tz [EL,(Ay +]'122)2)]1+ (A23—=jAandis 1+ (423 —1/124)1'],

1 " . .
(b19,20)( = Z [EL(A25 —jlzi)z]t [(A2a—jA20)is1E (A3 —Jjhaail,

e = 2{EL (A1 +7A22) [(Aay+7A22)* — (Aa3 —jAaa)This 1,
e, = 2{EL(Ay3—JA24) [(A21+7222)* — (R23—JA24)1}is s -

Macierze Bf$’ i B{f) réznig si¢ od macierzy B3’i Bfy’ wystepowaniem I3, A;3i A5, (y = 1, ..., 4)
zamiast I, A, 1 A,,. Wielko$ci cims s elementami macierzy C%?(2.11) dla x = J;. Macierz
F{® ma postaé:

(2.23) F{® = [As)iaxe-
Elementy 4, ngnoszq dla g = 0:
l 1 1
h = —r——, h = h =3 -—h = e, h = e —
11 (EA)H_I 36 — 7i52 66 (EIZA%)H-I 42 (E1222)1+1 ’

1 1 1
—_——aT h = h = ——h = e, h —_ e —
(EL323)141 %3 10:3 78 _ (EI323) 141 s (CL)44

oraz dla u # 0:

hgs =

L Rl

- hyy, = —h,y = — - R Hanw = —han = ,
. 2 2[EA (4, +.]}_'r2)]l+l 32 2 €y
1 . 1
hys = hag = ““?1(121 +]}'22)i+1’ hsy = —hey = “—el—,
: 2
1 , 1
hse = hes = —(Aas—jhaa)is1, h7z = —hgs = —,
€2 : €i3
1 . B 1
h75 = hgs = — ?‘;‘(}-31 +J/132)i+1, }193 = _h10.3 = —7,
: 4

1
2[CI3(151 +j}-.!2)]l+ 1 ’

1 . :
h9s = hyo,5 = —8:(133—‘]134)1“, h11,4 = —hi4=—

€3 = 2{EI(}-31+j}-32) [(Z3, +j}-32)2"(133_j'134)2]}1+1, ’
s = 2{El(A33—jAaa) [(A31 +jA32)* = (R33—7A34) 1 }is s

Pozostale elementy macierzy F{ sa zerowe.
W przypadku, gdy odcinki i-ty oraz (i+1)-y nie réznig si¢ stalymi materialowymi,
macierz B{® (u # 0) staje si¢ diagonalna:

(2.24) B,“‘o) =:[C1115 Cl125 C123> Ci24, Ciz55 Ciz6» C1a7> Ci3s s €130 C13,105 6'14,/11, Cra, 12y -
u¥

Oznacza to, ze mnozenie B{*, - B{" ... sprowadza si¢ wéwczas do symowania diugosci
odpowiednich odcinkéw waléw w wyktadnikach funkcji eksponencjalnych ¢im,. Podobnie
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postgpuje si¢ przy mnozeniu B{P; - B{? ... gdy stale materialowe kolejnych odcinkéw sa.
jednakowe.

Spos6b wyznaczania drgan wymuszonych linii waléw na podstawie powyzszych za~
leznodci jest analogiczny jak w [1]. Uwzglednié przy tym nalezy, ze zgodnie z (2.13) + (2.16),
dla odcinkéw walu o wlasnoéciach lepkosprezystych nie zachodza dla » = |u] 1éwnosci:.

CR = CRE, 4R} = AR etc,

jak to mialo miejsce dla idealnie sprezystych odcinkéw watu [1]. Mamy tu zatem
(225)  wx= Z [(Cay + Cizai™) cosvaw t +j(CE ol — Ci77 d =) sinvw 1],

tin. wzdluz odcinka o wlasnosciach lepkosprezystych katy przesunieé fazowych przemiesz-
czen (sit wewnetrznych) wzgledem wymuszen sa zmienne.

3. Drgania wymuszone lintf walow w ukladach przekladnlowych z uwzglednieniem asymetrii sztywnosci na.
zginanle 1 podatno$ci fundamentow

Uwzglednienie asymetrii sziywnoéci na zginanie przy pominigciu sprzezen pomiedzy
poszczegblnymi rodzajami drgad nie wplywa na drgania podiuzne i skre¢tne linii waléw,
dlatego teZ poniZej ograniczono si¢ do opisu drgan gietnych na przykladzie uktadu przed-
stawionego schematycznie na rys. 1. Zaklada sig, Ze cz¢éé A linii watéw zawiera odcinki
o kotowej ‘symetrii sztywnoéci na zginanie, natomiast odcinki w czedci B wykazuja asy-
metrie¢ sztywnosci na zginanie. Uklad ten moze byé zatem traktowany jako model linii
waléw okretowej sifowni spalinowej z przekladnig, w ktérym pominigto czynniki nie-
istotne dla ponizszych rozwazan (np wplyw innych mas dyskretnych poza §rubg ok-
retowa).

W celu uproszczenia opisu mozna.drgania w czeSci A rozpatrywaé w nieruchomych
ukladach wspédlrzednych, ktorych osie sa odpowiednio réwnolegle do osi ukladu odniesie~
nia konstrukcji podpierajacej Xy, X2, X3. Drgania w czeéci B wymagaja opisu w ruchomych.

A B

przekTadnia (fi)“;a_1 fff‘)in_g
ng n,,%
ERE N

Rys. 1. Model obliczeniowy ukladu przekladniowego, fna, (fan— uogblnione sily zewngtrzne; w-—
predkos¢ katowa wirowania walow w czesci A: nw — predkosé katowa wirowania watu w czgsci B
1,2,...,m;1,2, ..., ng— nnmery kolejnych lozysk w AiB; 1,2, ...,m,; 1,2, ..., ng — numery
kolejnych odcinkéw obliczeniowych w A i B} Xa;, X3z, X33 — nieruchomy uklad wspoirzednych
odcinka nr 3; X, X2, Xs — nieruchomy uklad odniesienia konstrukeji podpierajacej.
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ukladach wspétrzgdnych, ktérych odpowiednie osic sa réwnolegle do gléwnych central-
nych osi bezwladnosci przekroju poprzecznego danego odcinka [1]. Warunki brzegowe
dla czedci A zapisaé mozna w postaci:

(3.1 Phon T MoatitoaT boattlon = Ff8as @ =2,3,5,6,

(3.2) Prsta = + Fra-

- Przy podwdojnych znakach " +" i ”"—'" gérny znak dotyczy a« = 2,3, dolny — « = 5,6.
Wielkosci oznaczone wezykiem odnosza si¢ do nieruchomego ukladu wspbtrzednych.
Wspétezynniki moq icoo 58 0dpowiednimi elementami macierzy bezwladnosei §ruby okre-
towej (z uwzglednieniem masy wod~y towarzyszacej) i macierzy wspolezynnikéw lepkoscio-

wego tlumienia wody, natomiast f§. jest znana sila dzialajaca na §rube okretowa w kie-
runku a, ktéra przedstawi¢ mozna w postaci analogicznej do (2.6):

(3.3) Zf O exp(UDt), U= ey oy —1,0,1, 0,

Sita f ,‘fﬁa jest nieznana reakcja dzialajaca w kierunku « na odcinek nj; w loZysku o numerze
n,. Warunki brzegowe dla czgéci B maja postaé:

(3.4 Plow = F/8;
(3.5) Phga=0.

gdzie f5, jest nieznana reakcja fozyska nr 1 w kierunku a.
W czgsci B dzialaja wymuszenia od silnika, ktére w ruchomych ukfadach wspolrzqdnych
przy predkosci katowej silnika nw wynosza:

(B (fh =D (FE™™hexp(juénot), p= .., =, ..., —=1,0,1,..,»
- _

Indeksem A oznaczono numer punktu przylozenia sit wymuszajacych w czgéci B, natomiast

£ jest liczba cykli pracy silnika, przypadajaca na 1 obrét wahi | & = % dla silnikéw cztero-

suwowych 1 £ =1 dla dwusuwowych).

Wprowadzajac ciggi indekséw 1,2, ...,n, oraz 1,2, ..., nz, odpowiadajacych ko-
lejnym podporom lozyskowym w czesci A i B, utworzyé mozna macierze kolumnowe
reakcji w tozyskach i przemieszcze walu w miejscach podpér tozyskowych:

@7 fA={fthLF = {fa), 0 = @ty it = (i), i=1, .., n, 2 =2,3,5,6,
(38) fB={f}}, /T ={/},®= {u},uf = {um} i=1,...,n5,0=2,3,5,6.

W celu uwzglednienia wplywu podatnoéci fundamentdw nalezy przetransformowaé wiel-
koéci (3.8) do nieruchomego ukladu wspdirzednych:

fomp, =1,
Il = ﬁcxp(— Jjnwt) +ﬁexp(inwt),
II = [‘lvjl]4nx’ ﬁ= [ﬁL]MIB’ i=1, <oy Np,
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(3.9)
1

-_— 1 -
5 -

1, = exp(~jo), Il = exp (o),

- —_0 O

0
0
J
1

O O S~
[ e R
O O A~~~

(VI 1 —J
gdzie d, oznacza kat obrotu lokalnego ruchomego ukladu wspdtrzednych odcinka pod-
partego na swym lewym koficu i-tym tozyskiem, mierzony wzgledem nieruchomego ukiadu
wspétrzednych x;, x,, X3 w kierunku wirowania watu silnika w chwili + =0 [1]. Jak
wynika z zaleznosci (3.3), (3.6) i (3.9), na skutek wzajemnych oddzialywan obu czgsci
linii watow i fundamentu nalezy przewidywaé nastgpujaca postaé nieznanych wielkosci:

af. = 2 {tper mexplj(u+ kn)wt]+ai ¢+ exp [ j(ué + k) nwt]}, i =1, ..., 1,

I,k

Pl = ) (B expl j(u+knlor] ¥ pACSH exp [i(ué + k) noot ]},

Gl . " )
. fi= Z {furkmexplj(u+kn)wt ]+ f 1@t expj(ué +k)nwt]},
nok
k=.., -5 ..,-1,0,1,...,5 .., @={%}, «=2,3,56,

ﬁlfix(y+kn) _ {ﬁ{&(gﬂm)}’ a§§1‘§"+k") — {ﬁ;&(gn+ku)} etc.

i analogicznie dla wielkosci ul,, p%., % w czgéei B. Zrédiem skladowych o czgstosciach
(u+kn)yo sa wymuszenia dziatajace na §rube, a skladowych o czgstodciach (uén+kn)w—
wymuszenia od silnika. Liczba czlonéw po k& w szeregach (3.10) zalezy od krotnosci obiegu
skladowych o czgstosciach uw i ufnw przez petla sprzezen pomigdzy fundamentem i linig
waltéw, a wigc do tlumienia w ukiadzie. Na skutek tlumienia ze wzrostem wartosci |k|
amplitudy szukanych wielkosci maleja. Wystepujace w (3.10) macierze kolumnowe am-
plitud przemieszczen i sit wewngtrznych w przekroju x i-tego odcinka wyrazaja si¢ zgodnie
z (2.9) i (2.17) zalezno$ciami:

ﬁzltx(u+kn) _— C,‘ﬁ“‘"’a;"””’""), 1”,/!3;#+k") — Agﬁ»l-kn)afi(lwk")’
3.1 fifuentrkn) - Ci(gén+kn)aii(ﬂcn+kn)’ 13‘.;1§,u§n+kn) — A(,-’f""'k”)a’“”é"*k”),

afi+kn — {aﬁ{”*’"")}, © gfentkn - {atl(#éwkn)}, qg=23,4,..,10.

Macierze CH+kn  A{#E+km ete, stanowig bloki macierzy (2.10), (2.11), (2.18) i (2.19) do-
tyczace drgan gietnych, w ktorych nalezy u zastapié przez (u-+kn) lub (uén+kn) oraz
podstawié (L), = (L), (ko); = (ks), w blokach dotyczacych czgéci A. Podobnie wyko-
1zystujgc odpowiednie bloki macierzy (2.22), (2.23) i relacjg (2.21) mozna dla konkretnej
linii watdéw sprowadzié warunki brzegowe (3.1), (3.2) do postaci:
Arwrlngderkn — 60 k£ 0, p=..,-7,..,—1,0,1,...,%, ..,
(3.12) AMEED AR | BERE 0 ko= 0, _
AAwintkmgdabntkm — o Gk = .., —5,...,—1,0,1,..,5, ..,

ng4—1
AW +k k DA+ k) fA@+En) _ I fA@+Rm
Bk gagutkm Z Bl fawrin = Ffagin
J=1

(3.13) _, . b
BA(/A{n+kn)a;11(p§n+kn) + Z Bf(pgn+kn)fj((ﬂ§u+kn) — Ef"AI((uéju+kn)’
Jj=1 '

8 Mech. Teoret. i Stos. 1/79
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gdzie!
10 0 O
. o = 01 0 O
W) — w() — =
fo _{f()u }a 06—2,3,5,6, E 00__1 0 .
00 0 —1

Przy tworzeniu analogicznych wyrazer z warunkéw (3.4) i (3.5) nalezy uwzglednié, ze gdy
osie lokalnych ukladéw wspotrzednych sasiednich odcinkdéw nie s do siebie odpowiednio
réwnolegle (6, # d,,,), zaleznos¢ (2.21) winna byé wyznaczona po odniesieniu wielkosci
dotyczacych i-tego odcinka w warunkach (2.20) do lokalnego ukladu wspétrzednych
(i+1)-go odcinka. Ogélna postaé wyrazen analogicznych do (3.12) i (3.13), uzyskiwanych
na podstawie warunkéw (3.4) i (3.5), jest nastepujaca:

AH(y+kn)alll(jt+kn)_)'_Eflll(,u+kn) =0,

(3'14) B(uén+-kn) BEn+kn) 4 I £Bwn+kn)
A al +Ef1 = O,

g

BBl gBGuskny Z Bo+km fBGtk 0
j=2

ng
(3.15) | BBGtn i Buin+in Z‘ Ef(/4§n+kn)fjl?(u§n+kn) —0, k#0,

J=2

na 1
BBk Bun+kny Z R+ pRGG+kn) Z‘ Bipntkm( fwedn) — 0 k = 0,
Jj=2 h=1
gdzie:

I — liczba punktéw przylozenia znanych sit wymuszajacych w czesci B.

: (F0m) = {(J20}, @ =2,3,5,6.

Zaleznosci dotyczace sktadowych o czestosciach (u-+kn)w w warunkach (3.14) i (3.15)
zapisa¢ mozna jednym réwnaniem: )

(3.16) APGEkngBGatkn) 4 RBGutkm) £BGukR) o ()
gdzie:
B(s+kn)
i _ |4 g o 0 0
— ’ = ~ ~ ~ 3.
BB(/z+lm) 8 0 B20‘+"”’_ ng-;-kn)__.B')‘B‘(’;Hkn) 8xdnp

SR = (P} G 1, g, SR < {fE0H0) g =2,3,5,6.

Ponizej wyznaczono amplitudy sktadowych o czestosciach ( (u+kn)w, gdyZ postgpo-
wanie przy wyznaczaniu amplitud sktadowych o czgstoéciach (uén+ kn)w jest analogiczne.
Rozpatrzono ogélny przypadek, gdy analiza winna objaé skladowe o czgstosciach
(u+knw dla p= —r,...,-1,0,1,...,r oraz k= —s, ..., =1,0,1, ..., s (r, s —do-
wolne liczby naturalne). Niezbgdna w tym celu jest znajomo$é macierzy wspoéiczynnikéw
podatnoéci dynamicznej fundamentu ]:)“‘“""'), wigZacych macierze kolumnowe amplitud -
reakcji w lozyskach 1 przemieszczen watéw w miejscach podpér lozyskowych:

3.17) Ok = Ptk fGuekn)
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gdzie:
etk — {ﬁA(}l+k")’ ﬁﬂ(u+kn)}’ f"(u+kn)= {fA(u+kn)’ fB(u-Hm)}’

o kn) _ [pA@+k ;o ~ A k ~ .
JAG+RR) — {"i WHmY =1, ..., e = {uﬂz(ll+kn)}’ o =2356,

-l"B(;H.kn) — {u?(l‘+kﬂ)}’ [ = 1’ ..., Np etc.
Uogdlniajac zaleznosci wyprowadzone w [1], macierz ﬁ“‘*"")-traktuje si¢ jako sume ma-
cierzy wspolezynnik6w podatnosci dynamicznej konstrukeji podpierajacej linie waléw
D@k i blokowo dlagonalnej macierzy. wspolczynnikéw podatnosci dynamicznej filmu
olejowego w lozyskach D®++m;

(3.18) N Pletkmy _ D(u+kn)+D"<u+kn)’
gdzie:
Dl — [D(ip}+kn)]’ D+kn [D§u+kn)]’ Lj=1,2, ..., n,¥ng,

k Yu+kny o [JGe+k
D =[], DY = [diH™), o, f=1,..,6,

d‘”*"")——zespolony wsp6lczynnik podatnoéci dynamicznej filmu olejowego w i-tym lo-
zysku, okreslony analogicznie jak d{a; w [1]. Macierz D®+kn vy zaleznodci (3.17) zawiera
elementy odnoszace si¢ do o = 2,3, 5, 6 (tj. do drgan gigtnych) i jest stopnia 4(n,+ng).
W macierzy D®+* mozna wydzielié podmacierze

D@ 5 Digkm }4n 4 Wierszy

(3'19) __D(y+kn) = | e E ................. .

‘ ' D™ ¢ Diggrkm }4nB wierszy

. 4n,4 kolumn
Warto$ci moduléw elementéw macierzy D45 ™ i DY*™ sa miara sprzezen pomiedzy pod-
porami lozyskowymi w czgsci 4 a podporami lozyskowymi w czgéci B, decydujgc tym sa-
-mym o celowosci tacznego rozpatrywania drgan gigtnych obu czeéci linii watéw. Przy za-
loZeniu, ze sprzeZenia te nie sa zaniedbywalne, z (3.17) i (3.19) otrzymuje sie:
GAGHR) = DﬁlA+kn)fA(/l+kn)+D‘(étli+kn)fﬂ(,1+kn)’

(3.20) [iBtkn) .Dg‘j"") f74<u+kn)+ Diend f8<u+kn)_
Zgodnie z (3.9) mamy
fButkn ﬁfB[u+<k+1)nJ+f]fBua+<k-l)nJ,

(21 ~B(u+k 79, Bl+(k + 11 g T, BUt+(k—1)n]
B kny — [Ty Bls+ 0+ Dn1_g IT;,BUck( ,

zatem :
~ v A
% - k-
JAGHED — pGtkn FAG+kn) g DEkn(TT B (k+ D1y [ fBL+ (k= Duly
j']uBDu+(k+1)nJ+]]AuB[u+(k—1)nJ = Dgf‘+kn)fA(u+kn)+D%Hn)(ﬁfﬂwﬂk+1)n1+ﬁf5[#+(k—l)n1)'
(3.22) ,

Pelny uktad réwnan (3.22) dla WSZyStleh uwzglednianych sktadowych zaplsaé mozna

W postaci:
B(r, s)

~A,S r,s (rs)
G D( )f“‘"’)—}-D 0

(3.23) 50,20 _ Dg,'f—) j““i Dy Dg—,, ) fBg.g)’

8*
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gdzie:
~ A(r, ~A@—-5) ~A(r—s+1) ~A(r,S—1)  ~A(r,S)
u(—-s)={u(—~,u(— T A 7
~A(r, k) ~A(=r4+kn) AT+ 14kn) ~A@E-1+kn)  ~A@E+kn)
SR U : yeee, U , @ 1,
r: $) r—9 r—- S+1) r,s—1) r, s)
Dii = [DAA Dy » Dia » Dy an,(2r+3) (25+1)s
(o, k) (—r+kn) (- r+1+kn) (r—1+kn) (r+kn)
DAA = [D » Daa » Daa D ]4",1(2r+1)’
To [ T
]—:]-([) [j('_')
e _ .
ae o I
0]
I T _Lanpar+1y s+
o (r) 5 5 5 (") H ]I ﬁ
I~ = [H, H’ ) H]4-"n(2"+l)’ [ <y ]4un(2r+])9
_ _s _
0 D(r )
- 1 r,—~Ss+1)
D(' s+1) 0 D(
,s) :
Dpi= = ! )
(r s—1 ~(r,s—1)
Dih o D%
Arss)
— Dy 0 _J 4np(2r+1)(2s+1)
S k) (r{-kn) (=r+1+kn) ¥ (r—1+kn) r+kn) ¥
D = [ H D H, H D H]4ng(2r+l),
A, k) (~r+kn) 5 (—r+14kn) 5 (r—1+kn) r+kn) 15
Dy = [Dgp II, Dyg I, H Dyg H]4nn(2r+l)-

Pozostate bloki

Post@pujqc podobnie z warunkami (3.12), (3.13) i (3.16) jak z réwnaniami (3.22) otrzy-

DG — jak DY
muje sig:

(3.29)

gdzie:

A S) _ [, AP~ A(r,—s+1
At = g9 gpe-skh)

af(:. kb {af(—”""’, af(“”'“"‘"),

J; s

. r,
macierzy 19 i Dy

R

AN L FEOFRED = ()
BACIqle) 4 BAC DA = (),
ABC DB 4 BB AFBEH = (),

Ar,8-1 A(r, s
’ al(i“ )a al(—"‘)}’

sA(r—-1 A
’ af(r +k")’ al(r+k")}’

={O’0’ ’Oyj‘W(L)’O’ ’O}’ ]
' (s+1) —a kolumna 4(2r+ 1)-clementowa
JEO = {fgen, freren, L fremn, oy,

Utworzenie pozostalych macierzy w (3.24) nie nastrecza trudnosci.

s zerowe. Macierze kolumnowe u”("i), [,

e tworzy sig analogicznie jak #4®3, ‘macierz DY tworzy sie jak DS, a macierz
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Z kolei nalezy wyrazi¢ macierze kolumnowe amplitud przemieszczen waléw w miejscach -
podpor fozyskowych w funkcji pozostatych niewiadomych. Jesli na koncu i-tego odcinka
watu w czescl 4 znajduje si¢ j-te tozysko, to zgodnie z (3.11) dla x = /;, mamy:

(3_25)_ ﬁiA’(ll-t‘-kﬂ) — C,-(f‘”")[lf’(””"’.

W wyniku wykorzystania relacji (2.21) otrzymuje si¢ zaleznos$¢ o postaci:
j=1 .
~ : ~ 1 — Y~ e
(3.26) fAEHR = Ak Cj’""f"")af""f"")-]—z Gtk faquskny,
i=1

Xojarzac zaleinoéci (3.26) dla j = 1,2, ..., n, otrzymuje sie:

(3.27) ATk CA(u+kn)a/Li(1«+kn)+ CA(,z+kn)fA(;:+kn),
gdzie:
- 0 _
T AQerkny -
o Cistn "~ 0
— C4tu+km — o - .
CA(,H-Im) — CA(,H-kn) — C§§”+k") Cgié;wkn) 0
é_:(;t+krl) anox8 . = )
+k A k
_ a a G oL Clasin 0 |,
Podobne postepowanic dla czesci B daje:
(3.28) un(;z+kn) — CB(u+kn)alll(;t+kn)+ CB("+k")_fB("+k").

Z (3.27) i (3.28) wynikaja poszukiwane zaleznosci:
- TACS) = CACD A L CACHFACS)

(3.29) _ ~

1B = CEODEAES L CREIFBES,

Z wyrazefi (3.23), (3.24) i (3.29) uzyskuje sie rozwigzania:

A “ir_Ees
aA(r,sj _ . Fw(r, s)
177 7 | BAC S L BAC S EES 0 0=~

(3.30) FACD = FEogAes e = GEACS),
AP = (4B D)1 BB OFBES
gdzie:
Fe2 = [E+(DEP - CAe9) 1 DGEPGeoy 1 (DEP - CAen)1 g,
G = [JICEBEs [T CPUD( 4B 9) =1 BBe:s _ D=1 pEr2
£ — macierz jednostkowa.

4. Zastosowanie podzialn na elementy skoWczone -

Metody elementéw skonczonych (odksztalcalnych [4] i sztywnych [5]) zapewniajg
wysoka jako$é analizy ukiadéw ciaglych, dlatego celowe jest rozpatrzenie mozliwosci
zastosowania tych metod do opisu drgan wirujacych uktadéw ciagtych, podpartych podat-
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-nie. Dla uproszczenia rozwazan, zarowpo zastosowanie metody odksztalcalnych ele-
mentéw skoriczonych (OES) jak i metody sztywnych elementow skonczonych (SES) zi-
lustrowano na przykladzie tego samego ukladu, przedstawionego schematycznie na rys. 2.
Podzialem na elementy skonczone objgto ten fragment ukladu, dla ktérego dokladny opis
drgafi przy pomocy réwnan rézniczkowych czastkowych nie jest mozliwy — tj. wal kor-

l( o)

-

Rys. 2. Schemat rozpatrywanego ukladu. f3, — wymuszenie dziatajace na §rube okretowa; (f3), — wy-
muszenia od silnika, dzialajace na czop korbowy w k-tym wykorbieniu; @ — predkosé katowa wirowania
linii walow. )

109}

Ity PodukTod | Poduklad ‘ Poduklad @ Poduklad

°‘35;'?5“’r‘— R O

Rys. 3. Schemal podzialu walu korbowégo o / wykorbieniach na poduklady elementow skonczonych

bowy. W wale korbowym o / wykorbieniach wyodrebiono / poduktadéw, z ktérych kazdy
podzielono jednakowo na dowolna liczbe elementéw skonczonych. Przykladowy schemat
podzialu watu korbowego na poduktady przedstawiono na rys. 3.

Stosujac metode SES, podukiady nr 1, 2, ...,/ podzielono na m elementéw SES o 6
stopniach swobody, polaczonych o elementami sprezystymi®’. Odcinek walu z tarcza
przednig stanowi poduklad nr (/4 1), zawierajacy m’'+1 elementéw SES i o' elementéw
sprezystych (rys. 4). Dla cylindrycznych odcinkéw watu korbowego przyjeto cylindryczny
ksztalt SES. Kazdemu SES przyporzadkowano lokalny uklad wspélrzednych, wirujacy

2 Uwzglgdnienie lepko$ciowego tlumienia ni¢ wprowadza istotnych zmian do ponizszych rozwazar,
dlatego zostalo ono pominigte.
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z predkoscia katowa w wzgledem osi linii waléw i pokrywajacy si¢ w stanie spoczynku
z gléwnymi centralnymi osiami bezwladnosci tego SES. Dodatnie zwroty uogélnionych
sit dziatajacych na SES i jego uogélnionych przemieszczen przyjeto jak na rys. 2 w pracy [1]
dla sit f;, | przemieszczen u;,,. Kazdy SES okreSlony jest blokiem wspdlczynnikéw bez-
wladnosci :

M,=[myl, a=1,..,6, e=1,..,m.

Kazdemu elementowi sprezystemu przyporzadkowano lokalny uklad wspétrzednych,
pokrywajacy si¢ w stanie spoczynku z gldownymi osiami tego elementu. Kazdy element
sprezysty okreslony jest blokiem wspolczynnikéw sztywnosci

Co=lad oa=1..,6 k=1 .., 0.

Poduktad nr 2 Poduktad nr|
! Element
SES nr {mrl), sprezysty nr(1); | SES or (me1), SESnr(m+2),

| SES nr fm'rZ)M
o . e - l
j-ty odcinek ' Element Element |
watu SsESnr{l); SES nr(m)1 I sprezysty 1)z sprezysty tv), , SES nr{1)l,1
X ) X1
———Xj1 ‘ — @ — — @ — @
X2
X
] | _ Element sprezysty ' . | Element_ sprezysty
I A nr{vh | SES nr {m), [RALT |
Y | ¥ M2 | | " SESnriml ’
j3
| SES nr {m+2), ! SES nril), | SES nr {m+ 1), l
1
I | | I
L Poduktad nri | | Poduklad nr [1+1) |
[and o [~ -1

Rys. 4. Schemat podziatlu walu korbowego na sztywne elementy skorficzone (SES). x4, X2, X;3 — lokalny

uklad wspolrzgdnych elementu SES nr 1; #; — kat pomigdzy plaszezyzna pierwszego wykorbienia a plasz-

czyzna utworzona przez osie X;,, x;» ukladu wspolrzednych j-tego prostego odcinka linii watéw; X, Xz,
X5 — nieruchomy uklad odniesienia konstrukcji podpierajacej.

Ze wzgledu na identyczny podziat na SES, w podukiadach nr 1, ...,/ zachodzi ¢, = ¢4y
Element sprezysty nr o jest rownoczeénie pierwszym elementem spreZzystym nastepnego
podukladu. Analogicznie okreslone sg elementy sprezyste i SES w podukiadzie nr (74 1).

W celu latwiejszego wyznaczenia odpowiednich macierzy przejscia, w granicznych
przekrojach poszczegélnych podukladéw wprowadzono dodatkowo bezmasowe SES,
oznaczone na rys. 4 numerami (m+1),, (m+2);, ..., (M +1);;;. Indeksami dolnymi
oznaczono przynalezno$é tych elementéw do danego podukiadu. Indeksy dolne elementow
SES nr 1, ...,m oraz 1, ..., m’ i wszystkich elementéw spreZystych pominigto w dalszej
czgéel pracy.

Katy pomiedzy plaszczyznami kolejnych wykorbien a plaszczyzng utworzong przez
osie Xj;, X, j-tego prostego odcinka linii waléw (rys. 4) oznaczono 9,, ?,, ..., . Zak-
tada sig, ze osie x4, X, kaZdego cylindrycznego i kazdego bezmasowego SES w danym
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podukiadzie leza w plaszczyznie wykorbienia znajdujace{go sig. w tym podukiadzie. Osie
Xeys Xez Cylindrycznych i bezmasowego SES w podukiadzie nr (/+1) leza w plaszczyznie
odchylonej o dowolny kat @, od plaszczyzny utworzonej przez osie Xj1, Xj2 j-tego od-
cinka. Osie X;», X;3 s34 W chwili # = 0 odpowiednio réwnolegle do osi x,, x; nieruchomego
ukladu odniesienia konstrukcji podpierajacej.

Sktadowe sit od silnika odnosi si¢ do lokalnych ukladéw wspéirzednych SES nr p,
ktore przejmujg wymuszenia w ozyskach korbowych. Dla k-tego wykorbienja zapiszemy
je analogicznie do (3.6), ograniczajac sie do przypadku & = 1:

@1) (% = D) (fr®yexp(uot), a=1,..,6, p= .., =#., =101, ..,75 .
3 .

Elementy SES, ktorych gtéwna centralna o$ bezwladnoéci nie pokrywa sie z osig linii
waléw, poddane sa dzialaniu sit odSrodkowych. Dla SES nr g; oznaczymy je f;5, (x =
=1, ..., 6). Ponadto na SES nr & dzialajg nieznane reakcje w lozysku ramowym:

(4.2) e = 2<f0‘>)kexp(fywt).

Dla k-tego podukiadu tworzymy macierze kolumnowe 6- elementowe

(F"O% = {20}, F% = {80} S5O = {9 " a=T,.,6, i=12,..

oraz macierze kolumnowe (6m)-elementowe:

(7“'(“))]( = {O’ (XN ] O’ (fW(‘u))Iu O’ ivey O},
Bl
p-ta kolumna 6-elementowa

@) ={0. ..., 0,@@>)k,0, ey 03,

 p—
h-ta kolumna 6-elementowa

fc(O) = {0 L‘(O), fc(O) },
q,—ta kolumna 6-elementowa
4.3 - (f2®), = (Tw(p))k+ (Tl(ly))k+ 50,‘70(0),

gdzie: d,, — delta Kroneckera,
(% ={(fe®%}, e=1...,m (fi), ={(fi"%}, a=1,..,6.

Zachowujac podstawowe oznaczenia stosowane w [5], wyodrebniono w k-tym podukladzie
m elementéw SES o ,,nieznanym” ruchu

4.9) (Geek = Z (@) exp(juwt), e =1,.,m a=1..,6,
: Iz

" na ktére dzialaja wyiej wymienione sily o postaci

@.5) (fik = 2 (2Phexp(jpot), e=1,..,m

oraz dwa elementy SES o ,,danym” ruchu |

(46) ok = D, EDiexpluet), e = (m+ 1)y, (m+2),
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na ktére dziatajg okreslone nizej sity o postaci
%) (e = D, (8iexpljpot), e = (m+ 1), (m+2),.
u

Roéwnania ruchu dla ukladu zloZonego z elementéw SES o ,,meznanym ’ ruchu i o ,,da-
nym” ruchu majg w ogélnym przypadku postaé [5]: o

Mg+ Kqg+K'z = f,

M'Z+ KN g+Kz = r,

gdzie: M — macierz bezwladnosci ukladu o ,,nieznanym’ ruchu, M’ — macierz bez-
wladno$ci uktadu o ,,danym” ruchu, K — macierz sztywnosci ukladu o ,,nieznanym’
ruchu, K’ — macierz sztywnosci ukladu o ,,danym” ruchu, K’ — macierz sztywnosci
potaczen ukladu o ,,nieznanym’ ruchu z ukladem o ,,danym” ruchu. Sposdb wyznaczenja
tych macierzy podano w [5]. Macierz kolumnowa w, = {z,, r.} nazywaé bedziemy wek-
torem stanu elementu SES nr e = (m+1), lub e = (m+2)k.

Tworzgc macierze kolumnowe

(4.8)

(@™ = {(g¢ N}, e= 1. s 17;, g ={(g¥%}), a=1,..,6,
@), = {2, 1)k, % anhs (2 1)k = {(Z(u) Lah Z(u) )2 = {292,k
(r®)e = {(rm s (F2 2D}, (P8 = {1}, (P82 = {(’fﬂz,a)k
i wykorzystujac réownania (4.8) otrzymuje si¢ dla pierwszego podukfadu SES
(4.9) (g®)y = (KO)H(f*®); =K (2¢) 4],
(4.10) , T (z), + (r#), = PO(f*®),

gdzie:
K® = K—(oPM, » =g, TO=POK'-K, PO = K)(K")™

W macierzach T® i P®) mozna wydzieli¢ podmamerze o odpowiednio jednakowych wy-
miarach ‘

: T TP PP
T = | A , POY=|-
el e

i napisaé réwnanie (4.10) w postaci:

(4.11) Tz ), + TOEE )+ (F9.)1 = PO®),,
(4.12) Tg")(zf,‘,‘l D1+ T(v)(z(") Dt (’#ﬂzh = P%")(f’(“))l.
Z réwnani (4.11), (4.12) otrzymuje si¢

“13) (W¥2)y = BOOH): +FO(S)s,

gdzie B¢ stanowi macierz przejécia dla pierwszego podukladu SES, wiazaca amplitudy
u-tych skladowych wektoréw stanu

51‘3-1)1 = {(Z(") D1 (’0‘) 1)1} Wi 2)1 = {(Z(“) 21> (’(") 2)1}

elementéw SES znajdumcych si¢ na krancach tego podukladu. Macierze B i ¥{” maja
postaé
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4.14)

N ~@)ITY () o () PY
BY = — TP TO(T) TP T(v)(Tm)—l B0 = ~T(T$) PP 4 PY )]12x6m
i sa identyczne dla wszystkich podukladow SES obe_]mujqcych wykorbienia. Amplitudy

wektora stanu elementu SES nr (m+ 1), sa zwiazane z amplitudami wektora stanu na koscu
Jj-tego odcinka watu relacja wynikajaca z (2.9), (2.17) i rys. 4:

Q1 cw
(4.15) (W )1 _[Q A(u)] P,

-gdzie macierz Q, utworzona jest z macierzy kosinuséw kierunkowych miedzy osiami ukla-
d6W Xj1, Xj2, Xjz 1 X115 X125 X13°

1 0 0
(4.16) 0, =10:1,01, Qi=|0 cosd sind,

0 —sind; cos?,
‘Sity dziatajace na SES nr (m+2), i (m+ 1), sa reakcjami elementu sprezystego nr v (fys 4),
zaleZnyml od wzglednych przemieszczefi tych dwéch SES. Zatem amplitudy wektora stanu
na poczatku i na korcu drugiego podukladu wynosza

Q: —0:G" ® m O W({z
417y W), = 0o -0 W21, W82z = BO(WEL )2+ FO(*®),,
2., .

gdzie:
1 0 0
{(4.18) Q,=1[0:,0i, 0;=|0 cos(#,—?3) sin(@,~%)
' 0 —sin(®,—®,) cos(®,—5))
Na koricu /tego podukladu otrzymuje si¢ podobnie
— Cv-l

L e ](Wffflz)x—x'i‘Fs(’)(fz(”))z,

-O
gdzie Q, jest macierza anlogiczna do Q,(4.18) dla (—_,).

W podukiadzie nr (/+1) elementy SES o ,,danym” ruchu oznaczono numerami

(M + Dy o, (M +2)01 (rys. 4). Macierz bezwladnosci drugiego z tych elementéw nie jest
zerowa. Podobnie do (4.19) zachodzi zalezno$é

Ory1 — Q141G
0+ _‘él . (wf,ﬁ_z),—}-(F§"?),+1(f"”)),+1,
+

.gdzie macierze (BM)y.1, (F)i11, Q141 tworzy sie analogicznie jak B, F (4.14) i O,
(4.18), jednakie macierz (T®),,, ze wzgledu na istnienie niezerowego bloku w macierzy
bezwladnosci (M), ukladu o ,,danym” ruchu ma odmienna posta¢ od macierzy T®;

(4.21) (T = RO K D= i+ (00 (M s

‘Warunek brzegowy dla rozpatrywanej linii walow wynika z braku zewngtrznych wymuszea
na element SES nr (m'+2)4,

(4.22) - (I‘ i+ = 0.

(419) (W%)2), = BY [ o

(4.20) (W,(f.‘ +2)l+1 = (Bév))lﬂl:
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W celu wyznaczenia rozwigzan metoda przedstawiona w [1] nalezy ponadto okreslié ampli-
tudy przemieszczen elementéw SES nr £, znajdujacych si¢ w podpartych podatnie fozyskach
ramowych. Dla k-tego podukiadu wynosza one zgodnie z (4.9)

(4.23) ‘ | (@) = K17 — K" ()],

gdzie K jest A-tym pasmem poziomym macierzy (K®)~1, natom}asf (z¢M), na podstawie
(4.11) wynosi
E

0 ’ 0 |
4.24) (Z(“))ﬂk = [_ (T TP — (Tél’))—-l] (WS D+ [(Tﬁ"))'lPﬁ")] (f*@),

WyproWadzone powyzej i w [1] zaleznosci pozwalaja przedstawié wielkoéci okreslone wy-
razeniami (4.22) i (4.23) w funkeji nieznanych wspétczynnikéw afy (dotyczacych pierwszego
odcinka watu §rubowego) i amplitud reakcji w tozyskach linii waléw. Sposéb wyznaczenia
tych niewiadomych jest analogiczny jak w [1].

Przy zastosowaniu metody OES [4] kazdy poduklad zawierajacy wykorbienie pod21e-
lono jednakowo na m elementéw OES, polaczonych ze sobg v weztami oraz z sasiednimi
podukiadami o' we¢zfami. Zaklada si¢, ze kazdy wezel ma 6 stopni swobody.. PoloZenie
elementow OES okre$lone jest wzgledem ortogonalnych lokalnych uktadéw wspotrzednych
Xeis Xezs Xes (¢ =1,2,...,m), wirujacych z predkoscia katowa « wzgledem osi linii
waléw. W danym podukladzie lokalne ukiady wspélrzednych maja osie odpowiednio
réwnolegle do siebie, przy czym osie X, Xz sa réwnolegle do plaszezyzny wykorbienia
w tym podukladzie Jako wspoélrzgdne uogdlnione przyjeto przemieszczenia i obroty
weztéw wzglcdem osi lokalnego uk{adu wspotrzednych. Dodatnie zwroty przemieszczen
wezlow 1 sit dzialajycych w weztach przy_]qto jak dla przemieszczen u,,, i sit fi, na rys. 2[1].
Wezly znajdujace si¢ w plaszczyznach oddzielajacych podukiad nr k od sgsiednich podu-
" kladéw traktowane sa jako wezly o ,,danym’ ruchu z, obcigzone sitami r. Pozostalych

2 wezléw k-tego podukladu stanowi wezly o ,,nieznanym” ruchu: g, wywolanym sitami
f. Wprowadzono oznaczenia: :

g =D qWexp(uor), q® ={gP}, n=1,.,0, ¢P={P} oa=1,..,56,

"

7= D f®exp(ipat), f® ={fP}, n=1,.,0, [P ={P},
7 . . »
1 . .
z= 2 2®exp(juwt), z® ={®}, n=v+l,v+2,..,v+7, 2z ={{},
u

r= D fexp(uer), =P}, n=o0+l,0+2,.,040, P ={P)
b

Przynalezno$é poszczegdlinych wielkosci do danego podukladu oznaczana jest ponizej
indeksem dolnym. Element OES nr e okreslony jest macierza bezwladnosci M, i macierza
sztywnosci K., wyznaczanymi wedlug [4]. Macierze M, i K, sa stopnia 6v,, gdzie v,—
liczba wezléw nalezacych do OES nr e. Z macierzy tych tworzy si¢ macierze M, i K, stopnia
6(v+7'). Macierz 1\7IE powstaje w ten sposob [5], ze (v.)* blokéw 6 x 6 macierzy M, umiesz-
cza sig w miejscach przecieé pasm poziomych i pionowych o numerach weztéw tego OES.
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Pozostale bloki macierzy M, sa zerowe. Analogicznie tworzy sie macierz K,. Oznaczajac
— N Y — — —

M= MM, K=K

e=1 e=1

oraz dzielac M i K na podmacierze

}60

M ;Mu' K K// }60
(MII)T MI }6u (KII)T KI }611'

6o o 60 6v

mozna dla k-tego podukladu napisa¢ réwnania [5]
M)+ M "En+ K@)+ K"z = (N
(M) (@M @+ KD+ K (2 = (-

Analogicznie jak w przypadku réwnan (4.8) otrzymuje sie

(4.26) .

Wy rs = BEOOY A PO Ny = ey =2, s =1,0,71, 9, s v = Jul.

BY i F{’ maja posta¢ macierzy B i F{") (4.14), przy czym T{”, ..., T4’ oraz P’ i PY

oznaczajg podmacierze (utworzone jak poprzednio dla SES) macierzy

T = POK® — (K, P® = (KO)T(K®)~1,

(4.25)

gdzie
K® = K—pw)M, K =K'—@o)M, K =K' —(@o)*M’.
W zaleznosci (4.26) oznaczono

W) kmy = {(Z("))k,k—n (r(#))k,k»1}> (W) kgq = {(Z("))k,kﬂ, (r(”))k,kn},

gdzie indeks (k, k—1) dotyczy wezléw k-tego podukladu w przekroju graniczacym z
(k—1)-ym podukladem:

(@ x-1 = {(Z:(x'?)k: (zf-':))k, ey (Zn, ks ("))k = {(zn,a k
P imr = {85 PSis ooes PN}, (r8) = {(r k}

1
Ny,ng, .o, is=2+1,0+2, ...,'u+—2—'u’, a=1,..,6,

natomiast indeks (k, k+ I) odnosi sie¢ do weztéw k-tego podukfadu w przekroju granicz-
czacym z (k+1)-ym podukiadem:

Err 1 = {E )k, @y vy ENY, (@) {(Z("&)fc}

(r(u))k. k+1 = {(ri(ll:))k, (ri(ll;))k, X (ri(ll:))k}, rs:’:))k {(rt(lll‘()t }

Ry, Ngy veey B = v+%v’+l,v+%v’+2, v+, a=1,..,6.
Przy zachowaniu jednakowego podzialu na OES w podukiadach nr 1, ..., I macierze
By i F§ sa identyczne dla tych podukiadéw.
'Z polozenia lokalnych uktadéw wspétrzednych w k-tym i w (k—1)-ym podukiadzie
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wynika nastepujaca zaleznos¢, dotyczaca wezldw w przekroju oddzielajacym oba te po-
duktady: ‘

1 = {0z k=15 s Q2 im 1 Qu(ri a1, ooy Qulr¥)_y }
(4.27)

1 1
Ry, Mgy ey Ny = fv+7fv’+1,v+-2—fv’+2, e U4,

gdzie Q; ma postaé (4.18) dla (,—&_)).

Wyrazenia (4.26) i (4.27) pozwalaja wyznaczyé zalezno$é wiazaca amplitudy przemieszczef
i sit w weztach na koncu /tego podukladu z analogicznymi wielkosciami na poczatku
podukiadu nr 1. Ponadto nalezy wyznaczy¢ zwigzek pomiedzy ampitudami przemieszczed
i sit w weztach poduktadu nr 1 faczacych sig z j-tym odcinkiem linii watéw a amplitudami
przemieszezen u? = Cf?a{” i sit wewnetrznych p% = A¥af w tym przekroju odcinka.
Oznaczajac przez a, , by, ..., ax,, b, odlegtosci weztéw znajdujacych si¢ w tym przekroju
od plaszczyzn utworzonych przez osie X;(, X;3 oraz Xj,, Xj;, mierzone w stanie spo-
czynku w kierunkach osi x;, oraz x;;, mozna macierz kolumnows amplitud pu- tych skia-
dowych przemieszczen tych qu%ow wyrazi¢ w postaci:

Q1 S,
@28) @)o=| 25 [ Cap, mm =01 042, 0Ly,
Q1 S,
gdzie Q, okreslono zaleznoscia (4.16), natomiast
| 100 0 b, —a,]
010 —b, O 0
001 a, O 0
Su=lo000 1 o 0
000 0 1 0
000 0.0 1|

Relacje pomigdzy (r¢?), 4 i pJ“) wyznaczy¢ mozna zwyklymi metodami statyki.

Dla (/+1)-go podukladu macierze (B4 1 (F§ )iy wyznacza si¢ podobnie jak Bf’
i F§? dla k-tego podukiadu. Tym samym mozZna okre§li¢é macierze przejécia dla calej linii
waléw i warunki brzegowe. Og6lny schemat rozwiazania i w tym przypadku jest analo-
giczny jak w [1].

5. Uwagi koncowe

Przedstawione w niniejszej pracy i w [1] sposoby opisu wymuszonych drgan linii watéw
z uwzglednieniem asymetrii sztywnosci na zginanie i podatnosci fundamentéow prowadza
do pewnej komplikacji obliczefi w préwnaniu z dotychczasowymi metodami, tym niemniej
ich stosowanie moze byé celowe w przypadkach, gdy pozadana jest wigksza'doklanosé
obliczen. Nalezy zaznaczyé, 2e przy znajomosci charakterystyk wymuszen niezbgdne
do dokladniejszych obliczeri dane dodatkowe dotycza jedynie podatnoscei fundamentéw i sa
mozliwe do uzyskania m.in. w sposéb ukazany w [1]. Dla uproszczenia procedury identy-
fikacji podatnoéci fundamentéw przy duzej liczbie czgstosci wymuszen (zwlaszcza przy
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uktadach przekladniowych) wydaje si¢ celowym sporzadzanie wykreséw zmian wartosci
wspotczynnikow podatnosci w funkeji czgstosci na podstawie interpolacji wynikéw po-
miarédw przy ograniczonej liczbie czestosci wymuszen.
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Peswme

Y;TOHHEHHLIE POPMVYIIBI PACUETA BBIHVY2KIOEHHBIX KOJIEBAHUI
BAJIOIIPOBOIOB C VUETOM ACHUMMETPUU U3TUBHOM XXECTKOCTH
1 MOJATIMBOCTH HYHIAMEHTOB

PaBora Kacaercs NMHeHMHBIX KOJNEGAHUMH BaJONPOBOJOB IPY HEPHOMMUYECKHX BOSMYLIEHMSK. Bolne-
neHuble (bOPMYJIbI OIMCHIBAIOT BIMSTHHE BHYTPEHHEr0 TPEHHS BAJIOB, IOCTOSTHHON aKCHaIbHOM HArPY3KH,
nedbopMaly CABHCa ¥ MHEPUMM TIOBOPOTA HA M3TMOHBLIE KoyneGaHua. IIpUBOAATCS TOMKE 3aBHCHMOCTH
KAcalolecs IPOAOJIbHEIX ¥ KPYTHJILHBIX KoNeGanuil ¢ yueToM BHYTPeHHero Tpenws. IlpeacraBnsercs
crioco6 pacyera MarHOHBIX KoebaHuit BaJOIPOBOJIOB C YYETOM ACMMMETDHM M3TMOHON MKECTKOCTH ¥ II0-
matmBeocTy QyHAaMeHTOB B CHCTeMax C nepenadeif. MnniocTpupyeTcs BOSMOMKHOCT IpHMEHEHHST METO A
KOHEYHBIX 3)IeMeHTOB (TeOpMUPYEMBIX MM YKECTKHX). B KauecTBe NpuMepa IPHHAT KOJIEHYATBIH BaJ.
CunrraeTcsi, U0 Kadaplil yaen (MM MKeCTIWl KOHEUHBIH 2J1leMeHT) 001aaeT EeCTHIO CTENeHAMy CBOBObI.
JLs1 yMeHsIIeHH Pa3MEPOB MATPMI{ CUCTEMBI JIDHMEHSAIOTCST MaTPHILI IIePeXoaad, CBAabIBaloHe Koad-
(bMIMEHTR] perieHyi s COCEAHUX YYAaCTKOB BaJIOMPOBOAA UK OTHOCALIMECSI K OMHOMY KOJIEHY, B Clryyae
IIPUMEHEHUSI METONA KOHEYHDLIX 3JIEMEHTOB.

Summary

A MORE PRECISE DESCRIPTION OF FORCED VIBRATIONS OF SHAFTINGS WITH FLEXURAL
RIGIDITY ASYMMETRY ON FLEXIBLE FOUNDATIONS

The paper deals with linear vibrations of shaftings at periodic excitations. The derived formulae are
describing the influence of an internal damping, constant axial force, shear forces and rotary inertia on
flexural vibrations. There are also given the formulae concerning with longitudinal and torsional vibrations
with an internal damping taken into account. The solution method for a flexural vibrations problem in
flexible supported, geared shaft systems with flexural rigidity asymmetry is presented. The possibility of
applying. the deformable (or stiff) finite element technique is illustrated for the case of a crankshaft. It is
assumed that each node (or stiff finite element) has 6 degrees.of freedom. The size of system matrices is
reduced by means of transfer matrices related to solution coefficients for adjacent shaft pieces or by use of
transfer matrices referred to one crank when the finite element technique is applied.
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