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Valeurs propres d’une classe d’équations différentielles

singuliéres sur une demi-droite.

PHAM THE LAI (*) - D. ROBERT (*)

Introduction.

Dang Vétude d’opérateurs différentiels elliptiques sur un domaine borné
de R*, n>2, dégénérant sur la frontiére de £2, on associe, & tout point s € I',
une équation différentielle singuliére sur la demi-droite: {t-n, 4 s;¢> 0}
ol n, est la normale intérieure en s & I'. Cette équation différentielle est
obtenue par figeage des coefficients en s et par transformation de Fourier
partielle par rapport au (n — 1) variables tangentielles en s & I'. Le réle
joué dans I’étude de la régularité par cette équation différentielle est mis
en évidence dans Bolley-Camus-Heffer [2] et Grushin-Savsan [5]. D’autre
part Pham The Lai{8] a montré comment cette équation différentielle in-
tervient dans la théorie spectrale des opérateurs elliptiques dégénérés.

Dans Bolley-Camus-Pham The Lai[3], ou Pon étudie la théorie spec-
trale d’une classe de problémes elliptiques dégénérés, aveec un type de dégé-
nérescence non nécessairement normal & I, intervient une classe d’opéra-
teurs différentiels singuliers qui sur [0, + oo §’écrivent

(1) L(t, Dt) — z ajl,Dl[t2(0+6m)+(.’i+l)(1—6)D;i]

0<gj, I<<km

ou D = i-Yd/dt), o réel << 0, d réel > 0 tels que ¢ + dm >0 et ¢ + m>0;
a;, est réel et a; = a,; pour 0<j, I<m.

Sous une hypothése de coercivité naturelle (¢) (voir §1), on considére
une réalisation A dans LXR,) de L(t, D;). L’opérateur A a alors une suite
(4);>0 de valeurs propres réelles, chacune étant répétée suivant sa multi-
plicité. De plus, on a:j_lj}rnw A; = + oco. Nous nous proposons dans ce

travail d’étudier la croissance de la suite (4;);-,.

(*) Université de Nantes, Institut de Mathématiques et d’Informatique.
Pervenuto alla Redazione il 23 Febbraio 1978.
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Lorsque d =1 et o € Z, cette étude a été faite par A. Mohamed [7] oil
il a été établi quej_ljJI;nw[jfz(”+"’”)-lj] =1 olt I est un nombre > 0 qui s’ex-
prime en fonetion du symbéle de L.

Dans [3] Bolley-Camus-Pham The Lai ont montré que:

S
liminf [j—2(c+om8.21>0 lorque —m—— <1.
it 1] T 3 om)

Le résultat principal de cet article est que, sous les hypothéses (1)
et (¢) on a:
(2) lim (j—2@+omid. 3y~ 0,

j—>+ o0

Nous établissons (2) par une méthode indirecte: on considére un entier p
assez grand de sorte que pour A4, G = (4” 4 1)-* soit un opérateur
nucléaire de L*R,). On étudie alors le comportement en i du noyau de G
au voisinage de 0 et au voisinage de 4 oco. On en déduit un équivalent en
A pour Trace (A? 4 2)~1, 1 — + oo et le théoréme taubérien de Hardy-
Littlewood donne [2].

Le paragraphe I est consacré & des préliminaires: noyau d’opérateur
associé & un probléme variationnel et espaces de Sobolev & poids sur R, .

Dans le paragraphe II nous précisons les hypothéses et les résultats
obtenus puis nous donnons quelques examples.

Dans le paragraphe IIT nous étudions le noyau de G,(¢, t) sur [1, + oof.
Cette étude est le point crucial de notre travail. Nous utilisons iei deux
types de méthode. Pour é>1 on procéde par figeage des coefficients de
Popérateur et par estimation de commutateurs. Pour 0 << d<<1 on con-
struit une paramétrix 4 droite pour Popérateur L + 1. La deuxiéme mé-
thode s’adapte pour traiter le cas d>1.

Enfin, dans le paragraphe IV, on achéve P’étude de Tr (4 4 2)-L.

1. — Préliminaries.

Rappelons d’abord quelques résultats généraux qui nous seront utiles.
L3 Q) étant V'espace des fonctions mesurables de carré intégrable pour la
mesure de Lebesgue sur £2 ouvert de R™, soit V un espace de Hilbert dense
dans L*(2). On suppose:

(i) Yinjection de V dans L2(£2) est continue;

(ii) Pinjection de V dans C(£) (muni de la convergence uniforme
sur tout compact) est compacte;
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(iii) il existe ye C(R), x> 0 sur O et des constantes y, ¢, > 0 telles
que: |u(@)|<e y M@) ||} |u]i=? pour tout ueV et ze Q.

Soit V' I’anti-dual de V par rapport au produit scalaire de L2(£2). On
notera par |T|, , la norme dans £(V’, V), espace des opérateurs linéaires
continues de V' dans V. On introduit de méme les normes | T 12, [T']|zs ¢
et | Tz,

TatorEME (I.1) (Bolley-Camus-Pham The Lai [3]). Soit T ef£(V', V).
Alors T est un opérateur intégral de noyau K(z,y) continu sur Q XQ et

(1L0) K@ y)l<d(x@) x@) 1 p I IRV I TR 1 TS

pour tout ,y € £2.

Soit a(u,v) une forme sequilinéaire, continue sur V xV et V-coercive
c’est-a-dire qu’il existe ¢,> 0 et A,>0 telles que

(1.1) Re a(u, W) > [ul} — Afull  pour tout ue V.

Soit A € £(V, V') Popérateur associé & a par le théoréme de Lax-Milgram,
D’aprés (1.2), A -+ 4 est un isomorphisme de ¥V sur V' pour Re i3> 4,.
Posons alors G4 = (4 + A)~t. On a alors:

ProrosiTioN (1.2). Sous les hypothéses (i), (ii), (iii) et (1.2), pour A> .,
G est un opérateur intégral de noyau Gai(x, y) continu sur 2 X2 et vérifiant:

IG;.(.’IG, y)|<0f02_y(x(m) .x(y))——l A1ty
pour tout A > A,.
Puisque nous nous proposons d’étudier les valeurs propres de problémes

associés aux formes:
+ o0

a(u’ /U) o fa’fl(t) 't2(0+dm>+(j+l)(1_l’).Diu.Dl’U dat
0y, I<m
0

il est naturel de considérer les espaces:
Wms(R,) = {u € D'(R,), °Hom+H1-9 Dy e I¥R,), 0<j<m}

ol meN, ¢ réel <0, § réel >0 tels que ¢ + m>0 et o 4 ém > 0.
Was(R,) est un espace de Hilbert pour la norme canonique.
Nous donnons maintenant les propriétés de ces espaces:

22 - Ann., Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sct.
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ProposITION (I.3) (Bolley-Camus-Pham The Lai [3]).
Wrs(R,) = {ue D'(R,): ™ D"uec IAR,) et ***"uc I*R,)}.

ProposrTioN (I.4) (Bolley-Camus-Pham The Lai [3]).
(i) On a une injection continue: Wys(R,) <> H °(R,)
(ii) On a une injection compacte: Wis(R,) <> L*(R,).
ProOPOSITION (1.5):
(i) On a une injection compacte: Wya(R,) > ¢(10, + oof)

(ii) Il existe une constante ¢ > 0 telle que:

(1.2) fu(t)| <ot™ I fu e - Jul
(1.3) ,u(t)|<ct—(a+6m)+(6—l)/2 . ”u”W;';':o(RO

pour tout ue Wis(R,).

DEMONSTRATION :

(i) résulte de Pinclusion: W2,(R,)c Hyn (10, 4 oo[) et de m >} par
le théoréme de Sobolev usuel.

(ii) Par le théoréme de Sobolev, il existe ¢ > 0 telle que:

(1.4) |W(t)|2<c[}TDmW|2dt J]TWHdt]

pour tout réel >0, t>7v et We Hn(]r, + oof).
Soit alors u e W, s(R,) et 4> 0. Posons W(z) = u(i-x); (1.4) donne:

lu(t) |2<c[ ﬁD’"WPdm +ﬁw;z«m] ,

a7y Al
t>0, dou

oa o0

<3| 1Dmairao + fluras]

¢ t

>
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et comme x>t on en déduit:

(1.5) |u(t) |2<§|:A2mt—2(o‘+m)fw2(d+m) ]D’”u|2 dxz +f|u ]2 dw]
] 0

pour tout we Wi s(R,), t>0, 1> 0.
(1.5) aveec A = t@+™/™ donne:

< o= ] [ m Dra g —}—flu]’dw] .
0 [\]

Appliquons cette inégalité & v(z) = u(r-z), r > 0:

o oo

]u(r-t)]2<§ t—‘”+m)/m[r‘2"fw2("+m) |D™u | dx —I—f|u |2 dm] .
0
Posons 7° = g, il vient:

lu(t) |2<c.t_(0+m)/m9—1+1/2m[”u”;g:6(R+) + Q“u”%’(RQ] .

On obtient alors (1.2) avec
o= [uldp [luli-

A=1t""?% dans (1.5) donne immédiatement (1.3).

Soit a(u,v) une forme sesquilinéaire continue sur Wj';(R.) X W, 3(R,)
et Wy s(R,)-coercive. Notons par W, ;*(R,) I'antidual de W7 s(R,) par rap-
port au produit scalaire de L*(R,). Soit 4 eL(W,s(R,), 5 (R +)) Vopéra-
teur engendré par a. Posons G = (4 -+ A) pour i>4,> 0.

THEOREME (1.6).

(i) On a les majorations:

— (4
WO',’L?:! Wg:l’ <

16l

16l o< A2
(1.6) Hwad,
1641, g, <oA1

1G]zs, e <e- 2471
pour A=A,
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(ii) G2 @ un noyau continu, Ga(t, T), sur 10, -+ oo X10, oof et il ewiste
une constante ¢ > 0 indépendante de A, t ed T telle que:
(1.7) |Gl(t, T)l<0(t,.[)—-(a+m)/2m,l~1+(1/2m)

(1.8) |G,(2, 7)| < e(t- 7)~ (@ Hom+ (20—

pour t, T>0 et A> 4.

DEMONSTRATION. (1.6) résulte de la coercivité de a.
On obtient (1.7) et (1.8) & partir de (1.6), de la proposition (I.5) et de (1.0).

II. — Hypothéses. Résultats. Exemples.

Soit la forme intégro-differentielle:

+ o0
a(u, v) = f ag(t) (2o +m+G+D(1=9 Diy Dly dt
o<i, l<m
0

On suppose:
(H,) a;eL”(R,), & valeurs réelles
(Hy) a; = a;; pour 0<j, I<m
(H,) ‘_l)iﬂoan(t) = a(co) existe pour 0<j, I<m
(H,) @ est W7,(R,)-coercive: il existe ¢, 1,> 0 telles que
a(u,v) + Ay Juli>e Hu][;g:a pour tout ue Wi(R,).

Soit A € il(Wf,’;,(R ) Wes (R +)) I’opérateur engendré par a. Comme pré-
cédemment, on pose: G; = (A4 - A)~! pour A> 4.
Posons:

0o(€) = 3 an(co)-&H  pour £€R.

0y, I<m

Nous nous proposons dans ce travail d’établir les deux théorémes
suivants:

TatorEME (I1.1). (1) Il existe B > 0 telle que:

O (8> E-(1 + &)™  pour tout £€R.
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(2) Ga a un noyau continu sur 10, + oof x]0, +} oof.

(3) 8% o = 8/2(c + om) <1, Ga est un opérateur nucléaire de L*R,)
dans lui-méme et Pon a:

+ o0

. 1 o 2%
2.1 1 1-o e
(2.1) ,1_,121“,}' J'Gz(t’ 1) dt 2nd sin o
R

Weol(E)2dE .

0

THEOREME (I1.2). (1) Le specire de A est discret, constitué d’une suite
croissante (A.),~o de valeurs propres, chacune étant répétée suivant sa multi-
plicité qui est finie, el telle quekggmﬂk = + oo.

(2) Posons: N() = > 1. On a alors:

Ae<A
: - , — _i —a
(2.2) Jim 2 N(l)—2n6fww(§) it .
R

REMARQUE. (2.2) est une conséquence directe de (2.1) pour 8/2(c+dm) <1
par le théoréme de Hardy-Littlewood. Pour le cas général nous étudierons
le noyau de (4® 4 A)~%, p entier assez grand, aprés avoir réduit le probléme
an cas ol les a; sont constants & Vinfini.

Extablissons maintenant le point (1) de (I1.1):

ProrosiTION (I1.3). Sous les hypothéses (H;) a (H,), il ewiste B> 0
telle que

(2.3) w (&)= E(1 + &)™  pour tout E€R.

D%MONSTRATION. Soit ¢ € D(R,), ¢>0 et supp ¢ C 11, } oo telle que

o0

L
[ Berm gty dt = 1.
1

Posons:

U, p(8) = &7 D . g(et) exp [i£6-1], 0 <e<l.
La coercivité de a et la proposition (I.3) donnent:
(24) 0t Ue) + Ay [t el Dy (2 4[240, o ]2) .
On a clairement:

m =0 et lim [t0mu, 5 = 1.
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On a d’autre part:
(2.5) Dm“s,e<t) — £¢7+6m+(1/2).‘p(et)(ét&—l)m.exp [ifa—lté] +

+ a+dm+(1/2) z e k . pm— k(p(Et (Zc t(k——h)(d—l)—h) exp [iga—-ltd].

o<kim—1
Posons:

R, .= oen)(&’H)™ et RIP = 3 &% D" Fg(et)e, (&) 1k MO-D-h
o<<ksm—1
Oh<sk

On a facilement:
€0 Bl = 7 et lim [ R = 0
d’our:

(2.6) lim 757 D™, |2, = &

On aura établi la proposition si 1’on prouve:

(2.7) Hm a(Ue,ey Ue,s) = woo(£) -

&—>0
Or d’aprés (2.5) on a:

oo

“(%,57 ue,E) — 82(d+dm)+1_f( z aj,(t)'Ej+"t2(°+dm)|<p(et)]Zdt) +
0=

o o<, i<m

o0
+€2(o‘+6m)+1f T gy (t) e em+GrIa-0).
o 0<d, I<m

[ (a) R(l) (t) + (81:)((8?56 1) R(’)() 4 (Et" 1 R(i) )] di

Par le théoréme de Lebesgue on a:

lim[ez("*”am)’*lf aﬂ(t) .§i+l.t2(d+6m) I(p(gt)lz dt] = ww(f) .
8—0 o<i, I<<m
0

On a: Supp R, (’) Cll/e, Afe], A constante >1 et il existe y; fonction
de &, indépenda,nte de ¢t et ¢ telle que:

|RO(0)| <) &+t~ D"D  pour te[ife, Afe].
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D’ou:
4

oo
82(0‘+6m)+1 ] fajl(t) t2(0+‘,M)+(j+l)(1_6)Rs(f;'Rg’)g dt <0'7}'(§) }’1(5) adJ. T2<d+ t’m)+2(l—d)dT .
[4]

1

On a de méme:

o

fa’a'l(t) oM HGHIA=0) . g 2p) (Et""l)Rg; dt’ <o(§),
0

82(o'+ Sm)+1,

comme 6 > 0, les majorations précédentes impliquant (2.7).

ExemerEs (IT.4). (1) L(t, D) = D} + t*, k réel > 0.
C’est un opérateur du type Schrodinger sur [0, + oof. Dans ce cas il

7

a été démontré par Lévitan [6] que:

(L) N(A)~ (2n)—1f dt f dk .
0 £4trCa
Montrons que cette formule coincide avec (2.2) dans ce cas particulier.
On a ici:
k 0 101
m=1, o=—l =gl et e tom 2Tk

(2.2) g’éerit alors:
NA) ~a1(k + 2)—1(f(1 - £2)-/m-1/2) dé) AvetuE

Utilisant la fonction béta classique il vient:

11

(2.2)' N(A)~a'(k +2)"'B (E’ E) ArHUE 2 doo.

D’autre part, par quasi-homogénéité, on a:

+ oo + o0 1
fdt f as = A1/z+1/kfd.,: f dn — 2.11/n+1/kf(1_ Tk)l/z ar .
0 &4ik<<A 0 PRl 0

Or:

1
1 1 3
oo —apnau =2 (2, 3).
0

9| =

1
f(l — T)Vdr =
0
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Or la fonection béta vérifie:

B(p,q+1) =}%—QB(1J, 9 p,¢>0,

13 11
B(35) = e +2B(33),

ce qui prouve que (L) et (2.2) coincident et que:

d’ot1:

N(A)~ (k-m)-1-B (%,g).zmﬂlz s A—>+t+o0.

Pour k = 2 on trouve: A; = 4j 4 1 (opérateur d’Hermite sur [0, 4+ oof).
(2) Soit L(¢, D) = a,D:(tD;) + apt, a,,a,> 0.
Un calcul explicite prouve que A; = 2(\/ M) j + Vaga,-
La j-iéme fonetion propre est donnée par:
@i(t) = exp [— (V(a/a,)) 1] L, (2 Vgi’-t) R
ou L; est le j-ibme polyndme de Laguerre.

(3) Plus généralement, considérons le opérateurs:

L(t, D)) = D(* D)+t pour 0<h<2 et k>0,
on a alors:

h h—k 1 b
m=1, 02’2‘_1, 5:1*77 d=§+z—§%.

Un calcul analogue & celui fait dans (1) montre que:

N(l) ~ (nk)—l ‘B (% — %@’ _;_) AL/2t1/k—h/2k , Al — 4+ 0.

III. — Etude du modéle.

LeMME (IIL.1). Avec les notations du paragraphe 11, pour tout réel T > 0,
on a:
T
lim ll—”‘sz(t, t)ydt=0.

A+ 00
0
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DEMONSTRATION. D’aprés (1.7) on a:

T T
}_l—u.fGA(t, t) dt<c-l<1/2m)—“ft-<°+mﬂm dz ,
[} 0
or:
1 1 ) o

om~ *T 2m 2 Lom) 2m(oc+ om)’

ol ¢ < 0, d’ou le lemme.

Le lemme (III.1) montre qu'il suffit de faire I’étude de G4 sur [T, -+ oo,
T > 0. Désignons par W},([T, + oof) P'espace des ue€ WisR,) tel que
Supp # c [T, + oo[ muni de la structure hilbertienne évidente.

LeMME (II1.2). Awvec les motations de 11X, il ewiste To> 0 tel que pour
T>1T,, la forme

o0

ap(u, ) = 3 az(co) 200 +8m)+ G +11—8) Di oy Dy it
o<i,i<m ;

soit coercive sur Wis([T, + oof).

DEMONSTRATION. Evidente & partir de la coercivité de a et de la défi-
nition de a;(oo).

Nous allons étudier comme modéle la forme intégro-différentielle:
+ oo

alu, v) = 3 oc,-;ftz(‘”"'")“"+‘)(1—")D"umdt.

0<d, l<m

On suppose: ay; réels, oy = o; pour tout 0<j, I<m et o WZ:,,([I, oo[)-
coercive: il existe ¢, 4, > 0 telles que

(3.1)  a(u,v) + A ”u”i.>c]lu}lgwmd pour tout u € Wy([1, oof) .
Posons:
w(é) = Z “51'5H'7
o<h, 1<m

(2.3) entraine qu’il existe E > 0 telle que:

(3.2) w(&)>EB1 + &)™ pour tout £eR.
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Soit A Popérateur engendré par (oc, wa(l1, o), L([1, oo[)). Posons
G, = (A -+ A2 pour 4> 4,. Il résulte du paragraphe I que G, est un opéra-
tenr 4 noyau continu sur [1,+oco[ X[1, 4 oo[. De plus il existe ¢>> 0 telle que:

(3.3) 84(t, T)| < e(t-7)~ (o+m)m , 3~1+(1/2m)

(3.4) Salt, 7)| < e(t-7)~C@FOM+URAE—1)

pour tout A>4,, ¢, ve[1, + oof.
Le but de ce paragraphe est de prouver le:

TeHEOREME (II1.3). Supposons de plus: o= §/2(c - dm)<<1. Alors
t — Gai(t, 1) est intégrable sur [1, -+ oof et lon a:

(=]

(3.5) lim Al—“f@l(t, 1) dt = (7e) - (2706)-1 - (sin na)—lfw(g)-a .
A—>+ 00

1 R

La démontration du théoréme (ITT.3) est assez longue. Comme il est
indiqué dans ’introduction, nous donnons deux types de démonstration
suivant que é>1 ou que 0 << 6 <<1.

(IIT.A): 6>1. Dans tout ce sous-paragraphe nous faisons I’hypothése
supplémentaire d>1.

Soit #,>2 fixé et posons 7 = £ °.

La forme o figée en ¢, s’écrit:

+ oo
.

“tn(uy ’I)) — z “"’J tg(”"’")+("+’)(1—">D"uD’1; dt
0, Isim

pour u, v € H™(R).
Par (3.2), o, est H™(R)-coercive.
Posons:
+ o0

Be(u, v) = z o) (t-DYu-(v-Dywdt, O0<T<l
0<3d, I<m

pour u, v € H*(R).
On a:
o, (1 0) = ™ Baa(u, v) .

Pour m réel désignons par (,} ) l’espaee de Sobolev usuel H™(R) muni
de la norme: [u|Z —‘{ |- &P + (&)[Pdg ou (& fexp (i - E]u(w) da.
R
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(3.2) entraine:

(3.6) B-(u, w)>E- |uf? . pour tout ue Hj(R).

Pour m > } on a une injection continue: H7)(R) G C(R). De plus il existe
¢> 0 telle que:

(3.7) Iu(x)!<c.r—1/2. ”u” }'{?m”unl (1/2m)

pour tout u € H*(R) et z e R.
Il résulte du théoréme (I.1) et de (3.7) que 'on a:

ProposrTioN (III.4). Supposons m > }

Soit T e E(H(‘,)m( ), H(’Z)(R)). Alors T admet un noyau T(z,y), continu et
borné sur RXR. De plus on a:

88) |T(@,y)l< 7 | TIGE e | T[G20 0 || (ema i) gy

By™ 12

pour tout x, y € R ol ¢ est indépendante de 7, 7, 2 et .
Soit B, € L(H ", Hy) Popérateur engendré par f,.
Posons R, ;) = (B, + A)~* pour 1>0. Il est clair que R, ,) a un noyau:

Rocole, ) = o) [ L EC=D e

R 0<d,i<m

On a les inégalités:
1R, ”Hm Hﬁ><E—
| Rl g, 2 < E-VHE + 2y
” A,(7) ”L "' <E_1/2(E -["‘ }») vz

1Ry lze, o< (B 4 A)72

(3.9)

Soit alors #, lopérateur engendré par «, . On a:

—_ — L]
Ql,t‘, = (At., - A) 1 _ t, 2(+8m) , J{A.taz(d_,_dm),t&_a .

Par suite G, a un noyau explicite:

exp [¢(z — y)&] dE
“ﬂt%((w6m)+(:'+l)(1—6)§a'+t + A’

0y, Iim

Sa0,(®, ) = (27)7

8‘—ﬁ+
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Par le changement de variable: 5 = #37°-& il vient:

+oo
Gi, (1, ) = (2n)"1'tg_1'ft%(a+am) -dZ(n) + 2
Posons:
+oo
Falt) = (2n)‘1td_lftz(a+am) .(Zi(s) + 4’
On a alors:

ProposiTioN (ITL.5). Soit « = 6/2(c + dm) < 1. Alors:

A—> 400

lim 21—“-ffz(t) dt = (2n06)~1- (sin noc)‘l-mcfw(f)‘“ a& .
1 R

DEMONSTRATION. Par application du théoréme de Fubini & des fone-
tions positives il vient:

0

o B P-1dt
J‘\‘Fz(t) dt = (2m) de(ftz(a+am).w(§) T l) .

1

Posons:

o

-1
f},(f) = ft2(0+ﬂm).w(5) + A d.

1

Par des changements de variables évidents on a:

+ o0
~8/2(d+ dm) —1+(8/2(c+dm))
— 21— 14(d2(o+ om) . &) fu .
k) =4 2(o + om) 1+u du
w(&)/4

Or:

+ o0

L d 10 1
fl—i—u u_sinﬂn 0u 0<p<1.
0

Comme 6/2(¢ 4 dm) < 1, f est intégrable sur R et le théoréme de Lebesgue
implique la proposition.
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Nous allons établir une estimation précise de G, (f,?) — G;(¢,¢) qui &
Paide de (II1.5) donnera (3.5) pour d>1.
Introduisons les notations suivantes: soit I un intervalle de R. Posons:

h
w=[IDPufat;  Jufi =3 ks
P k=0
wi s =[lzDPufat;  Ju

h
l:,l,‘t = z |u!l%,l,r .
; £=0

Si 7 = R on supprime la lettre R.
On a inégalité d’interpolation:

©.10) e (G s () ]

pour 1>p0>0, ueH(”,') et 0<<h<m.
Soit 6 € C°(R), Suppf C[—1,1], 6 =1 au voisinage de 0.
Pour 0 < e<}, posons g (t) = 6((t— to)/(e*%°7)). On a clairement

Tt 34,
Suppgegl_[z, 2].
Posons:

L(t) = oye(t)y =16 (M)

to- T et HI,GZQG'QZ'C_Qa'gl,t.'C'

On remarque que oG, { € L(H,y", Hf;).

En effet si ge H;," on a {-ge V' ol V = W,4([1, oof) d’ou: g,-G;-lg€
€ Vc Hj;, (prolongement par 0 hors de [1, oof).

Par conséquent H, , a un noyau H, (¢, v) que 'on peut estimer & Paide
de (3.8). Pour cela il nous faut majorer les normes: |H) | _, +:mzs [Hiel—sm,z;0

sup. KB EuDl
.10 Y 11 ey el

On a des expressions analogues pour les autres normes de H, ,.
Il vient facilement:

(G — gz,t.) if = gz,t.('*et.— #) gA'Cf
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et
H, f = S, e, — A)G{f — (G, 0.1, — £)G,-f

ol [-,-] désigne le commutateur de deux opérateurs.
On a done:

<g5 H}.,ef> = A},s(f’ g) + Aie(f’ g)
ou:
A;,e(f’ g) = <gs? gl,tcgs(‘*tu_ jk)g). Cf>
et
A3 (fy 9) = <9, [0es B0 J(H,— #)Sp-Lf> .

Utilisant le caractére hermitien de « et «, il vient:
AiS(f’ g) = atn(gl Cf? Qeglytng) - d(gl Cf’ ngl,tog) .
D’autre part:

4515 9) = <9, (06 Sr0, W, + )G — <gs [0es G, J(# + 1) Lf> =

= (I)— (1D.
On a: @) =<9, G1,.,[ 4, 0.18:81>
et I =- “z.,(gz &t Qegl,tog) + “t.,(@egz &t Qz,cug)

(IT) = <9, [0s G, 11>
= <gr gl,t,,['fet.ﬂ Qe] g}.,ta Cf>
d’olt (I_I) = “z.,(QegA,t., ¢t Q).,tng) - “t,,(gz,tn &ty Qeg}.,tng) .

En définitive on a:
(3.11) <g, Hz,ef> = “tn(geg). &f, gz,c.,g) - “z.,(g,zé‘fy @egl,tog) +
+ “50(95 gz,;,,éfa g,l,tog) - “gn(g;.,t,, f, 0. Ql,t,,g) +
-+ “t,,(g). &t Qeg}.,t,,g) — (8,0, o g}.,t,g) .
L’estimation de <g, H, ,f> va résulter des lemmes suivants:

LEMME (II1.6). Posons J = [1,/2, cof. On a:

@) 1838 s e <t5 > ™ [F |- e

(ll) ”g}. Cf ”m,J;r<ct0_(a+am)(tg(d+a7n) + Z‘)_1/2 ”f”o



VALEURS PROPRES D'UNE CLASSE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ETC.

(i) [8: 8/ lo, <67 O™ + DT g
(iv) 18:2f o0 <e®”*™ + 271l

pour tout € L2 et pour tout A>24,, A assez grand.

DEMONSTRATION. Posons % = §a1{f. On a alors:
(A4 Hu=1(f

ou encore: o(u, v) + A(u, v) = ({f, v) pour tout veV.
La coercivité de o ((3.1)) entraine:

(3.12) cluly + (A— A)ulf<|(¢f, w)|  pour A>A,.

Or on a facilement:

I(ny u)|<y”f”—-m,r”u”m,J:f

et

|l e <¥ta P July  avee T=157".

Dot il résulte:

(3.13) Al e+ (A= ) [l5s < I e [ @]
de méme on a:

(3.14) oM 2 L+ (A= ) JwlE <y [Flo Tulo -

(3.13) entraine (i).
De (3.14) on tire:

[ty ™ 4 (A — A1 wllo,s <¥" [Flo
d’olr (iv) et

o Julf o<y [flo* [0l <y o7 + 2= 2T 1R

d’ou (ii).
On a de méme (iii) & partir de (3.13).

Lemmg (I11.7). Posons:

A6 (u, v) =frj+’D5uD'(gsv) dt—| .t DiuDivdt .
R R

351
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Il ewiste C > 0 telle que:

(3.15) ‘A(j.l)(u, ’l)) |< Ceg—m t0—1+(u+6m)/m (t%(a+6m) + A)—l/Zm.

2(0 + 8m) 1/2
e iyt ]

. |IuIm,I:1[|v]m,1+ tg_,_dm

pour tout u, veE Wge[l, oof, 0 <e<i, 0< 4, I<m, 1>0, £,>2.

DEMONSTRATION. Par Leibnitz et compte tenu de la définition de 49*
il vient:

-1
| 400w, )| < Clucly 1, 3 (etg)" ol -
R=0

Appliquons (3.10) & v avec g = g-f{FHomimRla+im 4 7)=1/2m
On a en particulier g< 7 d’ou il résulte:

(3.16) v

t2(d+ om) 1/2
e < C.t‘()c+dm)/m (tg(mkdm) + A)—l/2m.|: |vlm,1 + Eo___.j___é_)__ |v|0:|

G+ dm
tO

pour tout O0<h<m — 1.
(3.15) est alors une conséquence de (3.16) sachant que 0 << e<<} et #,>2.

LeMMmE (IT11.8). Il existe C > 0 telle que
(3.17) foet, (1 0 0) — (U, o) | < C e 12+ |0y ;-
—m $((6+ dm)/m)—~1 2(0 + dm) 1/2
) LS I

(t(2)(¢1+6m) + Z)l/2m tg+6m

pour tout u, v € Wys([1, oof), 0 <e<}, 4>0, t,>2.

DEMONSTRATION. «, (%, o, w) — &(%, g,v) est une combinaison linéaire de
termes du type:

DY, v) :ftg(d+6m)+(5+l)(1—a)DiuDlgs,v dt _ftg(a+dm)+(j+l)(1—d)piuDl o0 dt.

Or Supp g, C I et il existe € > 0 indépendente de t et #,>2 telle que:

ltg(d+6m)+(i+l)(1—6) _ t2(6+6m)+(5+l)(1-—6)! < Clt— t0|t§(v+am)+(a'+l)(l-—d)—1

pour tout tel.
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Or sur Supp g, on a: [f— t,|<e-t,-7 d’onr

‘t‘z)(a+dm)+(a'+l)(1—6) _ t2(a+dm)+(a'+l)(1—6); < C.e.tg(a+6m)+(5+z)(1—é)

pour tout ¢ e Supp g,.
Par Leibnitz, comme dans la démonstration de (3.15) on a:

13
(3.18) D2, )] < 05 g, 3 (o).

Pour 0<h<l!—1 on majore |v|, par (3.16) et |v|,,<C(Jv
((3.10) avec ¢ = 7).
On obtient alors facilement (3.17) & partir de (3.18).

m,T + Ivlﬂ)

LeEMME (IT1.9). I1 existe C > 0 telle que:

tr 1+((¢+0m)/m)
(2o +0m) 1 7)i2m )

(13(o+dm) . Jy1i2 (to+om) | 2172
'[lulm,r‘l" _()’“W_Iulo I’Ulm,r+ L‘W ’D’o

(3.19) lots,(0: %y ) — atg,(u, 0o )| < CLZE+HIM) . g=m

pour tout u, ve Wys([1, oof), 0 <e<3}, 450, {,>2.

DEMONSTRATION. On procéde comme dans (IIL.7): on combine Leibnitz
avec (3.16) appliqué & » et & v.

REMARQUE. Dans le second membre de (3.19) on peut remplacer |ul, .
et |u|, respectivement par |ul|, ;. et |uly; ol J = [£/2, oof.

Les quatre lemmes qui précédent permettent d’estimer les différentes
normes de H, .

LemumE (IT1.10). 11 ewiste C > 0 telle que:
[ Has]| - 53,0 < Ot 2o+ 0m) [8 T & T om ¢ ZyiiEm
(3.20) 1H el i z0 < Otg CFOP(@OHOM L )7L,
1Hy ol oy mys < Ctg ©HOM (@50 - 2720,
| Hsellze po < CEECH™ - 27U,

71+ ((o+8m)/m) :'
’

pour tout 0 < e<i, t,>2, A>1y, 4 assez grand.

23 - dnn. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.



354 PHAM THE LAI - D. ROBERT

DEMONSTRATION. De (3.9) on tire les inégalités:

. <E—1ta‘2(ﬂ+d7n)

” g/l,t. —m,T;m,
1900, ] 20 < BTV t5 CHOM (B (500 . 2y

I8, gns e < B2 G5 OB 040 - 2y

18,0, ”L';L'<(E't§(d+6m) + 27t

D’aprés (3.11) on a:

<gy Hi.,sf) = Aﬁl)g’ 9) + A(eg)(f’ 9 + Aﬁg)(f’ g -

AV et A® ge majorent & 1’aide du lemme (IIL.6), de (3.21) et du
lemme (ITL.9). On majore A® & Taide de (3.17).

Proposrrion (II1.11). H,, est un opérateur intégral de noyau H, (x,y)
vérifiant:
(3.22) |H o2, y)| < Ctg—1—((u+dm)/m)(t§(a+dm) 4+ A)r+ezm).
B o 1+((0+8m)/m)
'[8 +e m(t%(o'+6m)+ l)l/Zm]

pour tout z, yeR, t,>2, A=24y, 0 <e<}.
DEMONSTRATION. (’est une conséquence immédiate de (3.8) et (3.20).

ProprosITION (IT1.12). En plus des hypothéses du théoréme (I11.3), sup-
posons 8>1. On a alors:

-+ co
(3.5) lim Are f 8a(t, t) @t = (mer)(2)~1(8in mar)~1 f w(&)-dE .
A—>+ o0
1 R

DEMONSTRATION. On a évidemment:

Hz,e(toy to) = g}.(to, to) - gi.,t,,(tO’ to)
d’ott:
H; (4, 1) = Si(ty, 8y) — F3(t)

pour tout #,>2, 0 <e<i, Ax4,.
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Utilisons (3.22). Remarquons d’abord que l’on a:

(3.23) fta—l—((a+dm)/m)(t2(a+dm) + l)_1+(1/2m)dt< s Lant
2
§—2 (42(0 + 8m) -1 —8 | 48—2+(0—1)(0+3m)
(3.24) #-2(f + A tat< A0 [t a
2 2

pour tout 6 €[0, 1[ vérifiant 0 <6 <1— o + 1/2(¢ 4 dm).
Comme « € [0, 1] on peut choisir § =1— « + 7, > 0 assez petit. On
obtient alors:

(3.25) f PR | =1 gy QA1

2

(3.23) et (3.25) donnent:

oo

(3.26) e f (8202, 1) — 8, t)dt’<0[e + ™A,
2

Par le théoréme du noyau dans les espaces de Sobolev usuels on a:

2
[S:(2, 1) — G (2, t)]dtl < Q- jazm—s
! <C- AGIZm(o'-rdm)

d’ou

(3.27) e

[ty )= 85,6, 01| < O + & 477 - poemieom),
1

On obtient alors (3.5) en faisant tendre 4 vers ’infini puis & vers 0, compte
tenu de la proposition (I11.5).

(ITI.B): 6 ]0,1[. Posons:

Lit, D), = 3 06,1'D‘[t2(6+dm)+(i+l)(1_d)-_D:]
o<, I<m

Lo(t, D’) — z aﬂ,t2(0+¢’m)+(i+l)(1——6).Di+l

0y, Ism
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(partie principale de L & linfini) et

L,(t, D,) = L(t, D) — Ly(t, D).
D’aprés (3.2) on a:
(3.28) Ly(t, £)> B (1 4 (%)™

pour tout (¢, &) €[1, oof XR.
Posons:

(1 4+ |&p)v2 pour [E]>1, t>1
U pour [£]<1, t>1

¢(t7 §) =

ot @(t, &) =1 + ¢ pour (t, &) € [1, oof XR.
On vérifie facilement que I'on a:

(3.29)  Sro>(1/3)(1+t" + &) pour tout (¢, &) e[1, oof XR.

L’intérét des fonctions ¢ et ¢ réside dans le:

LemuMe (IIL.13). Pour tout couple d’entiers p, q>1, il ewiste C,,> 0
telle que

(3.30) {08 D Ly| < O™ Ly ¢~ " -9~ ¢
(3.31) |03 D} Ly | < Oy Ly ™" ™!
uniformément pour (i, &) e[1, oo XR.

DEMONSTRATION. 0%-D{L, est une combinaison linéaire de termes du
J+l-—v,t2(a+6m)+(§+l)(1——6)—a

type: &
Pour |§|<1, t>1 on a:

|§i+l—p,t(i+l)(1—6)—-a|<2—dtﬂ(1“6)(1 S+
d’ou pour |£[<1 et £>1 on a, compte tenn de (3.28):
[0 D{Ly|<C-Ly¢p™ "¢~ .
Pour |§|>1 et ¢t>1 on a:
[EH=P U HDA=9) c9=a. (1 L )~ (170 Fm . £ 7P

d’ott Pon déduit (3.30).
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(3.31) s’établit de la méme maniére.

(3.30) et (3.31) vont nomns permettre de construire une paramétrix a
droite pour L(¢, D,) + A au voisinage de I'infini et d’obtenir des estimations
sur le symbole en fonction de 1. Nous avons déja fait ce type de calcul
dans [9] et [10].

Définissons la suite de symboles suivants:

boalt ) = (Lolt, &) + )7

et par récurrence sur je N:

1
-2 .3
biyialty ) = —boat, &) X = 0:L-Dib,,
ita=j—k+1 &°
o<k<j
i=0,1

(3.32)

ol (¢, &) €[1, o] XR, i30.
Posons:

N
BN,A = Z bk,l et RN,A = (L(t, D) + }') 'BN,A —1I.
k=0
Un calcul simple prouve que le symbole de Ry ,; est donné par:

1 1
(3.33) Bya(t,y &) =y+k>2N+1 = 0% Lo(t, &) DY b2 +v+k2>N ] 0%Ly(t, &) DY by,a .
k<N

S

Le lemme suivant se démontre comme dans [10] lemme (4.1) & partir
de (3.30), (3.31) et (3.32):

LEMME (II1.14). Pour tout entiers p, q, N >0, il ewviste C(N,p,q) >0
telle que:

2N+pv+aq

(3.34) 02 D{ by | <O, p, )by ] 3 Lo byl (g @) Y~ 29~¢
i=1

pour tout (i, &) € [1, oo XR, A>0.
Soit y € C°(R), Supp xS [1, oof et y=1 sur [2, ocof[. On a alors:

(3.35) (L@, D)) + A)(x*Bys) = x + 1 By, + [L(2, D)), x1By, -
LeMME (IIL1.15). 8i fe OF(11, oc[) alors (y-By,)f € D(#) ot D(#) est le

domaine de & considéré comme opérateur non borné de L3(]0, oo[) dans lui-
méme.
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DEMONSTRATION. On a:
D(#) = {u € Wr([1, cof): v — a(u, v) est L*-continue} .

Il suffit de prouver que (y By,)f est OF sur [1, oof et & décroissance
rapide au voisinage de I’infini.
On a:

By f(t) = (27)7* [exp [i#£]- By (0, £)f(&) d

R

d’ott il résulte que By ,f est 0.
D’autre part, pour p, 9>1, t>1, t’-D{ By ;{(t) est une combinaison li-
néaire d’intégrales du type:

Joxp litg1-£"- 3% Di(By) fiErae .

R

Or (3.28) et (3.24) entrainent:

0 D} Byal<C-Lgtg~ g7
< O_E—l ,t—2(6+dm)(1 + (tl—d_l)Z)—m
d’otui:
D¢ By, f(t) = O(1), &>+ oo.

A étant une réalisation de L(¢, D,) et G1= (£ + A)"1, 4 réel>0, on a
alors, d’aprés (3.35) et le lemme (III.15):

(3.36) 2" Byaf =S 21+ Sy x-Byaf + S [Ly 21 Byaf

pour tout fe C5°(11, oof).
Le symbole: [L, y]-b, ; est de la forme:

Ly 2} bep= 2 oDV
D,a<2m—1
ou y,, € C*(R), Supp y,,c[1,2].
Soit 8, ; le noyau-distribution défini par le symbole g, Df* b, ;:

(B.37)  Bua(n, 1) = (20)7 1y () [exD [i(s — 0)-£1- D2 b, (v, )
R
on a alors;
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LeMME (I11.16). IT ewiste C, Ay > 0 telles que:

¢ 1
(3.38) Bea(m D<oy

pour 1<t<2, A4, et 1>38.
DEMONSTRATION. Par intégration par parties on a:
(3:39) (T — 1" 8.4(7, 1) = (2m) "y, (o) [exp [i(r — ) E1DT**BRby (v, ) -

R
D’aprés (3.34) on a:

|D2*0kb, | < O(Ly + A% Ly(g @) *¢™ " 9777
Comme 1<7<2 il vient:
|D2* 8} b, 1| < OA~%(1 + Eym= @B,
On obtient done (3.38) a partir de (3.39) en choigissant h assez grand.
Désignons par gy ,(f, ) le noyau-distribution associé & Ry,. On a Desti-

mation suivante:

Levmme (II1.17). Pour tous entiers p>0 et N >2m -+ 1 il existe C(p, N) > 0
telle que

(3.40) low,alt, 7)< C(p, N)- 471 [1 4 (¢ — 7)F] 72 g m+om—H0

pour tout A>1, v et t>1.

DEMONSTRATION, Par intégration par parties il vient:

(3.41) owalty T) = (22)7 1 + (1 — T)ﬂ""fexp Li(t — )&

R
.(1 - %)”Rma, £)dE .
Or d’aprés (3.33) et (3.34) on a:

1 (1 - ;;)”RN.M, ) f <C(p, W) Loft, &)+ 4+ (- )~¥-1 .

D’autre part:

Lyt, &)< C-£CHM@ 2. 22 ot (pp) ¥ <O (1 0 4 [E)TV?



360 PHAM THE LAI - D. ROBERT

d’ou .
(3.42) | (1 — dd—éz)”RN,l(t, 5)‘ <
< C’(p, N)}'—l.t2(c+6m).(t1——6.}_)2m. (1 + Al + iEI)—N—-l

pour tout ¢>1, A>1, £eR.
(3.41) et (3.42) entrainent facilement (3.40).
Pour estimer le membre de gauche on a besoin du:

LeEMME (I11.18). Pour tout entier k>1 il existe C(k) > 0 telle que:

(3.43) [at[1b,att, &)1ag < o) 273 [ [b,,00, £ aat
1 R 1R
pour tout A>1.
DEMONSTRATION. Remarquons d’abord qu’il existe € > 0 telle que:
(3.44) L}*™ < C-¢-@ uniformément sur [1,00[ XR.
11 résulte de (3.34) qu’il existe € > 0 telle que:

[be, 1 < Olby 2P Ly~ 2m .
Or:
byal<Lg® A%  pour tout 6 e[0,1].
0, 0

Done § =1— 1/2m donne:

[bg,2) < O(K) b 5 - A~ 2™
d’ol1 (3.43).
Nous pouvons maintenant achever la démonstration de (3.5).

Fin de la démonstration de (3.5) lorsque 6 €]0,1[: En plus des lemmes
précédents nous utilisons I'inégalité déja citée:

(3.3) 18,(¢, 7)|< O(t-7)~@rmim. j~1+0/2m)

D’aprés (3.38) et (3.3) on a:

(-] o 2
N
(3.4b) > fdt Ga(t, 7) O,a(7, B)|dT < G-l"sz]G;(t, |t — 1) 2drdt<
E=0
$ 1 a 31

< o - l—3+(1/2m) (t _ 2)—2 .t—(a+m)lm dt < Q7. j-8+(1/2m) |
]
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Pogons d’autre part:

Aalty 1) = [Sa(t, 7) 40 @y alr, Dz
(3.3) et (3.40) donnent:

|4yt 1)< O -/1‘2+“’2"”frﬂ‘N"-[1 + (t— 21 "dr

ou lon a posé: § = 2(0 + m - dm).
Or d’aprés P’inégalité de Peetre on a:

f[l PP M dr < O(1 + %) fﬂ’ N | 2Py,
Choisissons p = 1 et N assez grand, il vient:
(3.46) f Ay oty )@ < - A2+

D’aprés la proposition (II1.5) on a:

(3.47) lim ll"“jjbo,l (t, &)dt d§ = (270 sin mc)‘lnacfw(é')‘“ dé .
e YR R
D’autre part: 1 —a— 2 — (1/2m) = —a—1 4 (1/2m) < 0.

Par conséquent on obtient (3.5) & partir de (3.36), (3.45), (3.46), (3.43)
et (3.47).

REMARQUES (IIL.19): (1) La méthode de (III.B) s’appliquerait égale-
ment au cas 6>1 en prenant: ¢, &) = (1 + [£]?)V2 et p(t, &) =1 + ¢ pour
(t, &) € [1, oo XR.

(2) Le calcul de paramétrix fait dans (III.B) permettrait d’obtenir
des formules asymptotiques avec reste pour Trace G, et pour N(1). On
pourrait également étudier le prolongement holomorphe de la fonction
d’Epstein ¢, associée & (C 4 z A ) Ceci sera détaillé ailleurs.

IV. — Comportement de Tr (A% 1)~

Dans tout ce paragraphe p désigne un entier tel que p>a ol & =

= d/2(c + om).
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Posons G = (4% + ). Ona GP e (W, ", Wr,) done G a un noyau
continu sur 10, oof x]0, oo[. De plus t — G(t, 1) est localement intégrable

sur ]0, oof (1.7).
LEMME (IV.1). Sous les hypothéses du théoréme (IL.2) on a:

T

(4.1) tim 7o) f @P(t, 1) dt — 0.

0
DEMONSTRATION. So0it (@;);y un systeme orthonormal de vecteurs pro-
pres de A associé & la suite des valeurs propres (4,);e. Un argument clas-
sique utilisé dans la démonstration du théoréme de Mercer montre que:

2
z los(2) | <GP, 1) pour tour € ]0, oo

i=0

d’ott Pon déduit que pour tout ee 0, T[, la série > |p;(t)1?/(A? + A) con-

verge uniformément vers GP(1,1) sur [g, T].
En faisant tendre ¢ vers 0 il vient alors:

T T
fGS{”(t, fHdi =3 l{%t:)—zdt .
o ?

(4.2)
i=0
0
Posons:
T
Mr)=73 |lp.t)at
A<t
0
On a alors:
J am)
T
fG;.(t, t)dt = ——
[1] (1}
et

On sait (Lemme (III.1)} que:

lim A=

A=+ oo

>3
o R
S
)
|
=
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d’ou Pon déduit:
lim = - M(z) = 0 (Agmon [1]) .

T—*+ oo
SBoit ¢ > 0. Pour z(¢) > 0 assez grand on a:
(4.4) M(r)<e'z* pour z>1(e)

d’otr:

vra P)Twrar e+

z(8) T(€)

f dM(r) e M@mdr [ M(7) ]w
z(8)

Utilisant (4.4) il vient alors:

dM(7) alp
f ”—I—}.<C £+ A1+ (=)

(g)
et
(g)

(4.5) 11—(a/v)J%¥_F(%<ll_(a,p)f dM_:”-l— 0.

[ 0

Dans (4.5) faisont 4 — - oo puis ¢ — 0 on en déduit (4.1).

ProposITION (IV.2). On suppose qu’il existe T > 0 tel que a;(t) est con-
stant sur [T, oof pour 0<j, I<m. On a alors:

o

(4.6) lim A1 (+/2) f GP(t, 1) dt = (2m) (sin (%“))—1 (”—p—“) f Wel) dE .
A—>oo
R

1]

DEMONSTRATION. D’aprés (4.1) il suffit de calculer lim 2'~ (“”’)(IG(”) (t, t) dt)
pour T'> T, T’ assez grand.

Pour faire ce calcul on adapte la construction de paramétrix faite
dans (IIL.B) & Popérateur I? | A sur ]T,o[. On distingue les cas 0 <d <1
et 6>1 pour la définition de ¢ et @. Il est facile de voir que Pon peut
prendre (L(t, £))” comme symbole principal de L.

On prouve comme dans (ITI.B) que le terme prinecipal de f GO, t)dt

pour A — 4 oo est donné par:
J‘J‘ dt d&
I3t &)+ 4"
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A

Un calcul analogue & celui fait dans la proposition (II1.5) donne:

dt dé‘ . [7a f 24
1— (“lw) -1 bl -
phff,f ffL 2t &) = (29) (Sm ( P )) (p )Rf e E)70

11 résulte de ce qui précéde que l'on a prouvé (2.1) et (2.2) pour des
opérateurs & coefficients constants & l'infini. (2.2) résulte de (4.6) par appli-
cation du théoréme de Hardy-Littlewood [1].

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration de (2.1)
et (2.2) dans le cas général.

Fin de la démonstration de (2.1) et (2.2): Soit €€ ]0, 1[.
Posons:

a)(t) = a;,(00) pour i T(e)

a; (t)  pour 0<t<< I(e)

ot T'(e) > 0 tel que: [a;,(t) — a;;(c0)| <& pour tout ¢> T'(e).
Posons alors:

0

4, v)= 3 fa}f,)t2(°+'”5)+("+‘)(1"’)l)’uD’vdt

0<i, I<m o

pour u, ve€ W, on a clairement:
la(u, v) — a,(u, v)|<e- ll“ﬂwgd‘ ”v“ng’d
d’ont il résulte que pour ¢ assez petit, a, est Wi s-coercive et que l'on a:

(4.7) la(u, u) — a,(u, w)|< O & a,(u, u) + Ao [u3:

pour tout ue Wg,.

Soit (}.§°)),EN la suite des valeurs propres relative & @, (chaque valeur
propre étant répétée suivant sa multiplicité). De (4.7) et de la formule
du Max-Min (Courant-Hilbert [4]) on déduit

(4.8) — A+ (1= C-A<AH<A 4 C-aA" + 4

pour j €N, ¢ assez petit.
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(4.8) entraine:

. A ,

{4.9) N, (1_{_—0.8)<N(A + 4,
A

(4.10) N(A— lo)<N5(m) ’

pour A> 0, €10, 1[ assez petit.
Posons:
y = (2n8) f w2 (E)dE .
R

On a vu précédemment que
AHIPOO}“—“NJ}‘) =y pour tout €10, 1[ .
(4.9) donne alors:

1+ C-e)2-p<lim A= N(A)
IS5t oo
et (4.10):
Tim A% N(A) < (1 — C-e)*-y .

A—> 4 o0

Faisons tendre & vers 0:

Zlég—nool_m.N(l) =Y.

On a donc prouvé (2.2). On en déduit (2.1) dans le cas général, pour
oo <1 par le théoréme réciproque de Hardy-Littlewood [1].
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