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Valeurs propres d’une classe d’équations différentielles

singulières sur une demi-droite.

PHAM THE LAI (*) - D. ROBERT (*)

Introduction.

Dans 1’6tude d’opérateurs différentiels elliptiques sur un domaine born8 Q
de Rn, n&#x3E;2, d6g6n6rant sur la frontiere de D, on associe, a tout point s E F,
une equation différentielle singuliere sur la demi-droite: {t - n, + s; t &#x3E; 0}
ou ns est la normale int6rieure en s a T. Cette equation différentielle est
obtenue par figeage des coefficients en s et par transformation de Fourier
partielle par rapport au (n - 1) variables tangentielles en s a F. Le r6le

j oue dans 1’ etude de la regularite par cette equation differentielle est mis
en evidence dans Bolley-Camus-Heffer [2] et Grushin-Savsan [5]. D’autre

part Pham The Lai [8] a montre comment cette equation diff6rentielle in-
tervient dans la theorie spectrale des op6rateurs elliptiques d6g6n6r6s.

Dans Bolley-Camus-Pham The Lai [3], où 1’on étudie la theorie spec-
trale d’une classe de problemes elliptiques degeneres, avec un type de dégé-
nérescence non n6cessairement normal a r, intervient une classe d’opéra-
teurs diff6rentiels singuliers qui sur [0, -j- oo[ s’écrivent

ou D = i-l(dfdt), (J reel  0, ð réel&#x3E; 0 tels que J + bm &#x3E; 0 et J + m &#x3E; 0
ail Z est reel et ail == aZi pour 0 ,j, l  m.

Sous une hypoth6se de coercivité naturelle (c) (voir § 1), on consid6re
une realisation A dans E2 (R+) de L(t, Dt). L’opérateur A a alors une suite

(AI)j&#x3E;o de valeurs propres réelles, chacune 6tant r6p6t6e suivant sa multi-
plicit6. De plus, on a : li m 2j + oo. Nous nous proposons dans ce

I +-

travail d’étudier la croissance de la suite (,Ij)j_&#x3E;O.

(*) Universite de Nantes, Institut de Math6matiques et d’Informatique.
Pervenuto alla Redazione il 23 Febbraio 1978.
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Lorsque 6 = 1 et J E Z, cette etude a ete faite par A. Mohamed [7] ou
il a ete etabli que.lim [j-2(C1+ðm). A; ] = 1o-h I est un nombre &#x3E; 0 qui s’ex-

prime en fonction du symb6le de L.
Dans [3] Bolley-Camus-Pham The Lai ont montre que:

Le r6sultat principal de cet article est que, sous les hypotheses (1)
et (c) on a:

Nous 6tablissons (2) par une m6thode indirecte: on consid6re un entier p
assez grand de sorte que pour A&#x3E; A,,, G,(a") = (A’D + Â)-l soit un op6rateur
nuel6aire de L2(R+). On étudie alors le comportement en A du noyau de G,(,)
au voisinage de 0 et au voisinage de + oo . On en déduit un equivalent en
A pour Trace (Ap + Â)-l, Â -+ + o et le th6or6me taub6rien de Hardy-
Littlewood donne [2].

Le paragraphe I est consaer6 a des preliminaires : noyau d’opérateur
associ6 a un probl6me variationnel et espaces de Sobolev a poids sur R+,

Dans le paragraphe II nous pr6cisons les hypotheses et les r6sultats

obtenus puis nous donnons quelques examples.
Dans le paragraphe III nous 6tudions le noyau de GA(t, t) sur [1, + C&#x3E;O[.

Cette etude est le point crucial de notre travail. Nous utilisons ici deux

types de m6thode. Pour ð&#x3E; 1 on procede par figeage des coefficients de
Ilop6rateur et par estimation de commutateurs. Pour 0  ð  1 on con-

struit une param6trix a droite pour Ilop6rateur L + A. La deuxi6me m6-

thode s’adapte pour traiter le cas 6 &#x3E;, 1.
Enfin, dans le paragraphe IV, on acheve l’étude de Tr (AP + A)-’.

I. - Préliminaries.

Rappelons d’abord quelques r6sultats g6n6raux qui nous seront utiles.
L2(Q) 6tant l’espace des fonctions mesurables de carr6 integrable pour la
mesure de Lebesgue sur Q ouvert de R", soit V un espace de Hilbert dense
dans L2(Q). On suppose:

(i) l’injection de V dans L2(D) est continue;

(ii) l’injection de V dans O(Q) (muni de la convergence uniforme

sur tout compact) est compacte;
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(iii) il existe X E O(.Q), X &#x3E; 0 sur Q et des constantes y, c1 &#x3E; 0 telles

que: lu(x) I  c,, X-’(x) 11 u Ily - 11 u ll’-y pour tout 2c E V et x E Q.

Soit V’ l’anti-dual de V par rapport au produit scalaire de L2(Q). On
notera par IITllv’,v la norme dans C(V’, V), espace des opérateurs lin6aires
continues de V’ dans V. On introduit de mame les normes IITllv’,Lt, , !!TIILI,y
et II T IILI,LI.

TiitoRtmE (1.1) (Bolley-Camus-Pham The Lai [3]). Soit T E C(V’, V).
Alors T est u% op6rateur intégral de noyau K(x, y) continu sur 4ii X Q et

pour tout x, y E Q.

Soit a(u, v) une forme sequilinéaire, continue sur V X V et V-coercive

c’est-à-dire qu’il existe C2 &#x3E; 0 et Âo&#x3E; 0 telles que

Soit A E C(V, VI) ilop6rateur associé à a par le th6or6me de Lax-Milgram.
D’apr6s (1.2), A+ A est un isomorphisme de V sur V’ pour Re Â:&#x3E; Âo.
Posons alors Ga = (A + Â)-l. On a alors:

PROPOSITION (1.2). Sous les hypothèses (i), (ii), (iii) et (1.2), pour Â&#x3E; Ån,
Gi est un opirateur intégral de noyau GJ.(0153, y) continu sur Q xQ et vérifiant:

pour tout A &#x3E; Âo.

Puisque nous nous proposons d’étudier les valeurs propres de probl6mes
associés aux formes :

il est naturel de consid6rer les espaces:

of m E N, d reel  0, ! réel&#x3E; 0 tels que er + m&#x3E;0 et a + bm &#x3E; 0.

W,,’,,(R+) est un espace de Hilbert pour la norme canonique.
Nous donnons maintenant les propri6t6s de ces espaces:

22 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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PROPOSITION (1.3) (Bolley-Camus-Pham The Lai [3]).

PROPOSITION (1.4) (Bolley-Camus-Pham The Lai [3]).

( i ) On a une inj ection continue :

(ii) On a une injection compacte:

PROPOSITION (1.5 ) :

(i) On a une injection compacte: W;:ð(R+) 4 e(]O, + -[)

(ii) 11 existe une constante c &#x3E; 0 telle que:

pour tout u E W;:ð(R+).

DEMONSTRATION :

(i) résulte de l’inclusion: Wð(R+) c H:::c(]O, + oo[) et de m &#x3E; ! par
Ie théorème de Sobolev usuel.

(ii) Par Ie théorème de Sobolev, il existe c&#x3E; 0 telle que:

pour tout reel -r &#x3E; 0, &#x3E;r et W E Hm(]í, + oo[).
Soit alors u E W;:ð(R+) et A &#x3E; 0. Posons W(0153) = u(Â .0153); (1.4) donne:

t &#x3E; 0, d’où
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et comme x &#x3E; t on en deduit :

pour tout U e W;:ð(R+), t &#x3E; 0, Â &#x3E; 0.

(1.5) avec Â = t(G+m)/m donne:

Appliquons cette in6galit6 a v(x) _ u(r - x), r &#x3E; 0:

Posons r’ = e, il vient:

On obtient alors (1.2) avec

= t1-ð dans (1.5) donne immédiatement (1.3).

Soit a(u, v) une forme sesquilinéaire continue sur W;:ð(R+) xWn’(R+)
et WQ a (l!+)-coercive. Notons par yVd,s (l!+) l’antidual de W;:ð(R+) par rap-
port au produit scalaire de L2(R+). Soit A E C(W;:ð(R+), -W,,-m(R+)) l’opéra-
teur engendré par a. Posons Ga = (A + Â)-l pour A&#x3E; Âo &#x3E; 0.

THÉORÈME (1. 6 ) .

(i) On a les majorations :

pour Â&#x3E;Â.o.
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(ii) 0;. a un noyau continu, O;.(t, ’l’), sur ]0, + cxJ[ X ]0, o[ et il existe

une constante c &#x3E; 0 indépendante de A, t ed -c telle que :

pour t, 7: &#x3E; 0 et I &#x3E; A,,.

DEMONSTRATION. (1.6) r6sulte de la coercivite de a.
On obtient (1.7) et (1.8) a partir de (1.6), de la proposition (1.5) et de (1.0).

II. - Hypotheses. Resultats. Exemples.

Soit la forme intégro-differentielle:

v

On suppose: 

(Hl) ail E LOO(R+), à valeurs r6elles

(H2) ail = aZi pour 0 j, I  m

(]El,) lim a,,(t) = a,,(oo) existe pour 0 c j, lmt-+ +-

(H,) a est W;:ð(R+)-coercive: il existe c, A,&#x3E;O telles que

a(u, v) + A0 Ilulli.&#x3E;c lIull2 m pour tout u E W:ð(R+) .

Soit A E C(W;:ð(R+), ’W,,,,-Im(R+)) Ilop6rateur engendr6 par a. Comme pr6-
cedemment, on pose: Gi =(A + A)-’ pour Â&#x3E; Âo.

Posons :

Nous nous proposons dans ce travail d’établir les deux théorèmes

suivants:

THÉORÈME (II.I). (1) Il existe E &#x3E; 0 telle que:
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(2) OJ. a un noyau continu sur ]0, + o[ X ]0, + o[.

(3) Si a = 612(a + bm)  1, OJ. est un opirateur nucléaire de L2(R+)
dans lui-même et Ilon a :

THÉORÈME (II.2). (1) Le spectre de A est discret, congtitui d’une suite

croissante (Â.k)kO de valeurs propres, chacune itant ripit6e suivant sa multi-
plicité qui est f inie, et telle que Urn Âk = -f - 00.k-. + 00

(2) Posons : N(Â.) = II. On a alors :
AkA

REMARQUE. (2.2) est une consequence directe de (2.1) pour ð/2(a+ðm)  1

par le th6or6me de Hardy-Littlewood. Pour le cas general nous 6tudierons
le noyau de (A? + A)-’, p entier assez grand, apr6s avoir r6duit le probl6me
au cas of les ai sont constants a l’infini.

Extablissons maintenant le point (1) de (11.1):

PROPOSITION (11.3). SOU8 les hypotkèses (Hl) à (H4), il e0153iste E &#x3E; 0

telle que

DEMONSTRATION. Soit qJ E Ð(R+), q;&#x3E;0 et supp p C ]1, + oo[ telle que
+ -

Posons:

La coercivité de a et la proposition (1.3) donnent:

On a clairement:
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On a d’autre part:

Posons:

On a facilement:

On aura etabli la proposition si l’on prouve:

Or d’apres (2.5) on a:

Par le th6or6me de Lebesgue on a:

On a: Supp R)’£ C [1/8, A/8], A constante &#x3E; 1 et il existe y3 fonction

de E, independante de t et s telle que:

pour t E
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D’où: 

On a de meme :

comme ð&#x3E; 0, les majorations pr6c6dentes impliquant (2.7).

EXEMPLES (11.4). (1) L(t, Dt ) = Dt + tk, k réel&#x3E; 0.

C’est un op6rateur du type Schrodinger sur [0, + oo[. Dans ce cas il

a ete d6montr6 par Levitan [6] que:

Montrons que cette formule coincide avec (2.2) dans ce cas particulier.
On a ici:

(2.2) sl6crit alors :

Utilisant la fonction beta classique il vient:

D’autre part, par quasi-homogénéité, on a:

Or: o



344

Or la fonction beta verifie :

d’ou :

ce qui prouve que (L) et (2.2)’ coincident et que:

Pour k = 2 on trouve : Âi = 4j + 1 (opérateur d’Hermite sur [0, + oa[).
(2) Soit L(t, Dt) = alDt(tDt) + aot, , al, ao&#x3E; 0.

Un calcul explicite prouve que Âj == 2 (vaOal) .j + vaoal.
La j-ième fonction propre est donnée par:

of L f est le j-ieme polynôme de Laguerre.

(3) Plus généralement, consid6rons le operateurs :

on a alors:

Un calcul analogue a celui fait dans (1) montre que:

III. - Etude du modile.

LEMME (III.1). Avec les notations du paragraphe II, pour tout reel T &#x3E; 0,
on a:
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DEMONSTRATION. D’après (1.7) on a:

or:

of (J  0, d’où le lemme.
Le lemme (III-1) montre qu’il suffit de faire l’étude de OJ. sur [T, + 00[,

T &#x3E; 0. Désignons par Wð([T, + o[) Ilespace des u E W::ð(R+) tel que

Supp u c [T, + oo[ muni de la structure hilbertienne évidente.

LEMME (III.2). Avec les notations de II, il existe To &#x3E; 0 tel que pour

T&#x3E; To, la f orme 

soit coercive 8ur W;:ð([T, -)- 000.

DEMONSTRATION. Evidente à partir de la coercivité de a et de la defi-
nition de a¡z( 00).

Nous allons étudier comme modele la forme integro-diS6rentielle:

On suppose: aj, réels, (XjZ = (Xli pour tout 0 j, 1  n et a W;:ð([l, co[)..
coercive : il existe c, lo &#x3E; 0 telles que

pour tout - 

Posons:

(2.3) entraine qu’il existe E &#x3E; 0 telle que:

pour tout $ E R.
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Soit.ae l’opérateur engendré par (a, WQ a([l, oo[), L2([1,ooO). Posons

g,B = (.ae + Â)-l pour Â&#x3E; Âo. Il résulte du paragraphe I que g,B est un opera-
teur à noyau continu sur [ly-)-oo[x [ly + oo[. De plus il existe 0&#x3E;0 telle que :

pour tout A&#x3E; Âo, t, 7: E [1, + 00[.
Le but de ce paragraphe est de prouver le :

TnÉORÈME (111.3). Supposons de plus: a = 612(a + ðm)  1. Alors

t - gA(t, t) est intégrable sur [1, + oo[ et l’on a:

La démontration du th6or6me (111.3) est assez longue. Comme il est

indiqué dans l’introduction, nous donnons deux types de demonstration
suivant que ð&#x3E;l ou que 0  6  1.

(III.A): 6 &#x3E; 1. Dans tout ce sous-paragraphe nous faisons l’hypothese
supplémentaire ð&#x3E; 1.

Soit to&#x3E; 2 fige et posons 7: = to-a.
La forme a figee en to s’écrit:

pour u, v E Hm(R).
Par (3.2), ato est H-(R)-coereive.
Posons:

pour u, v E Hm(R).
On a:

Pour m reel désignons par H{.:)(R) 1’espace de Sobolev usuel jr"(R) muni
de la norme : "U", i(I7:’12 + l)mlû(Jl2d ou K($) = jexp [iz . $] u(z) dz.

R
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(3.2) entrain e :

Pour m &#x3E; ! on a une injection continue: Hr;)(R) O(R). De plus il existe
c &#x3E; 0 telle que :

pour tout u E H-(R) et x E R.
II r6sulte du théorème (1.1) et de (3.7) que l’on a:

PROPOSITION (111.4). Suppo8ons m&#x3E; !. 
Soit T E C(H(.;)m(R), H(;)(R)). Alors T admet un noyau T(x, y), continu et

borni sur R x R. De plus on a:

pour tout x, y e R ou c est independante de T, -r, x et y.
Soit $7: E t(H(;)m, H(;») l’opérateur engendré par f37:.
Posons 9t.t,(7:) = ( lS + Â)-l pour Â&#x3E; o. Il est clair que 3t.t,(7:) a un noyau :

On a les inegalites :

Soit alors A,,, l’op6rateur engendr6 par oe,,,. On a:

Par suite gA,to a un noyau explicite:
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Par le changement de variable: n = t’- 6 - il vient:

Posons :

On a alors:

PROPOSITION (111.5). Soit a = 612(a -f- 6m)  1. Alors :

DEMONSTRATION. Par application du th6or6me de Fubini a des fonc-
tions positives il vient:

Posons:

Par des changements de variables evidents on a:

Or:

Comme 612(a -E- bm)  1, f est integrable sur R et le th6or6me de Lebesgue
implique la proposition.
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Nous allons 6tablir une estimation precise de 19,1,t(t, t) - 9,1(t, t) qui a
1’aide de (111.5) donnera (3.5) pour ð&#x3E;l.

Introduisons les notations suivantes: soit I un intervalle de R. Posons:

Si I = R on supprime la lettre R.
On a l’in8galit8 d’interpolation :

pour 1&#x3E;e&#x3E;O, U E H(:) et Ohm.
Soit 8 e O;’(R), Supp 0 c j- i, 1], 0 =E 1 au voisinage de 0.
Pour 0  8  1, posons g,,(t) = 0((2013 to)!(8.to.7:)). On a clairement

Posons:

et

On remarque que !!s.gy.CEC(H(;)m,H(:»).
En effet si g E H(-;)m on a C. g E V’ où V = W;:ð([l, oo[) d’otn !!s. gJ.. Cg E

EVe H(:) (prolongement par 0 hors de [1, 000.
Par consequent HJ.,s a un noyau HA,s(t, T) que l’on peut estimer à l’aide

de (3.8). Pour cela il nous faut majorer les normes: IIHA,sll-m,T: m,T’ "HA,s II-m,T: o

On a des expressions analogues pour les autres normes de Ha’..
Il vient facilement:
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et

ou [ -, - ] designe le commutateur de deux op6rateurs.
On a donc :

OA:

et

Utilisant le caractere hermitien de a et ato il vient:

D’autre part:

On a:

et

(Ton

En definitive on a:

L’estimation de g, H;"sf&#x3E; va résulter des lemmes suivants :

LEMME (111.6). Posons J = [tof2, o[. On a :
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pour tout f E L 2 et pour tout Â:&#x3E; Âo, Âo assez grand.

DTMONSTRATION. Posons ’U = @AV. On a alors :

ou encore: a(u, v) --f- 2(,u, v) _ (’I, v) pour tout v EV.
La coercivité de a ((3.1)) entraine :

Or on a facilement:

D’ou il resulte :

de meme on a:

(3.13) entraine (i).
De (3.14) on tire:

d’of (iv) et

d’où (ii).
On a de mame (iii) à partir de (3.13).

LEMME (111.7). Posons :
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Il existe C &#x3E; 0 telle que:

pour tout u, v E ,,6[j, 00[, 0  E c 2 , 0 j, lm, Â&#x3E; 0, t, &#x3E; 2.

DtmoNSTRATION. Par Leibnitz et compte tenu de la d6finition de L1:;,1
il vient :

Appliquons (3.10) à v avec (! = í. tO’+ðm)/m(t(a+ðm) + Â)-1/2m.
On a en particulier (!  í d’où il resulte :

pour tout Ohm -1.
(3.15) est alors une consequence de (3.16) sachant que 0  8  I et to&#x3E;2.

LEMME (III.8). Il Z existe C &#x3E; 0 telle que

pour tout u, v E W;:ð([l, oo[), 0  8!, Â&#x3E;O, to&#x3E;2.

DÉMONSTRATION. 0153to(u, QsW) - 0153(u, QsV) est une combinaison Iinéaire de
termes du type :

Or Supple I et il existe C &#x3E; 0 ind6pendente de t et to&#x3E; 2 telle que:

pour tout  e I.
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Or sur Supp es on a : It- to I  s - to - -r d’où

pour tout t E Supp Q...
Par Leibnitz, comme dans la demonstration de (3.15) on a :

Pour Ohl-l on maj ore iv 1,,, par (3.16) et )v [,,i  C( [v [,, + iv 1,,)
((3.10) avec e = -r) -

On obtient alors facilement (3-17) A partir de (3.18).

LF,m:Nm (111.9) . Il existe 0 &#x3E; 0 telle que :

pour tout ’it, v E W;:ð([l, oo[), °  8i, Â&#x3E;O, to&#x3E;2.

DÉMONSTRATION. On precede comme dans (111.7): on combine Leibnitz
avec (3.16) applique à u et à v.

REMARQUE. Dans Ie second membre de (3.19) on peut remplacer [u[,,
et lulo respectivement par lulm,J;T et lulo,J of J = [to/2, 00[.

Les quatre lemmes qui precedent permettent d’estimer les differentes

normes de HA,s.

LEMME (111.10). Il existe 0&#x3E; 0 telle que :

pour tout 0  e  -lff , to&#x3E;2, Â&#x3E;Âo, Âo assez grand.

23 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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DEMONSTRATION. De (3.9) on tire les inegalites :

D’après (3.11) on a:

,J(I) et J(2) se majorent à l’aide du lemme (111.6), de (3.21) et du

lemme (111.9). On majore J(’) à l’aide de (3.17).

PROPOSITION (III.11). Hi.,s est un opérateur intégral de noyau Hi.,s(0153, y)
vérifiant :

pour tout x, YER, to&#x3E;2, Â&#x3E;Âo, Oe!.

DtmoNSTRATION. C’est une conséquence immédiate de (3.8) et (3.20).

PROPOSITION (111.12). En plus des hypothèses du théorème (111.3), sup-
posons ð&#x3E; 1. On a alors : :

DEMONSTRATION. On a 6videmment: :

d’où:

pour tout to&#x3E;2 08-!, A&#x3E;AO.
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Utilisons (3.22). Remarquons d’abord que 1’on a:

pour tout 0 E [0, 1[ v6riflant 0  0  1 - oc + 112 (a + bm).
Comme a E [0, 1 [ on peut choisir 0 = 1 - ot + q, 77 &#x3E; 0 assez petit. On

obtient alors:

(3.23) et (3.25) donnent:

Par le theoreme du noyau dans les espaces de Sobolev usuels on a:

(Ton

On obtient alors (3.5) en faisant tendre Â vers l’infini puis s vers 0, compte
tenu de la proposition (111.5).

(III.B): ð E ]0, 1[. Posons :
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(partie principale de .L a Ilinfini) et

D’après (3.2) on a:

pour tout (t, $) E [1, oo[ X 1t.
Posons :

et q(t, $) = 1 + t pour (t, E) E [1, oo[ xR.
On v6rifle facilement que 1’ on a:

(3.29) ø .qJ&#x3E; (l f3)(1 + tð + [$[) pour tout (t, $) E [1, oo[ X lt .

L’intérêt des fonctions ø et qJ r6side dans le :

LEMME (111.13). Pour tout couple d’entiers p, q&#x3E; 1, il e0153iste Ov.a&#x3E; 0
telle que

uniformément pour (t, $) E [1, oo[ xR.

DTMONSTRATION. ôë . D: Lo est une combinaison linéaire de termes du
type: ; +l-p . t2(a+ ðm) +(; +l)(l-ð)-a.

Pour [J[ I, t&#x3E;l on a:

d’of pour 1$1  1 et t &#x3E; 1 on a, compte tenu de (3.28):

Pour j&#x3E;l et t&#x3E;l on a:

d’of 1’on d6duit (3.30).
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(3.31) s’établit de la meme mani6re.

(3.30) et (3.31) vont nous permettre de construire une paramétrix a
droite pour L(t, Dt) + Â au voisinage de l’infini et d’obtenir des estimations
sur le symbole en fonction de Â. Nous avons d6jA fait ce type de calcul
dans [9] et [10].

D6finissons la suite de symboles suivants:

oi1 (t, J) e [1, o] x R, A&#x3E; 0 -
Posons:

Un calcul simple prouve que le symbole de RN,). est donne par:

Le lemme suivant se d6montre comme dans [10] lemme (4.1) A partir
de (3.30), (3.31) et (3.32) :

LEMME (111.14). Pour tout entiers p, q, N&#x3E; 0, il existe C(N, p, q) &#x3E; 0

telle quo:

pour tout (t, ) E [1, oo[ XR, Â&#x3E; O.

Soit X E OCO(R), Supp X C [1, oo[ et x =1 sur [2, oo[. On a alors :

LEMME (III.15). Si f E C§l()I, oo[) alors (X.BN,A)f E D(A) o4 D(A) est le
domaine de ae considéré comme opérateur non born6 de L2(]0, oo[) dans lui-
même.
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DEMONSTRATION. On a:

Il suffit de prouver que ( x BN,,A) f est Cjfi sur [1, oo[ et à d6croissance
rapide au voisinage de 1’infini.

On a:

d’of il r6sulte que BN,,xf est C°°.

D’autre part, pour p, q&#x3E;I, t&#x3E;l, tl’-DIBN,.,I(t) est une combinaison li-

n6aire d’intégrales du type:

Or (3.28) et (3.24) entrainent:

d’où:

A 6tailt une realisation de L(t, Dt) et ga = (A + Â)-l, A réel&#x3E;O, on a
alors, d’après (3.35) et le lemme (111.15):

pour tout f E Co-(]I, oo[).
Le symbole: [L, X].bk,Å est de la forme:

of ip:v,,,, E C’(R), Supp "P1J,a C [1, 2].
Soit bk ’I le noyau-distribution défini par le symbole "Pk,).Df+a bk,Â:

on a alors ;
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LEMME (III.16). Il existe C, Âo &#x3E; 0 telles que :

pour 1 ,r2, Â&#x3E;Âo et t&#x3E;3.

DtmoNSTRATION. Par int6gration par parties on a :

Comme 1 ,r  2 il vient:

On obtient donc (3.38) à partir de (3.39) en choisissant h assez grand.

D6signons par eN,Â(t, t) le noyau-distribution associé à RN’Â. On a Ilesti-
mation suivante:

LEMME (III.1 7 ) . Pour tous entiers p&#x3E;O et N&#x3E;2m + 1 il existe C(p, N) &#x3E; 0

telle que

pour tout Â&#x3E; 1, "r et t &#x3E; 1.

DtmoNSTRATION. Par int6gration par parties il vient : :

Or d’apr6s (3.33) et (3.34) on a:

D’autre part:
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d’of

pour tout &#x3E;1, Â&#x3E;l,  E R.
(3.41) et (3.42) entrainent facilement (3.40).
Pour estimer le membre de gauche on a besoin du:

LEMME (III.18). Pour tout entier k&#x3E;l il existe C(k) &#x3E; 0 telle que :

pour tout Â&#x3E; 1.

DÉMONSTRÂTION. Remarquons d’abord qu’il existe 0&#x3E; 0 telle que:

(3.44) L/2m a.ø.cp uniformement sur [1, oo[ x R .

Il résulte de (3.34) qu’il existe C&#x3E;0 telle que:

Or: 

Donc 0=12013 1 /2m donne:

dloil (3.43). d’où (3.43).
Nous pouvons maintenant achever la demonstration de (3.5).

.F’in de la démonstration de (3.5) lorsque 6 E ]0, 1[: En plus des lemmes
precedents nous utilisons Ilin6galit6 deja citee :

D’après (3.38) et (3.3) on a:



361

Posons d’autre part:

(3.3) et (3.40) donnent:

of 1’on a pose : # = 2(d -p m + 6m).
Or d’après llin6galit6 de Peetre on a:

Choisissons p = 1 et N assez grand, il vient :

D’après la proposition (111.5) on a :

D’autre part: I - a - 2 - (1/2m) = - a - 1 + ( 1 /2m)  0.

Par consequent on obtient (3.5) a partir de (3.36), (3.45), (3.46), (3.43)
et (3.47).

BEMABQUES (111.19): (1) La m6thode de (III.B) s’appli,querait 6gale-
ment au cas ð&#x3E;l en prenant: 0 (t, = (l + 1$12)1/2 et p(t, 1 + t pour
(t, I) G [1, oo[ x R.

(2) Le calcul de parametrix fait dans (III.B) permettrait d’obtenir
des formules asymptotiques avec reste pour Trace 91 et pour N(A). On

pourrait 6galement 6tudier le prolongement holomorphe de la fonction

d’Epstein ’Á associ6e a (C.A (’S) - I Ceci sera d6taifl8 ailleurs.
;=0

IV. - Comportement de Tr (A2) + Â)-l.

Dans tout ce paragraphe p d6signe un entier tel que p &#x3E; a ou a =

6/2(cr + bm).
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Posons O(v) = (AV + Â)-l On a O(V) e L(W-m yVQ a ) done O(v) a un noyau
continu sur ]0y cxJ[ x]O, oo[ . De plus t - oCf)(t, t) est localement integrable
sur ]0, "1 (1.7).

LEMME (IV.1). Sous les hypotheses du theoreme (II.2) on a :

DÉMONSTRATION. Soit (CPj)jeN un syst6me orthonormal de vecteurs pro-
pres de A associ6 a la suite des valeurs propres (Aj)jcN. Un argument clas-
sique utilise dans la demonstration du th6or6me de Mercer montre que:

d’of 1’on déduit que pour tout 8 E ]0, T[, la série 2 ltj(t) 12/(Ajl + 1) con-
verge uniformement vers G(’)(t, t) sur [8, T]. i&#x3E;_o

En faisant tendre 8 vers 0 il vient alors :

Posons :

On a alors :

et

On sait (Lemme (111.1)) que:
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d’of 1’on deduit :

Soit 8&#x3E; 0. Pour r(E) &#x3E; 0 assez grand on a:

dloil:

Utilisant (4.4) il vient alors:

et

Dans (4.5) faisont A - + oo puis s - 0 on en déduit (4.1).

PROPOSITION (IV.2). On suppose qu’il existe T &#x3E; 0 tel que a;z(t) est con-

stant 8ur [T, oo[ pour Oj, lm. On a alors :

00

DEMONSTRATION. D’apres (4.1) il suffit de calculer iiia ;.l-’/JI)( f G( a") (t, t)dt)
pour T’ &#x3E; T, T’ assez grand. 

° 
,

Pour faire ce calcul on adapte la construction de paramétrix faite

dans (III.B) 4 Ilop6rateur L’P + Â sur ]T, oo[. On distingue les cas 0  6  1

et 6 &#x3E; 1 pour la d6finition de 0 et 99. Il est facile de voir que 1’on peut
prendre (Lo(t, i))° comme symbole principal de L. 00

On prouve comme dans (III.B) que le terme principal de f Gr)(t, t) dtpour A - + c&#x3E;o est donne par: ,
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Un calcul analogue a celui fait dans la proposition (111.5) donne:

Il r6sulte de ce qui precede que l’on a prouve (2.1) et (2.2) pour des

operateurs a coefficients constants a l’infini. (2.2) r6sulte de (4.6) par appli-
cation du th6or6me de Hardy-Littlewood [1].

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration de (2.1)
et (2.2) dans le cas general.

Fin de la démonstration de (2.1) et (2.2): Soit e E ]0, 1[.
Posons:

ou T(s) &#x3E; 0 tel que: la;,z(t)- a;,(oo) I  6 pour tout t&#x3E;T(8).
Posons alors:

pour u, v c- -W’ on a clairement:

d’of il r6sulte que pour s assez petit, as est -W",M,,,,- coercive et que l’on a:

pour tout u E "W.M,, *
Soit (A(j"))icN la suite des valeurs propres relative A a,, (chaque valeur

propre 6tant r6p6t6e suivant sa multiplicité). De (4.7) et de la formule

du Max-Min (Courant-Hilbert [4]) on deduit

pour j E N, 8 assez petit.
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(4.8) entraine:

pour A &#x3E; 01 8 E ]0, 1[ assez petit.
Posons:

On a vu pr6c6demment que

(4.9) donne alors:

et (4.10):

Faisons tendre 8 vers 0:

On a donc prouve (2.2). On en déduit (2.1) dans le cas general, pour
a  1 par le th6or6me r6ciproque de Hardy-Littlewood [1].
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