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❜❡❡♥ ✈❡r② s✉♣♣♦rt✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ■ ✇✐s❤ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ s✐❜❧✐♥❣s✱ ❛♥❞

✐♥✲❧❛✇s ❢♦r ❜❛❝❦✐♥❣ ♠❡ ✉♣ ✐♥ t❤✐s ❡♥❞❡❛✈♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ▼❛rt✐♥ ❊✈❛♥s ❤❛s ❜❡❡♥

✐♥❝r❡❞✐❜❧② ❤❡❧♣❢✉❧ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ✢✐❣❤t t❡st✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❝❛♠♣✉s✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦❢❡ss♦rs ❤❛✈❡ ❛✐❞❡❞ ♠❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❢r✐❡♥❞s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

②❡❛rs✳ ❉r✳ ▼❝▲❛✐♥✱ ♠② ❛❞✈✐s♦r✱ ❤❛s ♦✛❡r❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❢♦❝✉s

♦♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ s✉❜❥❡❝ts✳ ❉r✳ ❇❡❛r❞ ❤❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡ ❞✐✣❝✉❧t ❝♦♥❝❡♣ts s❡❡♠ ♥♦t ♦♥❧②

❡❛s② ❜✉t ❡①❝✐t✐♥❣✳ ❉r✳ ❚❛②❧♦r✱ ✇✐t❤ ❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ❤❛s r❡♣❡❛t❡❞❧②

s❤♦✇♥ ❤♦✇ s✐♠♣❧❡ t❤✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ✐❢ ✈✐❡✇❡❞ t❤❡ r✐❣❤t ✇❛②✳ ❉r✳ ❈♦❧t♦♥ ❤❛s ♦✛❡r❡❞ ❤❡❧♣

t❛❧❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❣②r♦s❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t t♦♣✐❝s✳

❚❤❡ ▼❆●■❈❈ ▲❛❜ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ♣❧❛❝❡ t♦ ✇♦r❦✱ ❢✉❧❧ ♦❢ ❜r❛✐♥✐❛❝s ❛♥❞

✇❡❧❧✲r♦✉♥❞❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❆♠♦♥❣ t❤♦s❡ t❤❛t ❝❛♠❡ ❜❡❢♦r❡✱ ■✬❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡

t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❆♥❞r❡✇ ❊❧❞r❡❞❣❡✱ ❉❛✈❡ ❏♦❤❛♥s❡♥✱ ❙t❡✈❡ ●r✐✣t❤s✱ ❇r❛♥❞♦♥ ❈❛❧❧✱ ❇❧❛❦❡

❇❛r❜❡r✱ ❏♦❡ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❛♥❞ ◆❛t❡ ❑♥♦❡❜❡❧✳ ❖❢ t❤♦s❡ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡

r❡❝❡♥t❧②✱ ■✬❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ●r❡❣ ❆❧❞r✐❞❣❡ ✭❢♦r st✐❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐s ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❞❡s✐❣♥ ❞❡✲

s♣✐t❡ ❝r✐t✐❝✐s♠✮✱ ❚r❛✈✐s ▼✐❧❧❡t ✭❢♦r ❛❧✇❛②s ✜♥❞✐♥❣ ❡❛s② s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞

❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤✐♥❣s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❛r♠ ❛♥✐♠❛❧s✮✱ ❇r②❝❡ ❘❡❛❞② ✭❢♦r ♦✛❡r✐♥❣ ❝♦♥❝✐s❡✱ ❝❧❡❛r

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡ t♦♣✐❝s✮✱ ❇❡♥ ❍❡✐♥❡r ✭❢♦r s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ♠♦✈❡

t♦ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳ ❛♥❞ ❛ss✐st✐♥❣ ❣r❡❛t❧② ✇✐t❤ ♦♥❜♦❛r❞ ✈✐s✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✮✱ ❆♥❞r❡s ❘♦✲

❞r✐❣✉❡③ ✭❢♦r ❤❡❧♣✐♥❣ ♠❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡✲♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✮✱ ❏❛❝♦❜ ❇✐s❤♦♣ ✭❢♦r





s❡✈❡r❛❧ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥s✐❣❤ts✮✱ ❏❛♠❡s ❍❛❧❧ ✭❛ ❣r❡❛t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤♦r♦✉❣❤❧② t❤✐♥❦✐♥❣ t❤✐♥❣s

t❤r♦✉❣❤✮✱ ❊✈❛♥ ❆♥❞❡rs❡♥ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐s ▲❛❚❡❳ ❛♥❞ ▲②① ❤❡❧♣✮✱ ❛♥❞ ❏❛r❡❞ ❨❛t❡s

✭❆ ❣❡♥✐✉s ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤✐♥❣s r♦❜♦t✐❝✮✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ♠② s♦♥✱ ❩❛❝❤❛r②✳
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍♦✈❡r✐♥❣ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛✐r ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❯❆❱s✮ t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ t❛❦❡♦✛

❛♥❞ ❧❛♥❞✐♥❣ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t s✉❝❤ ❛s t❤❡✐r

❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛♥❡✉✈❡r ❛♥❞ ♥❛✈✐❣❛t❡ ✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❢♦r t❛s❦s s✉❝❤ ❛s s❡❛r❝❤ ❛♥❞ r❡s❝✉❡ ♠✐ss✐♦♥s✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❞✐s❛st❡r ❛❢t❡r♠❛t❤

s❡❛r❝❤❡s✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♥str✉❝t✱ r❡s✐❧✐❡♥t t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞

❞②♥❛♠✐❝s✳

❊st✐♠❛t✐♥❣ ❢✉❧❧ ♣♦s❡ ✭❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✮ ♦❢ ❛ s✐①✲❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ✈❡❤✐❝❧❡

✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣♦s❡✿

✭✶✮ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s❡♥s♦rs ✇❤✐❝❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♠❡❛s✉r❡ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✭✷✮

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ s❡❡❦ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥❡ ♦r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s

t❤❡s✐s✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♣t✐❝❛❧ s❡♥s♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s

❛♥ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ✢✐❣❤t ♦❢ ❯❆❱s✳ ❆ ♠❛❥♦r ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢

♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ ✐♥❞♦♦r ❤❛❧❧✇❛②s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s

❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

✶✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❆tt✐t✉❞❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥

■♥❞♦♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣♦s❡s s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦ ✢②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠✲

♣♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥

❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ✐♥str✉♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞✳ ■♥❡rt✐❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✉♥✐ts t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✶



t♦ ❢✉s❡ ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ r❛t❡ ❣②r♦s✱ t❤r❡❡✲❛①✐s ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❛①✐s

♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥✲

❣❧❡s ♦✈❡r s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡rr♦rs ❞❡♣❡♥❞ ❣r❡❛t❧② ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣②r♦s ✉s❡❞✳

❊①♣❡♥s✐✈❡ r❛t❡ ❣②r♦s s✉❝❤ ❛s ❧❛s❡r r✐♥❣ ❣②r♦s❝♦♣❡s ♠❛❦❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t s❡♥s♦rs ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛✐r✲

❝r❛❢t✱ ❜✉t s♠❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛②❧♦❛❞s r❡str✐❝t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡♥s♦rs t♦ ▼❊▼❙

❣②r♦s ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r ❧♦✇❡r q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✱

♣r♦❞✉❝❡s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r ✐♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

♦♥ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s♦r r❡❛❞✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ✈✐s✉❛❧ s❡♥s✐♥❣ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡

❡st✐♠❛t❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✈✐❞❡♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❞r✐❢t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s t❤❡

✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ❞❡t❡❝t ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣

♣♦✐♥ts t♦ ❝♦rr❡❝t ❞r✐❢t ✐♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

P♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ✇❡ ♦❢t❡♥ t❛❦❡ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞✳

❆ ❤✉♠❛♥✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ ❤✐s✴❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦❜st❛❝❧❡s ❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s

✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛❧✳ ❋♦r ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ❛r❡

♦❢t❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ s✉❝❤ ❛s ❧❛s❡r r❛♥❣❡ ✜♥❞❡rs ❛♥❞ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ r❛♥❣✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ ♦✉t❞♦♦r

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠s ✭●P❙✮ ❣✐✈❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣❛ss✐✈❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥

r❡❛❞✐♥❣s ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ ❛ r❡❝❡✐✈❡r✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦r❜✐t✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ●P❙

s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❛❜❧❡ ✐♥❞♦♦rs✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡② ❣✐✈❡ ♥♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢

r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✉♥❧❡ss ❛ ♠❛♣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡

❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡

s❡♥s✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤✐s t❤❡s✐s s❡❡❦s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣✉t t❤❡♠

✐♥t♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✱

✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ❜❡ ✉s❡❞✳ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤✐s s❡♥s♦r

t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t♦ ❞❡❛❞✲r❡❝❦♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣

♠✉❝❤✲✐♠♣r♦✈❡❞ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳

✷



✶✳✷ ❙②st❡♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ r♦❜♦t✐❝s ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✜r♠ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❝♦✲

♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛s❦✐♥❣✱ ✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈✐s✐♦♥✲❛✐❞❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❆❡r✐❛❧

r♦❜♦t✐❝s ❤❛s ♥♦✇ ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ❛ ♣r✐♠❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ▼✉❧t✐✲

❆●❡♥t ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭▼❆●■❈❈ ▲❛❜✮ ❛t ❇r✐❣❤❛♠

❨♦✉♥❣ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ✜rst ♦♥ ❣r♦✉♥❞ r♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❡r✐❛❧ r♦❜♦t✐❝s✱ ❛♥❞ ❛

❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❑❡str❡❧ ❛✉t♦♣✐❧♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✢②✐♥❣ ✜①❡❞✲

✇✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s ❬✶❪✳ ❚❤✐s s❛♠❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥

❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❤♦✈❡r ❛♥❞ st❡❛❞②✲❧❡✈❡❧ ✢✐❣❤t ❢♦r ❛ ❚❛✐❧s✐tt❡r ❱❚❖▲ ✭❱❡rt✐❝❛❧ ❚❛❦❡✲♦✛

❛♥❞ ▲❛♥❞✐♥❣✮ ❛✐r❝r❛❢t ❬✷❪✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❜❡✐♥❣ ❧❡✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r ✉s❡ ♦♥ ♦t❤❡r

t②♣❡s ♦❢ ✢②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ◗✉❛❞r♦t♦r ❍❡❧✐❝♦♣t❡r✿ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈❡❤✐❝❧❡
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳ ■t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✉st❛✐♥❡❞ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤ts ❛♥❞ ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ s✉❜st❛♥t✐❛❧
♣❛②❧♦❛❞s✳

❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✢✐❣❤t ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r

❤❡❧✐❝♦♣t❡r ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❚❤✐s ❢♦✉r✲r♦t♦r ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✈❡r✲

t✐❝❛❧ t❛❦❡✲♦✛ ❛♥❞ ❧❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ s✉st❛✐♥❡❞ ❤♦✈❡r✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s st❡❛❞✐❧② ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛

✸



❢❛✈♦r✐t❡ ❛✐r❝r❛❢t ❛♠♦♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧

❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐ts ♣❛②❧♦❛❞ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s

t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❞②✲

♥❛♠✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡

❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤✐s ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❜② ✢②✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❞♦♦r ❤❛❧❧✇❛②✳

❙❡✈❡r❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❛♥❞ tr✐❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ✉s✲

✐♥❣ t❤❡ ❑❡str❡❧ ❛✉t♦♣✐❧♦t ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s♦rs✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r

❛✐r❝r❛❢t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t♦rq✉❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✐①✲❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠

✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ✢✐❣❤t r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡

❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❲♦r❦

❚❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦ ❝♦♠❜✐♥❡s ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ✈✐s✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡s

s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ q✉❛❞r♦t♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ s❡♥s✲

✐♥❣✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ♠❛♥② ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❤♦✇ ♦♥❜♦❛r❞

s❡♥s♦rs ♦♥ ❛ ✢②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❛ss✐st❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❚❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ♦♥ ❛ q✉❛❞r♦t♦r

❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✇✐t❤ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞✳ ❚❤✐s

✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡✈❡♥✲♠✐♥✉t❡ ✢✐❣❤t ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❧♦♥❣ ✢✐❣❤ts ✇✐t❤

♥♦ ♣✐❧♦t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳

• ❚❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts

♦♥❜♦❛r❞ ❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❤❡❛❞✐♥❣ ✐♥

r❡❛❧✲t✐♠❡✳

• ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇✐t❤ ✢✐❣❤t r❡s✉❧ts✳

✹



• ❆ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦❞❡ ❜❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣♦s❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣

q✉❛❞r♦t♦rs ✐♥ ❤♦✈❡r✳

• ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛❧❧✇❛② ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛

♠♦♥♦❝✉❧❛r ❝❛♠❡r❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞✳

• ❋❧✐❣❤t ❞♦✇♥ ❛ ❤❛❧❧✇❛② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞s ❢r♦♠ ❛

❤✉♠❛♥ ♣✐❧♦t✳

• ❖♥❜♦❛r❞ ✈✐s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s ❛ ✉s❛❜❧❡ s❡♥s♦r ✇✐t❤ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✈✐s✉❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡♠♦t❡ ✇♦r❦st❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t❧② ❛✐❞s ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❡st✐♥❣✳

✶✳✹ ❉♦❝✉♠❡♥t ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡

q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛♥❞ ✢✐❣❤t t❡st r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❤♦✈❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❞✉❡

t♦ ♦♣t✐❝❛❧ s❡♥s♦rs✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡♥s♦rs ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ s❤♦✇✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣✉t❡r

✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♥ ✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ s❤♦✇s ✢✐❣❤t

r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ❤❛❧❧✇❛② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ♦♥❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

✈✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ Pr♦❜❧❡♠s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡♥s♦r

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

✺
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❈❤❛♣t❡r ✷

❍♦✈❡r ❋❧✐❣❤t ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧

❍❡❧✐❝♦♣t❡rs ❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢♦r♠s✱ ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦

t❛❦❡ ♦✛ ❛♥❞ ❧❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t♦ ♠❛♥❡✉✈❡r ✐♥ ❛ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❢❛s❤✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❝❛♥

♠♦✈❡ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❡❛s❡✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r s✐♠✲

♣❧❡ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❛rr❛♥❣❡❞ ❛t ❡q✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡s❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs

❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❧✐❢t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ❤❛✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❞②♥❛♠✐❝

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲r♦t♦r ❛♥❞ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✳ ▲✐tt❧❡ t♦

♥♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ❛①❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t♦rq✉❡ ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐①✲❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡

q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡

❛✐r❝r❛❢t ✐♥ t❤❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t r❡❣✐♠❡ ✉s✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧♦♦♣ ❝❧♦s✉r❡✳ ❋❧✐❣❤t r❡s✉❧ts ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ s❤♦✇ st❛❜❧❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ❛♥❞ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② tr❛❝❦✐♥❣ ♥❡❛r ❤♦✈❡r✳

❚❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✐❣❤t✲t❡st✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐✲

❝♦♣t❡r ♣❧❛t❢♦r♠ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧

♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇✐♥ r♦t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✐s

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ r♦t♦r ❛♥❞ ✢②❜❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s

❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❤♦✈❡r

✢✐❣❤t✳

✷✳✶ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦ ✐♥ ❍♦✈❡r ❋❧✐❣❤t

❆ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞

✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❣❡♥❡r❛❧

✼



❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❛♥❞ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✳ ■♥✐t✐❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ s✐♥❣❧❡✲

r♦t♦r ❛♥❞ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧❝♦♣t❡rs✱ ❜✉t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ✇❛s s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡

q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ✇♦r❦

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜♦t❤ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❤❡r❡✳

✷✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❍❡❧✐❝♦♣t❡r ❘❡s❡❛r❝❤

▲❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ♠❛♥②

s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❈❛r♥❡❣✐❡ ▼❡❧❧♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❬✸❪✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❬✹❪✱ ▼■❚

❬✺❪✱ ❯❙❈ ❬✻❪ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r s❝❤♦♦❧s ❤❛✈❡ ✢♦✇♥ s✐♥❣❧❡✲r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧②

✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❨❯ ▼❆●■❈❈ ▲❛❜✱ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r

r❡s❡❛r❝❤ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ ◆❆❙❆ ❛♥❞ t❤❡ ❯✳❙✳ ❆r♠②

❬✼❪✳ ❈♦♠♠♦♥❧②✱ ●P❙ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉t❞♦♦rs✱ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥

✉♥✐ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛tt✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❙❛r✐♣❛❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t✇♦ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✳ ❖♥❡✱ t❤❡ ❯❙❈ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ✉s❡s

❡①♣❡♥s✐✈❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡♥s♦rs ✇❤✐❝❤ ❝♦st ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♠♦r❡ t❤❛♥

t❤❡✐r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙■❘❖ ❣r♦✉♣ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②

♦❢ ◗✉❡❡♥s❧❛♥❞✱ ✉s❡s ❧♦✇✲❝♦st ✐♥❡rt✐❛❧ s❡♥s♦rs ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ✈✐s✐♦♥ s❡♥s♦rs t♦ ♣r♦✈✐❞❡

❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✳ ❲❤✐❧❡ ❛✈✐♦♥✐❝s s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ✐♥

♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡

r❡❧✐❛❜❧❡ ✢✐❣❤t✳

❘❡s❡❛r❝❤❡rs ❛t ❈❛r♥❡❣✐❡ ▼❡❧❧♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s

✢✐❣❤t ❛♥❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ✉s✐♥❣ ✐♥❡rt✐❛❧ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ ♦❞♦♠❡tr② ❬✾❪✳

❋✐rst✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣

s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛

❜❛s❡ ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞❡s♣✐t❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❜❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ②❛✇

r❛t❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❣r❛❞❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❬✸❪✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❜② ▼❡tt❧❡r ✇❛s ✈❡r② ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

■♥ ❬✶✵❪✱ ❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ s❡♥s♦rs

✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✈✐s✉❛❧

✽



❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛s ❢❡❡❞❜❛❝❦

❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ✐♥ ●P❙✲❞❡♥✐❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ❦♥♦✇♥ ❢❡❛t✉r❡s

s✉❝❤ ❛s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r❛♠❡ ❬✶✶❪✱ ❬✶✷❪✳ ❋❧✐❣❤t

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ str✉❝t✉r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ●P❙ ❞r♦♣♦✉t

✉s✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ♦❞♦♠❡tr② ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♠♣❧② ❤❛♥❞❧✐♥❣

●P❙ ❞r♦♣♦✉ts✱ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❛r❣❡t❡❞ ❛t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ●P❙

s❡♥s♦r ✇✐t❤ ♦♥❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞♦♦r ❛♥❞ ♦✉t❞♦♦r

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ P♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞♦ ♥♦t

t②♣✐❝❛❧❧② ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✐♥ ✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t r✐❝❤ ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣♦✐♥t

❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② r✐❝❤ ✇✐t❤ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡

♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s✱ ❛s ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜② ❑❡♠♣ ✐♥ ❬✶✸❪✳

✷✳✶✳✷ ◗✉❛❞r♦t♦r ❍❡❧✐❝♦♣t❡r ❘❡s❡❛r❝❤

❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❤♦✈❡r

✢✐❣❤t r❡s❡❛r❝❤✳ ❯♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧t q✉❛❞r♦t♦rs✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❣r❡❛t

❞❡❛❧ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ♦♥ q✉❛❞r♦t♦rs ✐s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡✳ ■♥ ❬✶✹❪✱ ❚❛②❡❜✐ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❝❛❧❧s P❉2

❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

t❡r♠s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✈❡❧♦❝✲

✐t②✳ ❍✐s r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ✈✐❞❡♦

❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ t❡st st❛♥❞ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❲❤✐❧❡ ✉s❡❢✉❧✱

q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♠❛❧❧ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ✭< 45◦✮✳ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢

❛ t❡t❤❡r❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛❧s♦ ✈❛r② s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ r❡❛❧✲✢✐❣❤t ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ❚❛②❡❜✐ ❞♦❡s

♥♦t ❛❞❞r❡ss✳

▼❝❑❡rr♦✇ ❬✶✺❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✉s❡❢✉❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❉r❛❣❛♥✢②❡r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ❛ ❝♦♠✲

♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛✐r❝r❛❢t ✇✐t❤ r❛t❡ ❞❛♠♣✐♥❣ t♦ ❛✐❞ ✐♥ ♣✐❧♦t❡❞ ✢✐❣❤t✳ ❍❡

❞❡s❝r✐❜❡s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✐t ❞✐✣❝✉❧t

t♦ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r❛❝t✉❛t❡❞ s②st❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

✉s❡s ❢♦✉r ❛❝t✉❛t♦rs t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ s✐① ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠❀ t❤❛t ♦♥❧② ✈❡r② s♠❛❧❧

✾



❢♦r❝❡s ♦♣♣♦s❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ ✐t ❛ ✈❡r② ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r❀ ❛♥❞ t❤❛t ❤✐❣❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝s ♣r♦✈✐❞❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✢✐❣❤t✳ ■♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ▼❝❑❡rr♦✇✬s ♠♦❞❡❧ ❛r❡

❣②r♦s❝♦♣✐❝ t♦rq✉❡s ❛♥❞ ❈♦r✐♦❧✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧

t❤❛♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇❛s

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦r s✉✐t❡ ♦❢ ♦✉r q✉❛❞r♦t♦r t♦ ❤♦✈❡r ✐♥ ❛ t✐❣❤t r❛❞✐✉s ✇✐t❤♦✉t ❤✉♠❛♥

✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ▼❝❑❡rr♦✇✬s ✷✵✵✹ r❡s✉❧ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ st❛❜❧❡ ❤♦✈❡r

✇❛s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✳

■♥ ❬✶✻❪✱ ❆❧t✉❣ ❡t ❛❧✳ ✉s❡s ❛♥ ♦✛❜♦❛r❞ ❝❛♠❡r❛ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ ❛

q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ ✢✐❣❤t✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ r❡s✉❧ts

❢♦r ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦✲❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣✲❧✐❦❡ ♠❡t❤♦❞✳

❆❧❧ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✛❜♦❛r❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❛♠❡r❛✱ ❛♥❞ ❛ t❡t❤❡r✐♥❣

s②st❡♠ r❡str❛✐♥s ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ✇❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❞❡♠♦♥✲

str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧

s❝❤❡♠❡ ♦♥ ❛ tr✉❧② ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠✳ ■♥ ❛ ❧❛t❡r ❡✛♦rt ❬✶✼❪✱ ❛ ❞✉❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛

t❡t❤❡r❡❞ s②st❡♠✳

❇♦✉❛❜❞❛❧❧❛❤ ❡t ❛❧✳❬✶✽❪ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♠✐❝r♦

q✉❛❞r♦t♦rs ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❖❙✹ ♣r♦❥❡❝t ❛t t❤❡ ❙✇✐ss ❋❡❞❡r❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st✲❜❡♥❝❤ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❬✶✾❪ r❡s✉❧ts

✉s✐♥❣ P■❉ ❛♥❞ ▲◗ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s

✢✐❣❤t ✐s ❛tt❡♠♣t❡❞✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s st✐❧❧ t❡t❤❡r❡❞ ❢♦r ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛♣♣❛r❡♥t❧②

❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ st❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞✳ ■♥ ❧❛t❡r ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡st st❛♥❞ ❬✷✵❪✱

s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡

❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s

❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞ ♥♦r ❞♦ t❤❡② ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ r❡s✉❧ts t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜❧❡ ❤♦✈❡r ✇❛s

♦❜t❛✐♥❡❞✳

Pr♦♠✐s✐♥❣ ✢✐❣❤t r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❘♦❜❡rts ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ q✉❛❞r♦t♦r

✐s ♦✉t✜tt❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❢r❛r❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s❡♥s♦rs t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡
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❤❛♥❞s✲♦✛ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞

s❡♥s♦rs ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♥❡❛r❜② ✇❛❧❧s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ ❤♦✈❡r ✐♥ ❛

❢❛✐r❧② t✐❣❤t r❛❞✐✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥❢r❛r❡❞ s❡♥s♦rs ♦♥❧②

❛♣♣❡❛rs t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❢✉❧❧②✲❡♥❝❧♦s❡❞ ❛r❡❛s✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t

❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❙❡✈❡r❛❧ s❝❤♦♦❧s ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❡st❜❡❞s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✢②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❙t❛♥❢♦r❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ q✉❛❞r♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ❝❛❧❧❡❞ ❙❚❆❘▼❆❈ ❬✹❪ ✇❤✐❝❤

❞❡♠♦♥str❛t❡s r❡❧✐❛❜❧❡ ♦✉t❞♦♦r ✢✐❣❤t ✉s✐♥❣ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●P❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❙❚❆❘▼❆❈ t❡st❜❡❞ ✐s ♥♦✇ ♦♥ ✐ts s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s❡❢✉❧

r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ q✉❛❞r♦t♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t

r❡❣✐♠❡ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❙❚❆❘▼❆❈ ❣r♦✉♣ ❛♣♣❡❛rs t♦ r❡❧② ♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣

s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ●P❙ ✭♦✉t❞♦♦r✮ ❛♥❞ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❛♠❡r❛s ✭✐♥❞♦♦r✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❆ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❞♦♦r t❡st❜❡❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ q✉❛❞r♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡s

❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ▼■❚ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r

❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐s♦❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r② ❬✷✸❪✳ ❯s✐♥❣ ❛ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ ❱■❈❖◆ ❝❛♠❡r❛

s②st❡♠✱ t❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥tr♦❧ s❡✈❡r❛❧ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ q✉❛❞r♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡s

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❱■❈❖◆ s②st❡♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✉❜✲♠✐❧❧✐♠❡t❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②

❛♥❞ s✉❜✲❞❡❣r❡❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱

✈❡r② st❛❜❧❡ ✢✐❣❤ts ♦❢ q✉❛❞r♦t♦rs ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡✐r r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❢♦❝✉s

♦♥ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ t❛s❦s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t t❛s❦✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❢♦r ♣❡rs✐st❡♥t

s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠✐ss✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❙♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠s ❧✐❦❡ ❱■❈❖◆ ❛r❡

❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ♦✛❜♦❛r❞ ❝❛♠❡r❛s✱ t❤✉s t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣♦s✐t✐♦♥

s❡♥s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❛r❣❡ts r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✉s✐♥❣

♦♥❧② ♦♥❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs ✇❤✐❝❤ ❝♦st ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❱■❈❖◆ s②st❡♠✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ❣r♦✇✐♥❣ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ❛s ❛ t❡st ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦r ❛✉✲

t♦♥♦♠♦✉s ✢✐❣❤t ❛♥❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ▼✉❝❤ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✛❡❝t✐✈❡

❛tt✐t✉❞❡✲st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❜✉t ♥❡❛r❧② ❛❧❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ✇♦r❦ ♦♥ s✉❝❤ s②st❡♠s

❛❞♠✐t t♦ ♠❛♥② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ r❡❛❧ ✢✐❣❤t✳ ❋❧✐❣❤t r❡s✉❧ts ✐♥
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t❤✐s t❤❡s✐s ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ❤❛♥❞s✲♦✛ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t r❛♥❦ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✷✳✷ ◗✉❛❞r♦t♦r ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ❛❝t✉❛t❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t❤r♦tt❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

❢♦✉r ♠♦t♦rs✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❤r♦tt❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦t♦rs t♦❣❡t❤❡r ♣r♦❞✉❝❡s ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥✳

P✐t❝❤✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❤r✉st ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ♠♦t♦r ✇❤✐❧❡

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❛r ♠♦t♦r ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❘♦❧❧ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛

s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ t❤r✉st ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ♠♦t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡❢t✳

❨❛✇✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✿ ✐❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ r❡❛r ♠♦t♦rs ✭✇❤✐❝❤ s♣✐♥

❝❧♦❝❦✇✐s❡✮ s♣✐♥ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♠♦t♦rs ✭s♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡✮✱

②❛✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r♦t♦r ❞r❛❣ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦t♦rs✳

❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥

t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❜② ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

❢r❛♠❡s ❛♥❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡♥✱

❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r

♠♦❞❡❧ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✹❪✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t♦rq✉❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧

❧❛✇s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

✷✳✷✳✶ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❋r❛♠❡s

❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛✐r❝r❛❢t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s

♦❢ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞

❢r❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts x✲❛①✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♥♦rt❤✱ y✲❛①✐s ❢❛❝✐♥❣ ❡❛st✱ ❛♥❞ z✲❛①✐s

❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r❛♠❡ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r Pv, ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s

pn✱ pe✱ ❛♥❞ pd✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦r✐❣✐♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ h ❛♥❞ ✐s s✐♠♣❧② −pd.

❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r❛♠❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡

❜✉t r❡♠❛✐♥s ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡✳

✶✷



❚❤r❡❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡✬s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r ✸✲✷✲✶ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤r❡❡ ❛♥❣❧❡s✱ ψ, θ, ❛♥❞

φ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s r♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❢r❛♠❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡✲✶ ❢r❛♠❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡ z✲❛①✐s ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ ψ. ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✲✷ ❢r❛♠❡ ✐s t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡✲✶ y✲❛①✐s ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ. ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡✲✷ x✲❛①✐s ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ φ. ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ♣♦s❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡

♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s pn, pe, ❛♥❞ pd, ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s φ, θ, ❛♥❞ ψ. ❖t❤❡r s②st❡♠s

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s✱ ❜✉t ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡✐r

✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣s ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ♥❡❛r ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t

♦❝❝✉r ✐♥ r❡❣✉❧❛r q✉❛❞r♦t♦r ✢✐❣❤t✳

✷✳✷✳✷ ❱❡❤✐❝❧❡ ❙t❛t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❚❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢

❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❤♦✈❡r✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• pn ✲ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♥♦rt❤ ♣♦s✐t✐♦♥✮

• pe ✲ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❡❛st ♣♦s✐t✐♦♥✮

• h ✲ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✭❛❧t✐t✉❞❡✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❡rt✐❛❧

z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮

• u ✲ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss t♦✇❛r❞s

t❤❡ ♥♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✮

• v ✲ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss t♦✇❛r❞s

t❤❡ r✐❣❤t ✏✇✐♥❣✑✮

• w ✲ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss t♦✇❛r❞s

t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✮

• φ ✲ t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✲✷ ❢r❛♠❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❱❡❤✐❝❧❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❋r❛♠❡s✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡
t♦ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ✭❛✮
❚❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ xw✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢❛❝✐♥❣ ♥♦rt❤✱ yw
❢❛❝✐♥❣ ❡❛st✱ ❛♥❞ zw ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r❛♠❡ ✐s s✐♠♣❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛t t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✲✶ ❢r❛♠❡ s❤❛r❡s
✐ts ♦r✐❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r❛♠❡✱ ❜✉t ✐ts ❛①❡s ❛r❡ r♦t❛t❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r❛♠❡✬s
z✲❛①✐s ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ ψ. ✭❜✮ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✲✷ ❢r❛♠❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✲✶ y✲❛①✐s ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ. ✭❝✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣ ❛❜♦✉t
t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✲✷ x✲❛①✐s ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ φ.

• θ ✲ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✲✶ ❢r❛♠❡

• ψ ✲ t❤❡ ②❛✇ ❛♥❣❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r❛♠❡

• p ✲ t❤❡ r♦❧❧ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ x✲❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡

• q ✲ t❤❡ ♣✐t❝❤ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡

• r ✲ t❤❡ ②❛✇ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ z✲❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡

❚❤❡ t✇❡❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲

r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ t❤r✉st ❢♦r❝❡ ❢r♦♠

✶✹



❛❧❧ ❢♦✉r ♠♦t♦rs ✐s ❞❡♥♦t❡❞ FT , ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s τφ, τθ, ❛♥❞ τψ, r❡♣r❡s❡♥t t♦rq✉❡s

❛❜♦✉t t❤❡ x, y, ❛♥❞ z ❛①❡s✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦t♦r ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ cθ

❛♥❞ sφ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t cosφ ❛♥❞ sinφ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t✇❡❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✬s ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛r❡✿











ṗn

ṗe

ḣ











=











cθcψ sφsθcψ − cφsψ cφsθcψ + sθsψ

sθsψ sφsθsψ + cφcψ cφsθsψ − sφcψ

sθ −sφcθ −cφcθ





















u

v

w











✭✷✳✶✮











u̇

v̇

ẇ











=











rv − qw

pw − ru

qu− pv











+











−g sin θ

g cos θ sinφ

g cos θ cosφ











+
1

m











0

0

−FT











✭✷✳✷✮











φ̇

θ̇

ψ̇











=











1 sinφ tan θ cosφ tan θ

0 cosφ − sinφ

0 sinφ

cos θ

cosφ

cos θ





















p

q

r











✭✷✳✸✮











ṗ

q̇

ṙ











=











Γ1pq − Γ2qr

Γ5pr − Γ4(p
2 − r2)

Γ6pq − Γ1qr











+











Γ3τφ + Γ4τψ

1

Jy
τθ

Γ4τφ + Γ7τψ











✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡

Γ1 =
Jxz(Jx − Jy + Jz)

Γ
✭✷✳✺✮

Γ2 =
Jz(Jz − Jy) + J2

xz

Γ
✭✷✳✻✮

Γ3 =
Jz
Γ

✭✷✳✼✮

Γ4 =
Jxz
Γ

✭✷✳✽✮

Γ5 =
Jz − Jx
Jy

✭✷✳✾✮

✶✺



Γ6 =
(Jx − Jy)Jx + J2

xz

Γ
✭✷✳✶✵✮

Γ7 =
Jx
Γ

✭✷✳✶✶✮

Γ = JxJz − J2

xz. ✭✷✳✶✷✮

❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s

❢r♦♠ ❉r✳ ❘❛♥❞❛❧ ❇❡❛r❞ ❬✷✹❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❛♥♥❡r ♦❢ r❡❧❛t✐♥❣

t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s t♦ t❤❡ st❛t❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

✷✳✸ ◗✉❛❞r♦t♦r ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ❚♦rq✉❡ ▼♦❞❡❧

❉❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ♦❢

❛ q✉❛❞r♦t♦r ✐s s✐♠♣❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r♦t♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧

❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ■t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✢❛♣♣✐♥❣ ❜❧❛❞❡ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡

❧✐tt❧❡ t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ q✉❛❞r♦t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡

❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦♣❡❧❧❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❝❛♥

t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✲✷✳✹✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s

❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♥❡❛r ❤♦✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r

♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ t❤r✉st ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡

❢♦✉r ♣r♦♣❡❧❧❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦t♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❞❡♥♦t❡❞

L, ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ FT ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t♦rs ✐s t❤❡♥

FT = Ff + Fr + Fb + Fl. ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣✐t❝❤✐♥❣ t♦rq✉❡s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❤r✉st ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

τφ = L(Fl − Fr), ✭✷✳✶✹✮

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ◗✉❛❞r♦t♦r ❚♦♣ ❱✐❡✇✿ ❊❛❝❤ ♠♦t♦r ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❢♦r❝❡✱ F, ❛♥❞
❛ t♦rq✉❡✱ τ, ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ♠♦t♦rs s♣✐♥ ❝❧♦❝❦✇✐s❡
❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ♠♦t♦rs s♣✐♥ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡✳

τθ = L(Ff − Fb). ✭✷✳✶✺✮

❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ②❛✇✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✭❝❧♦❝❦✇✐s❡✮ ♠♦t♦rs s♣✐♥ ❢❛st❡r

♦r s❧♦✇❡r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✭❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡✮ ♠♦t♦rs ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ r♦t♦r ❞r❛❣ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ②❛✇✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ ✐s

♦♣♣♦s✐t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♠♦t✐♦♥✱ t❤✉s

τψ = τr + τl − τf − τb. ✭✷✳✶✻✮

❋♦r❝❡ t❡sts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦t♦rs s❤♦✇❡❞ ❛ ♠♦st❧② ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ P❲▼ ✭♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ♦✉t♣✉t ♦❢ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ t❤❡ t❤❡

❢♦r❝❡ ❛♥❞ t♦rq✉❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞

t♦rq✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦t♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

F∗ = k1δ∗ ✭✷✳✶✼✮

✶✼



τ∗ = k2δ∗, ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡ k1 ❛♥❞ k2 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ δ∗✐s t❤❡ ♠♦t♦r

❝♦♠♠❛♥❞ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ∗ r❡♣r❡s❡♥ts f, r, b, ❛♥❞ l. ■♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡

❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛s

















FT

τφ

τθ

τψ

















=

















k1 k1 k1 k1

0 −Lk1 0 Lk1

Lk1 0 Lk1 0

−k2 k2 −k2 k2

































δf

δr

δb

δl

















. ✭✷✳✶✾✮

❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s✳ ▼♦t♦r

❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❛tr✐①✳

✷✳✹ ■♥❡rt✐❛❧ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❈♦♥tr♦❧

❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❞②♥❛♠✐❝s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲

r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐rst✱ ❛ss✉♠✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡s✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸

❜❡❝♦♠❡s










φ̇

θ̇

ψ̇











=











p

q

r











. ✭✷✳✷✵✮

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✮✱ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❋✐rst✱

t❤❡ ❝♦r✐♦❧✐s t❡r♠s pq, qr, ❛♥❞ pr ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✱ t❤❡ ♦✛✲❛①✐s ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇

❛♥❣✉❧❛r r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥











ṗ

q̇

ṙ











=











1

Jx
τφ

1

Jy
τθ

1

Jz
τψ











✭✷✳✷✶✮

✶✽



❛♥❞✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✷✵ ❛♥❞ ✷✳✷✶✱ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦











φ̈

θ̈

ψ̈











=











1

Jx
τφ

1

Jy
τθ

1

Jz
τψ











. ✭✷✳✷✷✮

❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡s ✐t ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞✉❡ ♣r✐♠❛r✐❧② t♦

t❤❡ t♦rq✉❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❤r✉st ♦♥ t❤❡ ♠♦t♦rs✳

❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t✐❛t❡❞ ②✐❡❧❞✐♥❣











p̈n

p̈e

ḧ











=











cθcψ sφsθcψ − cφsψ cφsθcψ + sθsψ

sθsψ sφsθsψ + cφcψ cφsθsψ − sφcψ

sθ −sφcθ −cφcθ





















u̇

v̇

ẇ











. ✭✷✳✷✸✮

◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦r✐♦❧✐s t❡r♠s ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡s✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ❜❡❝♦♠❡s











u̇

v̇

ẇ











=











0

0

g − FT

m











. ✭✷✳✷✹✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✷✸ ❛♥❞ ✷✳✷✹ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝s✿










p̈n

p̈e

ḧ











=











0

0

−g











+











−cφsθcψ − sφsψ

−cφsθsψ + sφcψ

cφcθ











FT
m

✭✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ g ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ FT ✐s t❤❡ t♦t❛❧ t❤r✉st ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡

❢♦✉r ♠♦t♦rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

❛r❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② t✐❡❞ t♦ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤✐s

s✉❣❣❡sts t❤❛t ♥❡st❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t

s❡❝t✐♦♥✳

✶✾



✷✳✺ ❈♦♥tr♦❧ ▲♦♦♣s

❆tt✐t✉❞❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❛❝ts ❛s t❤❡ ✐♥♥❡r

❧♦♦♣✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❜✉✐❧t ❛s ♦✉t❡r ❧♦♦♣s ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛ s❡t

♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❨❛✇✐♥❣ t♦rq✉❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛❧ ❢♦r❝❡ ♦♥

❡❛❝❤ ♠♦t♦r ❛♥❞ ②❛✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❧♦♦♣s ✇✐t❤

❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✉s✱ ❢♦✉r s②st❡♠s ♦❢ ❧♦♦♣s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✿ θ → pn, φ → pe✱ h, ❛♥❞

ψ. ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ P❉ ❣❛✐♥s ✉s❡❞ ✐♥ ❤♦✈❡r

✢✐❣❤t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ P❉ ●❛✐♥s ❢♦r ◗✉❛❞r♦t♦r ❈♦♥tr♦❧
❈♦♥tr♦❧ ▲♦♦♣ Kp Kd ❯♥✐ts ♦❢ ♦✉t♣✉t

❍❡❛❞✐♥❣ ❍♦❧❞ ✶✺✵ ✺✵ P❲▼
❘♦❧❧ ✭φ✮ ✼✺ ✶✺ P❲▼
P✐t❝❤ ✭θ✮ ✼✺ ✷✵ P❲▼

▲❛t❡r❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ✭v✮ ✵✳✻ ✵✳✸ r❛❞✐❛♥s ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ r♦❧❧
▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ✭u✮ ✵✳✻ ✵✳✸ r❛❞✐❛♥s ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ♣✐t❝❤
▲❛t❡r❛❧ P♦s✐t✐♦♥ ✭py✮ ✵✳✹ ✵✳✶ ♠✴s ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②

▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ P♦s✐t✐♦♥ ✭px✮ ✵✳✹ ✵✳✶ ♠✴s ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②
❆❧t✐t✉❞❡ ✭h✮ ✽✵ ✻✵ P❲▼

✷✳✺✳✶ ❍❡❛❞✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧

❚✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❤❡❛❞✐♥❣ ✇❡r❡ ❛tt❡♠♣t❡❞✳ ❋✐rst✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ②❛✇✲

❞❛♠♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❧♦✇❡❞ ②❛✇✐♥❣✱ ❜✉t t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡

s❧♦✇❧② ❞r✐❢t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ②❛✇ ❛①✐s✳ ❚❤✐s ❞r✐❢t ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦✲

t♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ P❲▼ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♠♦t♦r ♠♦✉♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞

✉s❡❞ P❉ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✇❛s ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❤♦❧❞✐♥❣ ❤❡❛❞✐♥❣✳ Pr♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡

❤❡❛❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✱ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❤♦❧❞ ❤❡❛❞✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ●❛✐♥s ✇❡r❡

t✉♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ②❛✇ ♣❧❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ t♦ t❤❡ ②❛✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ❣❛✐♥s r❡q✉✐r❡❞ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✉♥✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧ ✢✐❣❤t✳

✷✵



✷✳✺✳✷ ❆tt✐t✉❞❡ ❈♦♥tr♦❧

■t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ✇❡❧❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✢✐❣❤t✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❤❛s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ❛①✐s✳ P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♣✐t❝❤ ❛♥❞

r♦❧❧✳ ❆ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❚❤✐s

✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧♦♦♣s✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ r♦❧❧

❡rr♦r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r✱ ❛ ❞❡s✐r❡❞ r♦❧❧ r❛t❡ ♦❢ ③❡r♦ ✇❛s ✉s❡❞ ❛♥❞

r♦❧❧ r❛t❡ ❡rr♦r ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

d

dt
(φc − φ) ≈ 0 − p ✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡ φc ✐s t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡✳ ❈♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ✇❛s s❛t✉r❛t❡❞ t♦ ✉s❡ ❤✐❣❤❡r

❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥s ✇✐t❤♦✉t ❝❛✉s✐♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ✇❛s t✉♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②

❜② s❡tt✐♥❣ ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❢r♦♠ ❛♥ ❘❈ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❚❤❡ ♣✐t❝❤ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣

✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♣✐❝t✉r❡❞✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❘♦❧❧ ❇❧♦❝❦ ❉✐❛❣r❛♠✿ P❉ ❈♦♥tr♦❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s✳

✷✶



❆s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ s✉❣❣❡sts✱ t❤❡ r♦❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt τφ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦

τφ = Kpφ
(φc − φ) −Kdφ

p. ✭✷✳✷✼✮

❍♦❧❞✐♥❣ ♥♦♥③❡r♦ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ♦♥ ❛ q✉❛❞r♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥ ❛♥

✐♥❞♦♦r s❡tt✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ q✉✐❝❦❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✬s ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✱ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢♦r

♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡s ❜❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧ ✢✐❣❤t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❛s ❝♦♥str❛✐♥❡❞

t♦ r♦t❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ y✲❛①✐s ❛♥❞ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s ✇❡r❡ tr❛❝❦❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✭❛✮✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❛s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ r♦t❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ x✲❛①✐s ❛♥❞ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡ tr❛❝❦✐♥❣

✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✭❜✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ tr❛❝❦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇

❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❣❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ P✐t❝❤ ❛♥❞ ❘♦❧❧ ❆♥❣❧❡ ❚r❛❝❦✐♥❣✿ ❲❤✐❧❡ r❡str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r t♦
♠♦✈❡ ❛❜♦✉t ❡❛❝❤ ❛①✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② tr❛❝❦❡❞ ✉s✐♥❣
P❉ ❝♦♥tr♦❧✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❛✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ♣✐t❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ P❲▼ ❡✛♦rt
✇❤✐❧❡ ✭❜✮ s❤♦✇s r♦❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡✛♦rt✳

❆❢t❡r ❣❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ ♦✉t❡r ❧♦♦♣s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ t♦

❝♦♥tr♦❧ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✬s ♣♦s✐t✐♦♥✳❚❤❡ ✢✐❣❤t r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❛❞❡q✉❛t❡

❛tt✐t✉❞❡ tr❛❝❦✐♥❣ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❤♦✈❡r ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

♠❡♥t✐♦♥❡❞ P❉ ❧♦♦♣ str✉❝t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆tt✐t✉❞❡ ❆♥❣❧❡ ❚r❛❝❦✐♥❣✿ P✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ❤♦✈❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❉❡s✐r❡❞ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❛♥ ♦✉t❡r ❧♦♦♣ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✳ ❆tt✐t✉❞❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ✉♥❝♦✉♣❧❡❞
❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳

✷✳✺✳✸ P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❱❡❧♦❝✐t② ❈♦♥tr♦❧

P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr♦❧ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧♦♦♣s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

✐♥♥❡r ❛tt✐t✉❞❡ ❧♦♦♣s✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❧♦✇❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛tt✐t✉❞❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤

✉♥✐t② ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❞❡s✐r❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

❧♦♦♣✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧

❡✛♦rt ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ t❤r❡❡ t✐❡r❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧♦♦♣ s②st❡♠ ✇❤❡r❡

❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s r❡t✉r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ❛r❡

s✉r♣r✐s✐♥❣❧② r♦❜✉st ❛♥❞ ❞r✐❢t ✈❡r② ❧✐tt❧❡✳ ❈♦♥tr♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②

❡st✐♠❛t❡s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ st❛❜❧❡ ❤♦✈❡r✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❤♦✈❡r✐♥❣ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙✉st❛✐♥❡❞ ❤♦✈❡r ✐♥ ❛ t✐❣❤t ❝✐r❝❧❡ ✇❛s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s❡✈❡♥

♠✐♥✉t❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ ♣✐❧♦t✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ s❤♦✇s ♦♣t✐❝ ✢♦✇

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❱❡❧♦❝✐t② ❈♦♥tr♦❧ ▲♦♦♣s✿ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧♦♦♣s ❛❧❧♦✇ ❝♦♥tr♦❧
❣❛✐♥s t♦ ❜❡ t✉♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧♦♦♣s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❛♠♣✐♥❣✳

♣♦s✐t✐♦♥ r❡❛❞✐♥❣s ♦✈❡r ❛ ✢✐❣❤t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✼✺ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡

✜❣✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✺ ♠❡t❡rs ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞r✐❢t ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✢✐❣❤t✱ ✈✐❞❡♦ ♦❢

t❤❡ ✢✐❣❤t ✐♥❞✐❝❛t❡s s♦♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡

♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞r✐❢t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡

♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t✳

✷✳✺✳✹ ❆❧t✐t✉❞❡ ❈♦♥tr♦❧

❆❧t✐t✉❞❡ ✇❛s t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

❞✉❡ t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s✱ ✉♥♠♦❞❡❧❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦ ❜❛tt❡r② ❞❡♣❧❡t✐♦♥✱

❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ❡✛❡❝t✳ ❋✐rst✱ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ♠♦t✐♦♥s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧

❧♦ss ♦❢ ❧✐❢t t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❧t✐t✉❞❡✳ ▲✐♠✐ts ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡

❛❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t s❡r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ❜❛tt❡r✐❡s ✇❡r❡ ❞❡♣❧❡t❡❞✱

t❤❡ ♠♦t♦r r❡s♣♦♥s❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❧✐♠✐ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❣r♦✉♥❞ ❡✛❡❝t✱ ❛♥ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛s❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❝❛✉s❡s ❡①tr❛

❜✉♦②❛♥❝②✱ ♠❛❞❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r✉st ♥❡❛r ❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝

✢♦✇ s❡♥s♦r ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ✐♥ ✉s❡✱

t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❛s ❝❧♦s❡ t♦ ♦r ✐♥ ❣r♦✉♥❞ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤❡✐❣❤t r❡❛❞✐♥❣s ❝❧♦s❡ t♦

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✇❡r❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ s❡♥s♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t r❛♥❣❡

❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✶✺ ♠❡t❡rs✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❛❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ P♦s✐t✐♦♥ ❍♦❧❞✿ ❆ s✉st❛✐♥❡❞ ✢✐❣❤t ♦❢ ♦✈❡r ✼✵ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❛s
❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠❛♥✉❛❧ ♣✐❧♦t✐♥❣✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r
t♦ ❤♦✈❡r ✇❡❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ♣♦s✐t✐♦♥✴✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥
✐s ❛❧✇❛②s ③❡r♦ ♠❡t❡rs ❛♥❞ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣✐❝t✉r❡❞✳

❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♦✛s❡t ♦❢ ✵✳✶✷✺ ♠❡t❡rs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳ ●♦♦❞ r❡s✉❧ts

✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt✱ ❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛♥❞ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ t❤❡

❛❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❆❧t✐t✉❞❡ ❚r❛❝❦✐♥❣✿ ❆ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♦✛s❡t ❡①✐sts ♦♥ ❛❧t✐t✉❞❡ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ✐❞❡❛❧✱ ❜✉t ✢✐❣❤t ✇❛s
♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❛❧t✐t✉❞❡ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❤❡✐❣❤t s❧✐❣❤t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❞❡s✐r❡❞ ❤❡✐❣❤t✳

✷✳✻ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❝♦♥tr♦❧ ✇❛s

❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❤❡r❡✐♥✳ ❉②♥❛♠✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡✲

s❝r✐❜✐♥❣ ❤♦✇ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡ t♦ ✐♥♣✉ts✱ ❢♦r❝❡s✱ ❛♥❞ t♦rq✉❡s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r

✉s❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢

P❉ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❤❡❛❞✐♥❣✱ ❛tt✐t✉❞❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❛♥❞

r❡❛❧✲✇♦r❧❞ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ q✉❛❞r♦t♦r ✇❡r❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❙❡♥s♦rs ❛♥❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ r❡❧② ♦♥ ❢❛st✱ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢

t❤❡ ♣♦s❡ ✭❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❆ s✐①✲❞❡❣r❡❡✲♦❢✲

❢r❡❡❞♦♠ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡s❡r✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❆tt✐t✉❞❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛r❡❛s ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡✐r

♦✇♥✳ P♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❡♥ ❛❞❞s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱

❛ s❡♥s♦r ❛rr❛② ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✜rst

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡

❢✉❧❧ s❡♥s♦r s✉✐t❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ▼♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

s❝❤❡♠❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❢✉s✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞

♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s s❡♥s♦rs✳ ❚✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

✉s❡❞ ✐♥ ♦♥❜♦❛r❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦✈❡r✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t✳

✸✳✶ ❖♥❜♦❛r❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣

❚✇♦ ♦♥❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡ s❡♥s♦rs t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡

❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ❑❡str❡❧ ❛✉t♦♣✐❧♦t ❛❝ts ❛s ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥✐t

✭■▼❯✮ ❤♦✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❛①✐s ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ❣②r♦s✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥t❡r❢❛❝❡s

❢♦r ❛♥❛❧♦❣ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❙P■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦♣t✐❝

✢♦✇ s❡♥s♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤✐s✿ t❤❡ ●✉♠st✐①

❱❡r❞❡① Pr♦❝❡ss♦r ❬✷✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❱■❆ ❊P■❆ P❳ P✐❝♦✲■❚❳ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❬✷✻❪✳
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✸✳✶✳✶ ❑❡str❡❧ ❆✉t♦♣✐❧♦t

❚❤❡ ❑❡str❡❧ ❛✉t♦♣✐❧♦t✱ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥✲

t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✢✐❣❤t ♦❢ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ❯❆❱s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤r❡❡✲❛①✐s ❛❝❝❡❧❡r♦♠✲

❡t❡rs✱ t❤r❡❡✲❛①✐s r❛t❡ ❣②r♦s✱ ❜❛r♦♠❡tr✐❝ ❛❧t✐t✉❞❡ s❡♥s♦r✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛✐rs♣❡❡❞ s❡♥✲

s♦r✳ ❚❤❡ ❜❛r♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡

❛t s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❛✐rs♣❡❡❞s ✭❧❡ss t❤❛♥ ✜✈❡ ♠❡t❡rs ♣❡r s❡❝♦♥❞✮ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❚❤✐s ❛✉t♦♣✐❧♦t ✐s ♠❛r❦❡t❡❞ ❜② Pr♦❝❡r✉s

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❬✷✼❪ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❛♥❞ q✉❛❞r♦t♦r

❤❡❧✐❝♦♣t❡r ♣❧❛t❢♦r♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s

t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳

❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s❡r✈♦ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞st❛t✐♦♥ r✉♥s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛❧❧❡❞ ❱✐rt✉❛❧ ❈♦❝❦♣✐t t❤❛t

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s t♦ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ✉s✐♥❣ ❛ s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠ s❡r✐❛❧ ♠♦❞❡♠✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♥❞✲

st❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r s②st❡♠✳ ❚❤❡

❯❆❱ ❛✉t♦♣✐❧♦t ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡

❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ ❬✷✽❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❑❡str❡❧ ❆✉t♦♣✐❧♦t✿ ❚❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ s❡♥s♦rs✱ ❝♦♠♣✉t❡s
❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡♥❞ P❲▼ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s t♦ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦t♦rs✳

✷✽



✸✳✶✳✷ ❖♥❜♦❛r❞ ❱✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❑❡str❡❧ ❛✉t♦♣✐❧♦t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇✐t❤ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss♦r ♣♦✇❡r ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ✈✐❞❡♦ ♦♥❜♦❛r❞✳

❚✇♦ ♦♥❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡rs ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡❞

♦♥❜♦❛r❞ ✈✐❞❡♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✿ t❤❡ ●✉♠st✐① ❱❡r❞❡① Pr♦❝❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡

❱■❆ ❊P■❆ P❳ P✐❝♦✲■❚❳ s♠❛❧❧ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❝♦♠♣✉t❡r✳

●✉♠st✐① Pr♦❝❡ss♦r ❚❤❡ ●✉♠st✐① ❧✐♥❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❢❛♠♦✉s ❢♦r t❤❡✐r s♠❛❧❧

s✐③❡✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ st✐❝❦ ♦❢ ❣✉♠✱ ✇❡✐❣❤✐♥❣ ❥✉st ✷✳✺ ♦③✳ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✱

❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss♦r s♣❡❡❞s✳ ❚❤❡ ❱❡r❞❡① ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r✉♥s ❛t

✻✵✵ ▼❍③ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ■♥t❡❧ ❳❙❝❛❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❜♦❛r❞s ❝♦♠❡ ✇✐t❤

✉♣ t♦ ✶✷✽ ▼❇ ❘❆▼ ❛♥❞ ✶✷✽ ▼❇ ♦❢ ✢❛s❤ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ❤❛r❞

❞r✐✈❡✳ ▼❛♥② ❞❛✉❣❤t❡r ❜♦❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦rts ♦♥

t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❜♦❛r❞ ❣✐✈✐♥❣ s✉❝❤ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s s❡r✐❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ P❲▼ ♦✉t♣✉t✱

✇✐r❡❞ ❛♥❞ ✇✐r❡❧❡ss ❡t❤❡r♥❡t✱ ♠✐❝r♦❙❉ ❝❛r❞ st♦r❛❣❡✱ ❛♥❞ ❯❙❇ ❖♥✲❚❤❡✲●♦ s✉♣♣♦rt✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ●✉♠st✐① Pr♦❝❡ss♦r✿ ❚❤❡ ●✉♠st✐① ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ▲✐♥✉①
❝♦♠♣✉t❡r✳ ❲❡✐❣❤✐♥❣ ❥✉st ✷✳✺ ♦③✳✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❡♥♦✉❣❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠
♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

●✉♠st✐① ♣r♦❝❡ss♦rs ♥❛t✐✈❡❧② r✉♥ ❛ ❝✉st♦♠ ❜✉✐❧❞ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥✉① ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②s✲

t❡♠✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ ❛♥❞ ✉s❡✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❝r♦ss✲❝♦♠♣✐❧❡❞

✷✾



✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❘▼✲▲✐♥✉① ❝r♦ss✲❝♦♠♣✐❧❡r ♠❛❦✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢❛✐r❧② r❛♣✐❞✳ ■♠✲

❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ●✉♠st✐① ✉s✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s s✉❝❤ ❛s ❖♣❡♥❈❱ ❬✷✾❪ ❛♥❞

❊♠❜❡❞❈❱ ❬✸✵❪✱ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❡❜ ❝❛♠❡r❛✳ ❈♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❡t❤❡r♥❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

P✐❝♦✲■❚❳ ❙♠❛❧❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ●✉♠st✐① ✇✐♥s ❤❛♥❞s✲❞♦✇♥ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s

t♦ s✐③❡✱ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳ ♣r♦✈✐❞❡s ❢❛st❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐s

st✐❧❧ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛ ✶✳✵ ●❍③ ❱■❆ ❈✼ Pr♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✲

✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧s ♦❢ ❛ ❧❛♣t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇✐r❡❞ ❡t❤❡r♥❡t✱ ❱●❆

♠♦♥✐t♦r s✉♣♣♦rt✱ ❯❙❇✱ ❛♥❞ P❙✷ ♠♦✉s❡ ❛♥❞ ❦❡②❜♦❛r❞✮✱ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢❛✲

♠✐❧✐❛r ✇♦r❦✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♦❢

❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♦♥❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ❛ s♦❧✐❞✲

st❛t❡ ❤❛r❞✲❞r✐✈❡ ✇❛s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❙❆❚❆ ❝♦♥♥❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❛r❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣

✹ ●❇ ♦❢ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❯❜✉♥t✉ ▲✐♥✉① ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣

s②st❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇❤✐❧❡ ✐♥ ✢✐❣❤t✱ ❛ ❱◆❚✻✻✺✻●✻❆✹✵

✺✹ ▼❜♣s ✇✐r❡❧❡ss ❯❙❇ ♠♦❞✉❧❡ ❬✸✶❪ ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞✳

❚✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ r❡♠♦t❡❧② ✈✐❡✇✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙❙❍ t✉♥♥❡❧✐♥❣

✇✐t❤ ❳✲❲✐♥❞♦✇s ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ r❡♠♦t❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r s❧♦✇✳ ◆♦▼❛❝❤✐♥❡ ❬✸✷❪✱ ❛ ❞❡s❦t♦♣ ✈✐rt✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❝♦♠♣❛♥②✱ ♣r♦✈✐❞❡s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r r❡♠♦t❡ ❞❡s❦t♦♣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳ ❝♦♠♣✉t❡r

t❤❛♥ ❳✲❲✐♥❞♦✇s ❢♦r✇❛r❞✐♥❣✳ ❚❤❡✐r s❡r✈❡r✱ ◆①❙❡r✈❡r ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡

q✉❛❞r♦t♦r ❛♥❞ ❛ ❝❧✐❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r✉♥s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

✇✐r❡❧❡ss ❣r♦✉♥❞ ❧✐♥❦s✿ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ♠♦❞❡♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✭r❛t❤❡r s❧♦✇ ❛t ❛ ❜❛✉❞ r❛t❡ ♦❢

✶✶✺✷✵✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✈✐❞❡♦ ❧✐♥❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳✳ ❚❤❡ P✐❝♦✲■❚❳

✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ st❛rt ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦ ✉♣♦♥ ❜♦♦t✲✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥

❝❛♥ ❝♦♥♥❡❝t✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♠♦t❡❧②

❝♦♠♣✐❧❡ ❛♥❞ r✉♥ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❣❡t r❡❛❧✲t✐♠❡ ✈✐s✉❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠♦t❡ s②st❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s ❛ s❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐r❡❧❡ss❧② t♦ t❤❡

P✐❝♦✲■❚❳ ♦♥❜♦❛r❞ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s r❡♠♦t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s ❛♥❞

✸✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ P✐❝♦✲■❚❳ Pr♦❝❡ss♦r ❇♦❛r❞✿ ❚❤❡ P✐❝♦✲■❚❳ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❝♦♠♣✉t❡r
♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ s✐③❡✳ ❘✉♥♥✐♥❣
❯❜✉♥t✉ ▲✐♥✉①✱ ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❞
♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣ t♦ r❡♠♦t❡ ❝♦♠♣✉t❡rs ♦✈❡r ✇✐r❡❧❡ss r❡♠♦t❡ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳

✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ Pr♦❣r❛♠s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥

✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❈ ❛♥❞ ❈✰✰ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ♦♥❜♦❛r❞✳ ❚❤❡♥✱ str❡❛♠s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✈✐❞❡♦

❛r❡ ✈✐❡✇❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞st❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥

♠♦✈✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ♣❧❛t❢♦r♠✳

✸✳✷ ❙❡♥s♦rs

❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♦✉t✜tt❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s❡♥s♦rs

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ st❛t❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♠❛♥❡✉✈❡r t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❚❤❡

❢✉❧❧ s❡♥s♦r s✉✐t❡ ✐♥❝❧✉❞❡s✿

✶✳ ❆ tr✐❛❞ ♦❢ ▼❊▼❙ r❛t❡ ❣②r♦s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❛①✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡

❛♥❣✉❧❛r r❛t❡s p✱ q✱ ❛♥❞ r✱

✷✳ ❆ tr✐❛❞ ♦❢ ▼❊▼❙ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r❝❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①❡s

♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡✱

✸✳ ❆♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ s❡♥s♦r ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❢❛❝✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤❡✐❣❤t ❛❜♦✈❡

❣r♦✉♥❞ ✭❍❆●✮✱

✸✶



❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❘❡♠♦t❡ ❉❡s❦t♦♣ ❖✈❡r ❲✐r❡❧❡ss✿ ❆ P❈ r✉♥♥✐♥❣ ❲✐♥❞♦✇s ❳P ✈✐❡✇s ❛
❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r✉♥ ♦♥ ❛ ❯❜✉♥t✉ ▲✐♥✉① P❈ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳

✹✳ ❆♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ♣✐①❡❧ ✢♦✇ ❛❝r♦ss ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s❡♥s♦r ♠✉❝❤ ❧✐❦❡

❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ♠♦✉s❡✱ ❛♥❞

✺✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ✇❡❜ ❝❛♠❡r❛ ✭▲♦❣✐t❡❝❤ ◗✉✐❝❦❈❛♠ Pr♦ ✹✵✵✵✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s

❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ♦❢ ✸✵ ❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳

❖♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ●P❙✲❞❡♥✐❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ s❡♥s♦rs t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣♦✲

s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❛❜♦✈❡ ❣r♦✉♥❞ ✭❍❆●✮✳ ❚❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ r❛♥❣❡ s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡s ❍❆●

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❖❋❙✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ❤❡✐❣❤t✲❛❜♦✈❡✲❣r♦✉♥❞ s❡♥s✐♥❣

❛♥❞ ✇✐♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐✲

③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞✲❢❛❝✐♥❣ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r t♦❣❡t❤❡r✱

❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❞r✐❢t ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧

♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐♥❣✳

✸✷



❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❙❡♥s♦r ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ♦r s❡t ♦❢

s❡♥s♦rs ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s❡♥s♦r ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✸✳✷✳✶ ❯❧tr❛s♦✉♥❞

❯❧tr❛s♦♥✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥✲

tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❢❛❝✐♥❣ s♦♥❛r s❡♥s♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ♦❢ ❤❡✐❣❤t ❛❜♦✈❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ s❡♥s♦rs ♦♥ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② ▼❛①❜♦t✐①

✭♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ▼❛①❜♦t✐① ❯❧tr❛s♦✉♥❞ ❙❡♥s♦r✿ ❯❧tr❛s♦✉♥❞ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❢❛✐r❧②
r❡❧✐❛❜❧❡ ❤❡✐❣❤t ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❛♥❣❡ s❡♥s♦r ❢♦r ♦❜st❛❝❧❡
♦r ✇❛❧❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s❡✈❡♥ ♠❡t❡rs✳ ❘❡❛❞✐♥❣s ❛r❡ ❛❧s♦

❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜♦✈❡ ✵✳✶✺ ♠❡t❡rs ✭✻ ✐♥❝❤❡s✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❜❛♥❞ ❛t t❤❡

❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❤❡✐❣❤ts

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❯❧tr❛s♦✉♥❞ s❡♥s♦r r❡❛❞✐♥❣s ♦❝❝✉r ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵ ❍③✳ ❯s✐♥❣

❛♥ ❛♥❛❧♦❣✲t♦✲❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠

t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❘❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ s❡♥s♦r ❛r❡ ❢❛✐r❧② r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦✐s❡ ❞♦❡s

♦❝❝✉r✳ ❚✇♦ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ r❡❥❡❝t ♦✉t❧✐❡rs✳

✸✸



❋✐rst✱ ❛ s❧❡✇ ✜❧t❡r ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ s❡♥s♦r ❢r♦♠ tr✉st✐♥❣ s♣✉r✐♦✉s r❡❛❞✐♥❣s ❜② ♣r❡✈❡♥t✐♥❣

❧❛r❣❡ ❥✉♠♣s✳ ❚❤❡♥ ❛♥ ❛❧♣❤❛ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♠♦♦t❤ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✸✳✷✳✷ ❖♣t✐❝ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦r

❚❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♦♣t✐❝❛❧

♠✐❝❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆✈❛❣♦

❆❉◆❙ ✸✵✽✵ ♦♣t✐❝ ❝❤✐♣ ❬✸✸❪ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ 30 × 30 ❈▼❖❙ ♣✐①❡❧

❛rr❛② ✇❤✐❝❤ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✻✹✵✵ ❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✐s ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s t❤❛t ✢♦✇s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤

✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ γx ❛♥❞ γy✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❖♣t✐❝ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦r✿ ❆ ❝✉st♦♠✲♠❛❞❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✱ ♣✐❝t✉r❡❞ ❛t ❧❡❢t✱
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❆●■❈❈ ▲❛❜✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆✈❛❣♦ ❆❉◆❙ ✸✵✽✵ ♦♣t✐❝❛❧
♠♦✉s❡ ❝❤✐♣ ♣✐❝t✉r❡❞ ❛t r✐❣❤t✳

❖♣t✐❝ ✢♦✇ r❡❛❞✐♥❣s ♦♣❡r❛t❡ ❜❡st ❛t ❛ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✽✵ ♠❲✴♠2 ❛♥❞

❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✻✵✵ ❛♥❞ ✼✵✵ ♥♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ r❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t

s♣❡❝tr✉♠✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ s❡♥s♦rs ✐♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❡❛r❧② t❡sts ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜r✐❣❤t ✢♦♦❞ ❧✐❣❤ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛❞❡q✉❛t❡

r❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ❛❧s♦ r❡s♣♦♥❞s ❜❡st ❛t ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧❡♥s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ s❡♥s♦r t♦

❛❧❧♦✇ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ♥❡❡❞s✳ ❆ ❧❡♥s ✇✐t❤ ❛ ♥❛rr♦✇ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s
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♦❢t❡♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❢r❡q✉❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s

t❤❡ s❡♥s♦r t♦ ❞❡t❡❝t ♠♦t✐♦♥ ♦✈❡r s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ✜♥❡ t❡①t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❝❛r♣❡t✐♥❣ ♦r t✐❧❡✳

❖♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❯❆❱✲r❡❧❛t❡❞

♣r♦❥❡❝ts✳ ●r✐✣t❤s ❬✸✹❪ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦✉s❡ ❝❤✐♣

♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❯❆❱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✇❛s ✉s❡❞

t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐st❛♥❝❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛♥ ❛✐rs♣❡❡❞

s❡♥s♦r ❛♥❞ ❛ ●P❙ ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦✉♥t r❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤❡✐❣❤t✲

❛❜♦✈❡✲❣r♦✉♥❞ ♦r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛ ❝❛♥②♦♥ ✇❛❧❧✳ ❆ ❞♦✇♥✇❛r❞✲❢❛❝✐♥❣ s❡♥s♦r ✇❛s ❝♦♠❜✐♥❡❞

✇✐t❤ t✇♦ ❧❛t❡r❛❧❧②✲♦r✐❡♥t❡❞ s❡♥s♦rs ✭♦♥❡ ♦✉t ❡❛❝❤ s✐❞❡✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✢♦✇ ♦♥ ♦♣♣♦s✐♥❣

✇❛❧❧s ❛♥❞ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s❛❢❡❧② t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛♥②♦♥ ❜② ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❡q✉❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇

♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡✳

■♥ ❇❛rr♦✇s ❛♥❞ ◆❡❡❧② ❬✸✺❪✱ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦rs ✇❡r❡ ❜✉✐❧t

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✈✐s✉❛❧ s❡♥s✐♥❣ ❢♦r ♠✐❝r♦ ❛✐r ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠✐①❡❞✲s✐❣♥❛❧ ❱▲❙■ s❡♥s♦rs

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❛❧❧s✳

❆t ❧♦✇ ❛❧t✐t✉❞❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❍❆● s❡♥s♦r ❛♥❞ ❤❛s

❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛✐❞ ✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❧❛♥❞✐♥❣ ❬✸✻❪✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛

r❛♥❣✐♥❣ s❡♥s♦r ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛rr❛② t♦ t❤❡

❦♥♦✇♥ ❣r♦✉♥❞✲s♣❡❡❞ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ❝❛♥ t❤✉s ❜❡

✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❞r✐❢t ✐♥ ❜❛r♦♠❡tr✐❝ s❡♥s♦rs ♦r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ t❛❦❡✲♦✛

❛♥❞ ❧❛♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ ❤❡✐❣❤ts ✇✐t❤♦✉t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❡rr❛✐♥ ♠❛♣✳

❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t♦ ❧❛t❡r❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝r❛❜ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ✢②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤

❣r♦✉♥❞ tr❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ●P❙ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐rs♣❡❡❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

✇✐♥❞s♣❡❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦✐t❡r✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦r r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs✳

❊✈✐❞❡♥❝❡ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✢②✐♥❣ ✐♥s❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✢✐❡s ❛♥❞ ❜❡❡s ✉s❡ ♦♣t✐❝❛❧

✢♦✇ ✐♥ t❤❡✐r ✈✐s✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t✳ ■♥ ❬✸✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs

s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜❡❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ r❡❛❞✐♥❣✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ❬✸✾❪✱ ❡✛♦rts ❛r❡

♠❛❞❡ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ✢✐❣❤t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✢✐❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥❞♦♦r ✢②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡♥s♦r ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣

✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❛♥❣❡ s❡♥s♦r ✇❤❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
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♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡❛❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛❧❧s ♦r

♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥

✐♥❞✐❝❛t♦r ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧❡ r❡❛❞✐♥❣s ✇❤✐❝❤

❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✳

❖♣t✐❝ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦r ▼♦❞❡❧ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s❤♦✇s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣❧❡ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❢r✉str✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❧❡♥s✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② FOV ✐s t❤❡ ❧❡♥s ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ r❛❞✐❛♥s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ∆φ,

❛❧s♦ ✐♥ r❛❞✐❛♥s✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥❣❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❛s r♦t❛t❡❞✳

❖♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② pn r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐①❡❧ ❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✐♥

❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ✐♥ ✉s❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ pn = 30. ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ∆xm

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✇❡♣t ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐♥ ♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ h ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t

❛❜♦✈❡ ❣r♦✉♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❖♣t✐❝ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦r ●❡♦♠❡tr②✿ ❚❤❡ ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇✐♥❣ ❢r✉str✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ ❧❡♥s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s φ ❛♥❞ FOV ❛r❡
❛♥❣❧❡s❀ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s γ ❛♥❞ pn❛r❡ ✐♥ ♣✐①❡❧s❀ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s h, Xview, ❛♥❞ ∆xm ❛r❡
✐♥ ♠❡t❡rs✳
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❚❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r r❡❛❞s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ q✉❛♥t✐t❡s✿ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝❤❛♥❣❡

❞✉❡ t♦ ❛❝t✉❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛♥❣❧❡✱ ∆φ✳

❯s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣

t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐①❡❧ r❡❛❞✐♥❣ γ ❛♥❞ ∆xm ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∆xm
Xview

=
γ

pn
✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡

Xview = 2h tan

(

FOV

2

)

≈ h · FOV. ✭✸✳✷✮

❆ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ γ ❛♥❞ ∆φ ✇❤✐❝❤

r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐①❡❧ r❡❛❞✐♥❣✱ γ, ❞✉❡ t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✿

γ =
pn

FOV

(

∆xm
h

+ ∆φ

)

. ✭✸✳✸✮

❆♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ ♣✐①❡❧ r❡❛❞✐♥❣ γ t❤✉s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦t✐♦♥✳

■❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ r✐❣✐❞✲❜♦❞② r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r

❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❱❡❧♦❝✐t② ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ P♦s✐t✐♦♥ ❉❡❛❞ ❘❡❝❦♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❖♣t✐❝ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦r

■♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ s❡♥s♦r ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γx ❛♥❞ γy ♣✐①❡❧ r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠

t❤❡ s❡♥s♦r✿

∆xm = h

(

FOV

pn
γx − ∆θ

)

✭✸✳✹✮

∆ym = h

(

FOV

pn
γy + ∆φ

)

✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥❣✉❧❛r s✐❣♥ ❝♦♥✲

✈❡♥t✐♦♥s✳ ∆θ ❛♥❞ ∆φ ❛r❡ t❡r♠❡❞ t❤❡ ♣✐t❝❤✲ ❛♥❞ r♦❧❧✲❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛r❡ ❡❛s✐❧② s✉❜tr❛❝t❡❞

♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳
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❆ s✐♠♣❧❡ ❧❛❜ t❡st ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✈❡❧♦❝✐t②

r❡❛❞✐♥❣s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❚❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ♦✉t✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❢❛❝✐♥❣ ✉❧tr❛s♦✉♥❞

s❡♥s♦r ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✱ ✇❛s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s

❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ P❧♦t ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❤❡✐❣❤t r❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡

✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t❡st ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ ❧♦✇ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✺ ♠❡t❡rs

✭s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❣♠❡♥ts ✶✲✹✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✇❛s r❛✐s❡❞ t♦ ✵✳✼✺ ♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ t❡st

✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❣♠❡♥ts ✺✲✽✮✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t②✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✱ ❝❤❛♥❣❡s

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞

❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ ❧❡♥s✱ ♥♦ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❙✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ✭❞❡♥♦t❡❞ squal✮ r❡❛❞✐♥❣s ❛❜♦✈❡ ✹✵ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝

✢♦✇ s❡♥s♦r ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ❛t ❧♦✇ ❤❡✐❣❤ts ✭❧❡ss t❤❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✺ ♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❧❡♥s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡ t❡st ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ♠❛✐♥ t✐♠❡ s❡❣♠❡♥ts✿ ♣✐t❝❤✐♥❣✱ x✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱

r♦❧❧✐♥❣✱ ❛♥❞ y✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐①

♣❧♦ts ♦❢ ✸✳✽✳ ❚❤❡ t❡st ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✜rst s✇✐♥❣✐♥❣ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡

t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ y✲❛①✐s ✐♥ ❛ ♣✐t❝❤✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✭❙❡❣♠❡♥t ✶ ❛♥❞ ✺✮✱ t❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ q✉✐❝❦❧② ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❙❡❣♠❡♥ts ✷ ❛♥❞

✻✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❛s r♦❧❧❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ x✲❛①✐s ✭❙❡❣♠❡♥ts ✸ ❛♥❞ ✼✮

❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❙❡❣♠❡♥ts ✹ ❛♥❞ ✽✮✳ ❚❤❡

♣✐t❝❤✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣✐①❡❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛❝r♦ss t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✇❤✐❝❤ ♠✉st

❜❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ♦✉t t♦ r❡t✉r♥ ❛ ❣♦♦❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ✈❡❧♦❝✐t② r❡❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦t✐♦♥

❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜♦t❤ r❡❣✐st❡r ♣✐①❡❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❧♦ts ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✱ ❜✉t t❤❡

❛♥❣✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ♣❧♦ts ✭❣✮ ❛♥❞ ✭❤✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r

✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛t ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② r❡♠♦✈❡❞✳

❚❤♦✉❣❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✱

❜② ❛❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲ ♣♦s✐t✐♦♥✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

❛ st❛rt✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞❡❛❞ r❡❝❦♦♥✐♥❣✳ ■♥ t❡st✐♥❣✱ ♣♦s✐t✐♦♥

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✢✐❣❤ts ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❤♦✈❡r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② ✐♥ ❛ ♦♥❡✲♠❡t❡r r❛❞✐✉s ❝✐r❝❧❡ ❢♦r ♥❡❛r❧②

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧✐❢❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛tt❡r②✳ ❆ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ■♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❖♣t✐❝ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦r ▲❛❜ ❚❡st ❘❡s✉❧ts✿ ❆ ❧❛❜ t❡st ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✳ P✐①❡❧ r❡❛❞✐♥❣s ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ✐♥ ♣❧♦ts ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ r❡❛❞✐♥❣
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ✭❣✮ ❛♥❞ ✭❤✮✳
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❡✛❡❝t✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ♣r♦✈✐❞❡s r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ s♦♠❡

✇❛②s s✉♣❡r✐♦r t♦ ●P❙ r❡❛❞✐♥❣s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ●P❙ r❡❛❞✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❡st✐♠❛t❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ ♦r❜✐t✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡rs

❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛t r❛t❡s ♦❢ ✶✲✹ ❍③ ✭t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✉♥✐ts ♣r♦✈✐❞❡

s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r r❛t❡s✮✳ ❆t t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇ r❛t❡s✱ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡s

❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡rs t②♣✐❝❛❧❧② ②✐❡❧❞ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ✈❡✲

❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❛t ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞s ❧❡ss t❤❛♥ ✜✈❡ ♠❡t❡rs ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤♦✈❡r

✢✐❣❤t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ s♦ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡t✉r♥ ❢❛st✱

❛❝❝✉r❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉♣❞❛t❡s ❛t r❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵ ❛♥❞ ✺✵ ❍③ ♠❛❦❡s ✐t s✉♣❡r✐♦r ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t②

❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧

❞r❛✇❜❛❝❦s t❤❛t ♠✉st ❜❡ r❡❝♦♥❣✐③❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥

q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ s❡♥s♦r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡t❡❝t ♣✐①❡❧ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s s✐♠✐❧❛r

t♦ ❛ ♠♦✉s❡♣❛❞✿ ♣❧❡♥t② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t❡①t✉r❡ ♥❡❛r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✳ ❙tr♦♥❣❧②

t❡①t✉r❡❞ ❝❛r♣❡ts ✇♦r❦ ❜❡st ✇❤✐❧❡ s❤✐♥② s✉r❢❛❝❡s ❞♦ ♥♦t✳ ▲✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦

✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ s❡♥s♦r r❡s♣♦♥❞s ❜❡st ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✻✵✵✲

✼✵✵ ♥♠ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ✇♦r❦ ♣♦♦r❧② ✐♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣♦♦r❧②✲❧✐t r♦♦♠s✳

■♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✢✐❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✢♦♦❞ ❧✐❣❤ts ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❧✐❣❤t t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳

❚❤❡♥✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛ ❜r✐❣❤t ✢❛s❤❧✐❣❤t ❜✉❧❜ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rs✐❞❡ ♦❢

t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤✐s s♣♦t❧✐❣❤t ❣❛✈❡ s✉r❢❛❝❡

q✉❛❧✐t② r❡❛❞✐♥❣s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤♦s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦♦❞ ❧✐❣❤ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐❝

✢♦✇ s❡♥s♦r ♦♣❡r❛t❡s ❜❡st ♥❡❛r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❤❡✐❣❤t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦r

✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❣❡ ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶

❛♥❞ ✷ ♠❡t❡rs✳ P♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ s❡♥s♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡

✇♦r❦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦♣t✐❝

✢♦✇ s❡♥s♦r ♣❡r❢♦r♠s ✈❡r② ✇❡❧❧✳

✸✳✷✳✸ ❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ❘❛t❡ ●②r♦s

❚❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s ❛r❡ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛tt✐t✉❞❡

❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s✐♠♣❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
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❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ▼❊▼❙ r❛t❡ ❣②r♦s ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s

t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r✐❢t ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❞r✐❢t ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❛r❡

♥❡❡❞❡❞✳ ❚②♣✐❝❛❧ s❡♥s♦rs ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤r❡❡✲❛①✐s ❛❝❝❡❧❡r♦♠✲

❡t❡rs ❛♥❞ t❤r❡❡✲❛①✐s ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ s❡♥s♦rs✱ ✐♥ t❤❡

s✐③❡ s✉✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ✐♥❞♦♦r ❛✐r❝r❛❢t✱ ❛❧s♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛❝❝✉r❛❝② ✐ss✉❡s✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡s❡

s❡♥s♦rs ❞♦ ♥♦t ❞r✐❢t ❛s ❞♦❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ r❛t❡ ❣②r♦s✱ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❜❡❤❛✈✲

✐♦rs ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❧❡ss s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ ❤♦✈❡r✐♥❣

❛✐r❝r❛❢t✳

❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r Pr♦❜❧❡♠s ◆❡❛r ❍♦✈❡r ❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✲♠❛ss

s✉s♣❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛♣s✉❧❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t②

✈❡❝t♦r✱ ❜✉t t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s

♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙t✉❞②✐♥❣ ❛ ❢r❡❡✲❜♦❞② ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢

❛♥ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ♦♥ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t ❞❡♠♦♥str❛t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❞✐✣❝✉❧t✐❡s

✇✐t❤ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ✐♥ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ◗✉❛❞r♦t♦r ❋r❡❡ ❇♦❞② ❉✐❛❣r❛♠✿ ❋r❡❡ ❜♦❞② ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣
✈❡❤✐❝❧❡ ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤r✉st ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡

❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ. ❚❤✉s✱

Mg = T cos θ, ✭✸✳✻✮
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✇❤❡r❡M ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ T ✐s t❤❡ t❤r✉st ❢♦r❝❡✱ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡✱ ❛♥❞ g ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ θ ❝❛✉s❡s t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦

❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ❢♦r❝❡ T sin θ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

ax = T sin θ
M

✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦♥ ❛ ♣r♦♦❢ ♠❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r

♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ x✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ x✲ ❛♥❞ y✲

❛①✐s ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ✇✐❧❧ r❡❛❞ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ♦♥ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ♠❛ss

❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡rs

❛♥❞ ❜♦❞② ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♥❡❛r ❤♦✈❡r ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥

✇❡ s❡❡ t❤❛t

ΣF b
x = −mg sin θ +

mT sin θ cos θ

M
. ✭✸✳✼✮

❯s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ❛tt❡♠♣t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❛s ❛

✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡s ♥❡❛r ❤♦✈❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❛s ❛ Pr♦♦❢ ▼❛ss✿ ❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣
♦♥ ❛ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ✈❡❝t♦r ✉s✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❛①✐s s❡t ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✳

▼❛❣♥❡t♦♠❡t❡r Pr♦❜❧❡♠s ▼❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐♥

❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤r❡❡ s✉❝❤ s❡♥s♦rs ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

♦♥ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
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✈❡❝t♦r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❞❡❝❧✐✲

♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ tr✉❡ ✈❡❝t♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ♠❡❛s✉r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛♥

✐♥❞♦♦r s❡tt✐♥❣ ❝❛♥ ✈❛r② ❣r❡❛t❧② ❞✉❡ t♦ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❢r♦♠ ♠❡t❛❧ ❜❡❛♠s ✐♥ ❝❡✐❧✐♥❣s ❛♥❞

✇❛❧❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥❡❛r❜② s②st❡♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s ♠♦t♦rs ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✇✐r✐♥❣

❝❛♥ ❝❛✉s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■❢ s✉❝❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✱

t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤r♦✉❣❤ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❜✉✐❧❞✐♥❣s ♦❢t❡♥ ♠❛❦❡ ♠❛❣♥❡t♦♠❡✲

t❡rs ❜❡❤❛✈❡ ❡rr❛t✐❝❛❧❧②✱ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❇❡tt❡r s❡♥s♦rs✱ t❤❡♥✱ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦

♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ r❛t❡ ❣②r♦s ✐♥ ❛♥ ✐♥❞♦♦r s❡tt✐♥❣✳

✸✳✸ ❆tt✐t✉❞❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❛t❛ ❋✉s✐♦♥

❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❢✉s✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥

t❤❡ ❤♦✈❡r✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❆tt✐t✉❞❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ❢✉s❡s r❛t❡ ❣②r♦

❞❛t❛ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱

✇❤❡♥ ❤♦✈❡r✐♥❣✱ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛ s❡♣❛r❛t❡✱

❡rr♦r✲❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s s♦✉❣❤t ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s

♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❢✉s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r

✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✈✐s✐♦♥ ❢♦r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❡rr♦r✳

❚❤❡ ✜❧t❡r ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲❞✐s❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥

✜❧t❡r ✭s❡❡ ▲❡✇✐s✱ ♣❣✳ ✷✻✸ ❬✹✵❪✮ ❛♥❞ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❡❞

r❛t❡✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r s❡♥s♦r r❡❛❞✐♥❣s ❛r❡ t❛❦❡♥✳ ❚❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦rt✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❛ ❢❛st s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐♥t❡✲

❣r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧❧♦✇s

❡❛❝❤ s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ t❤❡♥ t♦

✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✐♥t❡rr❡❧❛t❡❞ st❛t❡s✳

✸✳✸✳✶ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❇❛s✐❝s

❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ x,

♦❢ s✐③❡ n × 1 ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♥♦t❛t❡❞ x̂ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛♥ n × n
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♠❛tr✐① P. ❚❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ẋ = a(x,u) + η, ✭✸✳✽✮

y = c(x,u) + ξ, ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ ẋ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ x✱ u ✐s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥♣✉ts✱ y ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠s η ❛♥❞ ξ r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦❝❡ss ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ st❛t❡s ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞

❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

c(x,u) ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭s❡♥s♦r r❡❛❞✐♥❣s✮ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

s♦♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦✉r s❡♥s♦rs✳

❚✐♠❡ ❯♣❞❛t❡ ■♥ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭❑❋✮ r❡❧✐❡s ♦♥ ẋ ❜❡✐♥❣ ❛

❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ẋ = Ax+Bu✱ ✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ❛r❡

❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ✭♠❛tr✐❝❡s✮✳ ❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❧t❡r ❢♦r

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✐❢ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ●❛✉ss✐❛♥

✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥✳ ❲❡ ❡①♣r❡ss t❤✐s ❛s

η ∼ (0,Q) ✭✸✳✶✵✮

ξ ∼ (0,R) ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ∼ (0,S) ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ S✳

❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭❊❑❋✮ ✏❡①t❡♥❞s✑ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❑❋ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥ ❢♦r♠✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣

t❤❡ ✜❧t❡r ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① A ✇✐t❤ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ a(x,u). ❚❤❡

t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽

❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① P ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

P+ = P− + ∆t · (AP + PAT + Q), ✭✸✳✶✷✮
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✇❤❡r❡ P− ❛♥❞ P+✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✉♣❞❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❛♥❞ ∆t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t✐♠❡✳ Q, t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇

♠✉❝❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♣❞❛t❡ ❲❤❡♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛ s❡♥s♦r✱ ✇❡

s❡❡❦ t♦ ❢✉s❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡

t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐♥

t❤❡ ♠❛tr✐① C, ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ K ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

K = PCT (CPCT + R)−1. ✭✸✳✶✸✮

❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st♦❝❤❛st✐❝ r❛t✐♦ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✇❡ tr✉st ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✇❡ tr✉st t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ R, ❜② ❣✉❡ss✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡rr♦r ❣r♦✇t❤ ❞✉❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ t✉♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ Q, t♦ ❣✐✈❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✏tr✉st ❢❛❝t♦r✳✑ ❖♥❝❡

t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

x̂+ = x̂− + K(y − Cx̂) ✭✸✳✶✹✮

P+ = (I − KC)P−. ✭✸✳✶✺✮

❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❛❧❧♦✇s ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♦r ❢✉s❡❞ ✇✐t❤

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s✉s♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ●❛✉ss✐❛♥

✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥✳ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r t♦ ❢✉s❡ r❛t❡ ❣②r♦

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✈✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❤❡❛❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳

✸✳✸✳✷ ❆tt✐t✉❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r

❖♥ ❛ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ❛✐r♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛

❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s

❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦❞②✲
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❢r❛♠❡ ❢♦r❝❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❛♥❝❡❧ ❣r❛✈✐t② ❢♦r❝❡ r❡❛❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs r❡♥❞❡r✐♥❣

t❤❡♠ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛

❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ❢✉s❡s ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❛♥❞ ❣②r♦ r❡❛❞✐♥❣s ✐s st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❣r♦✉♥❞

t❡sts✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❝❛♥ ✢② r❡❧✐❛❜❧② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❛tt✐t✉❞❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐❢ ❛♥ ♦✉t❡r ❧♦♦♣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤✉s✱

❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs t♦ ❜♦✉♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❡rr♦rs ✐s st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧

♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❧t❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s

✈✐s✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡✳

❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ✐t

✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢

✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡✳ ❯s✐♥❣

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts pgyro, qgyro, ❛♥❞ rgyro ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✱ t❤❡ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡

❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ❚✐♠❡ ❯♣❞❛t❡✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥t❡✲
❣r❛t❡s t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦ r❡❛❞✐♥❣s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡s✳

x̂+ =

[

φ̂+

θ̂+

]

=

[

φ̂

θ̂

]

+ ∆t

[

pgyro + qgyro sin φ̂ tan θ̂ + rgyro cos φ̂ tan θ̂

qgyro cos φ̂− rgyro sin φ̂

]

A =
∂a (x̂,u)

∂x
=

[

qgyro cos φ̂ tan θ̂ − rgyro sin φ̂ tan θ̂ 1

cos2 θ̂

(

qgyro sin θ̂ + rgyro cos φ̂
)

−qgyro sin φ̂− rgyro cosφ 0

]

P+ = P + ∆t
(

AP + PAT + Q
)

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♣r❡✲

❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝✲

❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t yaccel ❤❛s t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✹✻



t♦ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

yaccel =











ax

ay

az











=
1

m
(F − Fgravity) . ✭✸✳✶✻✮

❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡











ax

ay

az











=











u̇

v̇

ẇ











+











qw − rv

ru− pw

pv − qu











+











g sin θ

−g cos θ sin θ

−g cos θ cosφ











. ✭✸✳✶✼✮

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ u̇, v̇, ♦r ẇ. ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❛tt❡♠♣ts t♦ ♠❡❛s✉r❡ u ❛♥❞ v ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ s✐♥❝❡

t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

u̇ = v̇ = ẇ = u = v = w = 0. ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r r❡❛❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ [g]✱ s♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✼ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② g r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s

φ ❛♥❞ θ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

yaccel =











− sin θ

− cos θ sinφ

− cos θ cosφ











. ✭✸✳✶✽✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❝ts ❛s c(x,u) ❢♦r t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ❖♥❡ ✜♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡

✜❧t❡r ✇❛s ❛❞❞❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥

❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ✸×3 ✐♥✈❡rs❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡✈❡r② ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r✱

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ ✐s r❡❛rr❛♥❣❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ t✇♦ ✷×2 ✐♥✈❡rs❡s ✐♥st❡❛❞✶✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳

▲❛❜ t❡sts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❛t ❡①❤✐❜✐t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛tt✐t✉❞❡

❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ s❤♦✇s ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥❜♦❛r❞ ❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✇✐t❤ ♠♦✲

✶❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳

✹✼



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❆tt✐t✉❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♣❞❛t❡✿ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r
❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ K.

C =
∂c

∂x
=





0 cos θ
− cosφ cos θ sin θ sinφ
sinφ cos θ sin θ cosφ





P =
(

P−1 + CTR−1C
)

−1

K = PCTR−1

x̂+ = x̂ + K (yaccel − c (x̂,u))

t♦rs r✉♥♥✐♥❣ ✭t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ✢✐❣❤t✮ ✉s✐♥❣ r❛t❡ ❣②r♦s ❛♥❞

❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ s✐♠♣❧② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡

❤❛♥❞✲❤❡❧❞ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✜rst ❛❜♦✉t t❤❡ x✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ y✲❛①✐s ✇❤✐❧❡ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡

♠♦t♦rs✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦ r❡❛❞✐♥❣ ❞r✐❢ts ♦✈❡r ❛ ♠❛tt❡r

♦❢ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ q✉✐❝❦❧② ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ❛tt✐t✉❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦✲❝❡♥t❡r❡❞✳ ❚❤❡

❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❛tt✐t✉❞❡ r❡❛❞✐♥❣ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞r✐❢t✱ ❜✉t ✐s ✈❡r② ♥♦✐s② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

❛♥ ✉♥✉s❛❜❧❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ✐ts ♦✇♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② r❛t❡ ❣②r♦ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲

❞r✐❢t✐♥❣ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r ❛♥❞ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❧❛❣✳ ❚❤❡ ❢✉s❡❞ ✜❧t❡r ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳ ❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r r❡❛❞✐♥❣s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❣②r♦ ❡st✐♠❛t❡ r❡♠♦✈✐♥❣

❜✐❛s❡s✳ ❚❤✐s ✜❧t❡r ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡s

❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✐s t✉♥❡❞ t♦ tr✉st t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

✶✵✵ t✐♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s✳ ❚❤✐s ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✈✐❜r❛✲

t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❜✐❛s❡s ✇❤✐❝❤

s❧♦✇❧② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✳

✸✳✸✳✸ ❆❞❞✐♥❣ ❱✐s✐♦♥ ❊st✐♠❛t❡s t♦ t❤❡ ❋✐❧t❡r

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤✐s ❣②r♦✴❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ✜❧t❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❛ ♠♦r❡

❝♦♠♣❧❡① ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱

✹✽
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Gyros only

Accel only

Gyros only

Accel only

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ◆❛✐✈❡ ❆tt✐t✉❞❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥✿ ◆❛✐✈❡ ❆tt✐t✉❞❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ r❛t❡
❣②r♦s ♦r ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

t❤❡② ❛r❡ ♣❛ss❡❞ ♦✈❡r t♦ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ♦✈❡r ❛ s❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❲❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❛rr✐✈❡✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ r❡❛❞✐♥❣s

✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❡st✐♠❛t❡✳ P✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡s✳ ❚♦

✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ φ, t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

✐♥ t❤❡ ❣②r♦✴❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ✜❧t❡r✱ pφ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

Kφ =
pφ

pφ +Rφ

. ✭✸✳✶✾✮

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐s t❡r♠❡❞ φv, ❛♥❞ t❤❡

st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

φ̂+ = φ̂− +Kφ(φv − φ̂−), ✭✸✳✷✵✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❆tt✐t✉❞❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❉❛t❛ ❋✉s✐♦♥✿ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r❡❞ ❛tt✐t✉❞❡
❡st✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❛♥❞ r❛t❡ ❣②r♦ r❡❛❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ s❤♦✇
t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r❡❞ ❡st✐♠❛t❡✳

p+

φ = (1 −Kφ)p
−

φ . ✭✸✳✷✶✮

❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❛❧❧♦✇s t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥st❡❛❞② r❛t❡s ♦❢ ✈✐s✉❛❧

✉♣❞❛t❡s✳ ❘❛t❡ ❣②r♦s ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜✉t ✈✐s✉❛❧ ✉♣❞❛t❡s

♣r♦✈✐❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❡rr♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ r❛t❡

❣②r♦s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❥❡❝t✐♥❣ ❢❛❧s❡ ✈✐s✉❛❧ r❡❛❞✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳

✸✳✹ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ♦♥❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s❡♥s♦rs ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❡r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ s❡♥s♦r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇

s❡♥s♦r ✇❛s ❡①♣❧♦r❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡s

♦♥ ❛ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ❜✐❛s❡s ❢r♦♠

✺✵



t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ r❡❛❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛❜ t❡st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❑❛❧♠❛♥

✜❧t❡r✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✇✐t❤

r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳

✺✶



✺✷



❈❤❛♣t❡r ✹

❱✐s✐♦♥✲❛✐❞❡❞ ❍❛❧❧✇❛② ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡❧❧ r❡s❡❛r❝❤❡❞ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✐♥ ❛❧❧ ❛r❡❛s ♦❢ r♦❜♦t✐❝s✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤✉♠❛♥s t❤r♦✉❣❤

✈✐s✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✈✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧② ✐♥ r♦❜♦t✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✲r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

❤✉♠❛♥ ❡②❡s✐❣❤t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜✉t ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✈✐s✐♦♥ ❛s ❛

s❡♥s♦r ♦♥ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ✐s ❜♦t❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❡ss❡♥t✐❛❧✳

❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ♣r♦❥❡❝✲

t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❆❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✐s ❛ ❞❡♠♦♥✲

str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢

❛ ❤❛❧❧✇❛② ❜❡✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✬s ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣

❝❛♠❡r❛✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❦❡② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ✐♥

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s st❛rts ✇✐t❤

❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳

❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳✷ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛tt❡♠♣t❡❞ ❢♦r ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥

t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡❢❡♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡

❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡s✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s

♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r

❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❜♦❛r❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✺✸



✹✳✶ ❘❡❧❛t❡❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts

✐♥ ✐♥❞♦♦r ❤❛❧❧✇❛②s t❤❛t ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s♠❛❧❧ ❛✐r

✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❍✉♠❛♥s ♥❛✈✐❣❛t❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐❧t s❡♥s✐♥❣ ✭♠✉❝❤ ❧✐❦❡

r❛t❡ ❣②r♦s✮✱ s♦✉♥❞✱ t♦✉❝❤✱ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ✈✐s✐♦♥✳ ❱✐s✉❛❧ ❝✉❡s ❣✐✈❡ ❤✉♠❛♥s

❛ ✈❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ s❛❢❡❧② ♥❛✈✐❣❛t❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ❞r✐✈❡

❝❛rs✱ ❛♥❞ ✢② ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✳ ❘♦❜♦t✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ❝✉rr❡♥t❧② t❡♥❞ t♦ ✉s❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞

s❡♥s♦rs s✉❝❤ ❛s ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ r❛t❡ ❣②r♦s✱ s♦♥❛r✱ ❧❛s❡r r❛♥❣❡ ✜♥❞❡rs✱ ❛♥❞ ●P❙ ❜❡❢♦r❡

✈✐s✉❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❛s❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢

s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s②st❡♠✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥

❛ ❞✐✣❝✉❧t s❡♥s♦r t♦ ✉t✐❧✐③❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥

❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❞✐❣✐t❛❧ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♥❡❡❞s✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❛

s❤❡❡r ❧❛❝❦ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ ❤✉♠❛♥ ✈✐s✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♦♥❜♦❛r❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r s♠❛❧❧ ❯❆❱s ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧

t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♠✐❝r♦ ❛✐r ✈❡❤✐❝❧❡ ✭▼❆❱✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ ✇❛②s t♦ ✉s❡ ✈✐s✐♦♥ ❢♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✿ ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣✱ ✈✐s✉❛❧

♦❞♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❙▲❆▼✮✳ ❱✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣ ❝❛♥

❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❝r❡❛t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ✈✐s✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡

✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ str✉❝t✉r❡❞ s❡tt✐♥❣s s✉❝❤ ❛s ❛ss❡♠❜❧② ❧✐♥❡ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦ts✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t t✉t♦r✐❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✶❪ ❛♥❞ ❬✹✷❪✳

❱✐s✉❛❧ ♦❞♦♠❡tr② ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✉s❡s ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ♦r ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡

♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈✐s✉❛❧ r❡❛❞✐♥❣s✳ ❙♦♠❡ ❦❡② ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡ ❬✹✸❪ ❛♥❞

❬✹✹❪✳ ❙▲❆▼ ✐s ❛ ❜r♦❛❞ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡

♦♥❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛♣ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ ✭s❡❡ ❬✹✺❪ ❛♥❞ ❬✹✻❪✮✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❯s✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❧✐♥❡s✱ ▼❆❱ ♣♦s❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✈❛♥✐s❤✐♥❣

♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❇❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✱ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s✉❜❛r❡❛s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤✐s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛r❡❛ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞

✺✹



✐♥t♦ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t ✈✐s✉❛❧❧②✲❛✐❞❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳

✹✳✶✳✶ ■♠❛❣❡ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❊❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ✭s✉❝❤ ❛s ■♥t❡❧✬s

❖♣❡♥❈❱ ❬✷✾❪✮✳ ❖❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❙♦❜❡❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

❛♥❞ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛s ♣r❡✲

♣r♦❝❡ss♦r st❡♣s✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ❛♥❞

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡①ts s✉❝❤ ❛s ❬✹✼❪✳

❚✇♦ ♠❛✐♥ ❧✐♥❡✲✜♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❍♦✉❣❤

tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛t❡♥t ❜②

P❛✉❧ ❍♦✉❣❤ ✐♥ ✶✾✻✷ ❬✹✽❪✳ ❆♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ✐s ❜✉✐❧t ✉♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❡❞❣❡ ♣♦✐♥ts✳ P❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✳

❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t♦r ❬✹✾❪✱ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t♦ tr❛❝❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡①t❜♦♦❦s s✉❝❤ ❛s ❬✺✵❪✱ ❬✺✶❪✱ ❛♥❞ ❬✹✼❪ ❞❡s❝r✐❜❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ s♣❡❝✐❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐♠❛❣❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲

♣❧❡ ✈✐❡✇ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r t②♣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❤❛❧❧✇❛② ❡❞❣❡s

❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣r♦♣❡r t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆ ❝✉st♦♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍♦✉❣❤

tr❛♥s❢♦r♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ✉s❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ ❧✐♥❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ s❤♦✇

✉♣ ✐♥ ❍♦✉❣❤ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r♠ ❛ ❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✺✺



✹✳✶✳✷ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥t ❊st✐♠❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t✇♦ ❦❡② ❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♠✲

♠♦♥❧② ❝✐t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ t❤♦s❡ ♦❢ ❇❛r♥❛r❞ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ▼❛❣❡❡ ❛♥❞ ❆❣❣❛r✇❛❧

❬✺✸❪✳ ❇❛r♥❛r❞ ♣r❡s❡♥ts ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢

t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♦♥t♦ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❍❡ s✉❣❣❡sts ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② s♣❤❡r❡

❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❧②✐♥❣ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ▲✐♥❡s

♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❤❡r❡ ❜❡❝♦♠❡ ❝✐r❝❧❡s ✭❝❛❧❧❡❞ ❣r❡❛t

❝✐r❝❧❡s✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t ❛t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡s ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t②

✐♥t♦ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✳ ❇✐♥s ✐♥ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛r❡ t❤❡♥ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✲

✐♥❣ t♦ ❤♦✇ ♠❛♥② ❧✐♥❡s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❤✐❣❤

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❈r✐t✐❝✐s♠s ♦❢ ❇❛r♥❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❤❡r❡ ✐s ✏❛❞ ❤♦❝✑ ✭▼❛❣❡❡ ❛♥❞ ❆❣❣❛r✇❛❧ ❝❧❛✐♠✮

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡s ✉♥❡✈❡♥❧② s♣❛❝❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳

▼❛❣❡❡ ❛♥❞ ❆❣❣❛r✇❛❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❧✐♥❡s ❛♥❞

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛ ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❞✉❛❧✐t② ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳ ▼❛❣❡❡ ❛♥❞

❆❣❣❛r✇❛❧ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ ❜✉t ✉s❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝

♦♥ t❤❡ ❣❡♦❞❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❇❛r♥❛r❞✬s ✉♥❡✈❡♥ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡

✳ ❚❤❡② ❛❞❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❧✐❡ ♦♥ ❡✐t❤❡r

♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ▼❛❣❡❡✲❆❣❣❛r✇❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ n(n − 1)/2 ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❚r❛❝✐♥❣ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❇❛r♥❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞✱ r❡q✉✐r❡s

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ nm ✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✈✐s✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❡❛t

❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❇❛r♥❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡✳

❙♦♠❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡s❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ r❡❛❧✲

✇♦r❧❞ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ ✉s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛❣❡❡ ❛♥❞ ❆❣❣❛r✇❛❧✬s

✺✻



❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤♦s❡

❡①t❡♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ❡❧❡♠❡♥ts

t♦ ❣r♦✉♣ r❡❣✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✭❝❡♥tr♦✐❞✮

♦♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛

❝❛♠❡r❛ ♣♦✐♥t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡❧② ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ t✐❧❡s t♦

✐♥❞✐❝❛t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ r♦❜♦t✳

▼❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝❛s❝❛❞❡❞ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❬✺✺❪✱

❛ ✈♦t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❬✺✻❪✱ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✺✼❪✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✺✽❪✳

❚❤✐s ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❧✐st✱ ♥♦r ✐s ✐t ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r✲

✈❡② ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧②

♦♥ ❇❛r♥❛r❞✬s ❛♥❞ ▼❛❣❡❡ ❛♥❞ ❆❣❣❛r✇❛❧✬s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♠❡r✐t✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r✳

❖♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛✐r❝r❛❢t✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡

♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❜♦t❤ ❇❛r♥❛r❞ ❛♥❞ ▼❛❣❡❡ ❛♥❞ ❆❣❣❛r✇❛❧✳ ❇♦t❤ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞

t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡❝❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣

♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠❜✐♥❡❞

✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥

❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧s✱ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ✢♦♦r ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳

✹✳✶✳✸ P♦s❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❚r❛❝❦✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s

▼❛♥② ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❡❡❦ t♦ ✜♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞

tr❛❝❦ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❈♦r♥❡rs tr❛❝❦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❍❛rr✐s

❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r ♦❢t❡♥ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✳ ❙tr♦♥❣ ❝♦r♥❡rs ♦r ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts

❛r❡ t❤❡♥ tr❛❝❦❡❞ ♦✈❡r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ str❡❛♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞❡♥❝❡s✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢

t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈✐❡✇❡❞ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ s✉❝❤ s❝❤❡♠❡s ❡①✐st ✐♥ ✇❤✐❝❤

❛♥ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣♦s❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪✱ s❡❡❦s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✇♦r❧❞ s♣❛❝❡

✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ ✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r✲
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❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❡s❝❛♣❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦r t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s❡✳

▼❛♥② s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❢❛❧s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✱ s♦ ♠✉❝❤ ✇♦r❦ s❡❡❦s t♦

✐♠♣r♦✈❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❲✉♥✲

s❝❤ ❛♥❞ ❍✐r③✐♥❣❡r❬✻✵❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ r♦❜✉st❧② ✐♥ ❛ ❑❛❧♠❛♥✲✜❧t❡r✐♥❣

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

❉r✉♠♠♦♥❞ ❛♥❞ ❈✐♣♦❧❧❛ ❬✻✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ r✐❣✐❞✲

❜♦❞② ♦❜❥❡❝ts ✉s✐♥❣ ❛ ▲✐❡ ●r♦✉♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r✐❣✐❞✲❜♦❞② r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞

tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s t♦ r♦❜✉st❧②

tr❛❝❦ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❑❡♠♣ ❬✶✸❪ t❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡

r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣♦s❡ ♦♥ ❛ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r②

✐♥s✐❣❤ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♠❛♣ t♦ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦✐s②

✈✐❞❡♦ ❢❡❡❞✳ ❚❤❡ ✈✐❞❡♦ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦✛❜♦❛r❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥

❛ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ✇♦r❦st❛t✐♦♥ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❢r❛♠❡r❛t❡ ♦❢ ✺✵ ❍③✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❑❡♠♣✬s

✇♦r❦ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❧✐♥❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r♦❜✉st tr❛❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥

✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts t❤❛♥ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣✳ ■♥ ❛♥ ✐♥❞♦♦r s❡tt✐♥❣✱ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s

❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦♦r t❡①t✉r❡s ♦♥ ✇❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭♦♥❧②

t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ❛ ❧✐♥❡ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✐♥ ♦❢

♠❛t❝❤✐♥❣ ❤❛❧❧✇❛② ❧✐♥❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ t♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ✸✲❉ s♣❛❝❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤✐s ❧♦❣✐❝ ❛♥❞

♣r❡s❡♥ts ❛ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♣♦s❡ ✐♥ ❛ ❤❛❧❧✇❛②✳

✹✳✶✳✹ ❱✐s✉❛❧❧②✲❆✐❞❡❞ ▼♦❜✐❧❡ ❘♦❜♦t ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥

❆ ❧❛r❣❡ ❜❛s❡ ♦❢ ✈✐s✐♦♥✲❛✐❞❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st ✐♥ ❣r♦✉♥❞

r♦❜♦t✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❬✻✷❪✱ ❉❡s♦✉③❛ ❛♥❞ ❑❛❦ ♣r❡s❡♥t ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✉s✐♥❣

✈✐s✐♦♥ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❡①♣❧❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❞♦♦r

❛♥❞ ♦✉t❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❖♥❡

♣r✐♠❛r② ❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ♥♦t❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r s✉r✈❡② ✐s t❤❡ ❋■◆❆▲❊ s②st❡♠ ♦❢ ❑♦s❛❦❛ ❛♥❞

❑❛❦ ❬✻✸❪✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❋■◆❆▲❊ s②st❡♠ ♣r♦❥❡❝ts ❛ ❦♥♦✇♥ ♠❛♣ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣

♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❣r♦✉♥❞ r♦❜♦t✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❡st✐♠❛t❡s ♣♦s❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇❡❞

✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❛ ❑❛❧♠❛♥✲✜❧t❡r✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s
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❛❧❧♦✇s ❛ ❣r♦✉♥❞ r♦❜♦t t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛t s✉❜st❛♥t✐❛❧ s♣❡❡❞s ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✽✲

✶✵ ♠❡t❡rs✴♠✐♥✮ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ✐♠♣❛✐r❡❞ ❜② st❛t✐♦♥❛r② ♦r s❧♦✇ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❙♦♠❡

❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❋■◆❆▲❊ s②st❡♠ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛tt❡♠♣t❡❞ ❤❡r❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ tr❛❝❦ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❛ ❝♦rr✐❞♦r✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑❡♠♣ ❬✶✸❪ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢❛❧❧s ✐♥t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❛s ✇❡❧❧ s✐♥❝❡

✐t ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ✸✲❉ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❜② ❉r✉♠♠♦♥❞ ❛♥❞ ❈✐♣♦❧❧❛ ❬✻✶❪ ♦♥ ❛

r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✢②✐♥❣ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❍✐s ✇♦r❦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ✈✐s✐♦♥ ❣✉✐❞❛♥❝❡

❛s t❤❡ ♣r✐♠❛r② s❡♥s♦r ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✢✐❣❤t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡♣ts ✉s❡❞ ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦

❛♣♣❧② ✇❡❧❧ ❤❡r❡ ❛♥❞ s✉❣❣❡st ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❑❡♠♣ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t ❝❧❡❛r

t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❚❤✐s ❤❛s ♣r♦✈❡❞ ❡♥t✐r❡❧② tr✉❡ ✐♥ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ tr❛❝❦

♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ r❡❧✐❛❜❧②✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛♣✲❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ▼♦r❛✈❡❝✬s ♥♦✇ ❢❛♠♦✉s ❙t❛♥✲

❢♦r❞ ❈❛rt ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✻✹❪ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ r♦❜♦ts✳ ❚❤❡

❙t❛♥❢♦r❞ ❈❛rt ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥❞♦♦r s❝❡♥❡s ✉s✐♥❣ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡r②

✐♥ t❤❡ ②❡❛r ✶✾✽✵✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐❝s ✇❛s ♠✉❝❤ ❧❡ss ♠❛t✉r❡✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡✱

t❤❡ ❝❛rt ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ tr❛✈❡rs❡ ❛ ✷✵ ♠❡t❡r ❝♦rr✐❞♦r ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✜✈❡ ❤♦✉rs✳ ❚❤✐s

✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t✐❝s ❤❛s ❛ ❧♦♥❣ ❤✐st♦r② ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❛t ❣r❡❛t t❤✐♥❣s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦r❛✈❡❝✬s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣r❡❛t❧② ❡①♣❛♥❞❡❞ ✉♣♦♥✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦ ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ st❡♣ t♦✇❛r❞ ❢✉❧❧ ✈✐s✐♦♥✲r❡❧✐❛♥❝❡✱ ❜✉t ✐t ❞❡♠♦♥str❛t❡s

t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐s ❛ ❝❛♣❛❜❧❡ s❡♥s♦r✳ ❋♦r ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✉♠♠❛r✐❡s ♦❢ ❜♦t❤

t❤❡ ❙t❛♥❢♦r❞ ❈❛rt ❛♥❞ t❤❡ ❋■◆❆▲❊ tr❛❝❦✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡

s✉r✈❡② ♣❛♣❡r ❜② ❉❡❙♦✉③❛ ❛♥❞ ❑❛❦ ❬✻✷❪✳

❈❛❧❧ ❬✻✺❪ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧

✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❤✐s r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♥s✐st ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇♥ ♠❛♣ t♦ ♣❧❛♥ ❛ ✇❛②♣♦✐♥t ❝♦✉rs❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛r❡❛✳ ❯♥♠❛♣♣❡❞

♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ tr❛❝❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❜②

❛ ❧❛❜♠❛t❡ ✇❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❢♦r ✢✐❣❤t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❯❆❱s✳

✺✾



❚❤♦✉❣❤ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❜♦✉♥❞✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❞✐s✲

❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❡❡❦s t♦ ❜r✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✇♦r❦ ❢r♦♠ ♠❛♥②

✜❡❧❞s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✲

✐♥❣ ♣♦✐♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s t❤❛t ❞❡❧✐♥❡❛t❡ ❛ ❤❛❧❧✇❛②✳

❚❤❡♥✱ t♦ ❡①tr❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ ❞✐s✲

❝♦✈❡r❡❞ r♦t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦s

♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱

s♦♠❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ st❛rt❡❞ ✐♥ ✸✲❉ ♠♦t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♠♠❛t✉r✐t②✱

✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r✳

✹✳✷ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ❢♦✉r ❦❡② st❡♣s✳ ❋✐rst✱

♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♠❛❣❡✳ ❯s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧

t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ t♦ ✜♥❞ ❞❡s✐r❡❞

s❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧t❛♥t ❧✐♥❡s✱ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✹✳✷✳✶ ❊❞❣❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥

❆ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♠❛❣❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❛t ❢r♦♠ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛✱ ✐s s✐♠♣❧② ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s❡t ♦❢ ❝♦❧♦r ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦❧♦r ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ▼❛♥② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢

♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❡①✐st ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘●❇✶✱ ❍❙❱✷✱ ❛♥❞ ❨❯❱✸✳ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧♦r r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❧❡❢t t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❬✹✼❪✮✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡

✶■♥ t❤❡ ❘●❇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s✱ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱
❛♥❞ ❜❧✉❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳

✷❍❙❱ st❛♥❞s ❢♦r ❤✉❡✱ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❤✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❝♦❧♦r ✇❤❡❡❧✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♣✉r❡ t❤❡ ❝♦❧♦r ✐s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ❧✐❣❤t t❤❡ ❝♦❧♦r ✐s✳

✸■♥ t❤❡ ❨❯❱ s♣❛❝❡✱ ♣✐①❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡ ❧✉♠❛ ✭❨✮ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t✇♦ ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭❯❱✮
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❧✉♠❛ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤✉s ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜②
t❤❡ ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

✻✵



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❋❧♦✇ ❈❤❛rt✿ ❚❤✐s ✢♦✇ ❝❤❛rt s❤♦✇s t❤❡
✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❛ ❝♦❧♦r

✐♠❛❣❡ t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✭♦r s✐♠♣❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❨ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❨❯❱ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✮✳

❆♥ ❡❞❣❡ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❡❞❣❡s ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s

❛t ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❊❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❧♦❝❛t❡

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ✐♠❛❣❡

♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡①ts s✉❝❤ ❛s ❙♦♥❦❛ ❡t ❛❧✳❬✹✼❪✳ ❊❞❣❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

✭❜r✐❣❤t♥❡ss✮ ❝❤❛♥❣❡s ❛❜r✉♣t❧② ✭t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❤✐❣❤✮✳ ❙♦♥❦❛ ❡t ❛❧✳ ❞❡✜♥❡ ❛♥

❡❞❣❡ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ♣✐①❡❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡❞❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ φe ✱ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ r✐❣❤t ❛♥❣❧❡ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ψe ✭r♦✲

t❛t❡❞ ❜② −90◦✮✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✱

|❣r❛❞ g(x, y)| =

√

(

δg

δx

)

2 +

(

δg

δy

)

2, ✭✹✳✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ●r❛❞✐❡♥t ▼❛❣♥✐t✉❞❡ ■♠❛❣❡ ❋r♦♠ t❤❡ ❙♦❜❡❧ ❊❞❣❡ ❉❡t❡❝t♦r✿ ❚❤❡
✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜r✐♥❣s ♦✉t str♦♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❙♦❜❡❧ ❦❡r♥❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❣r❛❞✐❡♥t✳

φe = tan−1

(

δg

δx
,
δg

δy

)

. ✭✹✳✷✮

❙✐♥❝❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞

♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♣❛ss❡❞ ♦✈❡r ❛♥ ✐♠✲

❛❣❡✳ ❊❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ❛ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ t❛s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ♠❛♥② ❤✐❣❤❡r

❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ s❤❡❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♠❛❦❡s ♣✐❝❦✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛ ❜✐t

♦❢ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ♣r♦♠✐s❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✉s❡❞ ❢♦r ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛✲

t♦r✱ t❤❡ Pr❡✇✐tt ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦❜❡❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛❧❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡

♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ♦♥❧② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❆ ✸×✸ ♠❛s❦ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉♠ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡

t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ Pr❡✇✐tt ❛♥❞ ❙♦❜❡❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❜❡♥❡✜t ♦❢ ✐t ✐s t❤❛t ❧✐♥❡s st❛♥❞ ♦✉t ❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❣r❛❞✐❡♥t

✻✷



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♠♦♥ ■♠❛❣❡ ❖♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❊❞❣❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
❖♣❡r❛t♦r ❑❡r♥❡❧

▲❛♣❧❛❝❡





0 1 0
1 −4 1
0 1 0



 ,





1 1 1
1 −8 1
1 1 1



 ,





2 −1 2
−1 −4 −1
2 −1 2





Pr❡✇✐tt





1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1



 ,





0 1 1
1 0 1
1 1 0



 ,





−1 0 1
−1 0 1
−1 0 1





❙♦❜❡❧





1 2 1
0 0 0
−1 −2 −1



 ,





0 1 2
−1 0 1
−2 −1 0



 ,





−1 0 1
−2 0 2
−1 0 1





❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡♥❞s ✐ts❡❧❢ t♦ ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡ tr❛❝✐♥❣ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ●r❛❞✐❡♥t ❉✐r❡❝t✐♦♥ ■♠❛❣❡✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❛❧❧✇❛② ✐♠❛❣❡❞
✐♥ ❛ ✈✐❞❡♦ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣r❡s❡r✈❡s ❧✐♥❡s ❜②
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ❛s r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✳ ▲✐♥❡s st❛♥❞ ♦✉t ❛s ❜❡✐♥❣
❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♣✐①❡❧ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s✐❧② tr❛❝❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❧✐♥❡s✳

❚♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡✱ t❤❡ ❙♦❜❡❧ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ r✉♥

✈❡r② q✉✐❝❦❧② ♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛❞❞ ❛♥❞ ❜✐ts❤✐❢t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱

❈❖❘❉■❈ r♦t❛t✐♦♥s s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜②

✉s✐♥❣ ❜✐ts❤✐❢t ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡rt ❢r♦♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ t♦ P♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r t❤❛t ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t② ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❈❛♥♥② ✐♥ ✶✾✽✸ ❬✻✻❪✳ ❚❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r st❛rts ❜②

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ st❛t✐❝
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t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ s❡❧❡❝t ❡❞❣❡ ♣✐①❡❧s ✭❡❞❣❡❧s✮✱ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❤②st❡r❡s✐s ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆♥② ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❜♦✈❡

t❤❡ ✉♣♣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❡❞❣❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ ♦t❤❡r ♣✐①❡❧s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❞✐s❝♦✈✲

❡r❡❞ ❡❞❣❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❡❞❣❡❧s ✐❢ t❤❡✐r ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡r

t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♥♦♥✲♠❛①✐♠❛❧ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ t✉r♥

♦✛ ❡❞❣❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞

❡❞❣❡s✳

❚❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦♠♠♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❧✐❜r❛r② ❝r❡❛t❡❞ ❜② ■♥t❡❧ ❈♦r♣♦✲

r❛t✐♦♥ ❡♥t✐t❧❡❞ ❖♣❡♥❈❱ ❬✷✾❪✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♠♦r♣❤♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ❣r❡❛t ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♠❛❦✐♥❣

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t②

♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✉s❡ ❖♣❡♥❈❱ t♦ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡✱ ❜✉t ❝✉st♦♠

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢t❡♥ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ s♣❡❡❞ ♦r

❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ▼❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❤②st❡r❡s✐s ❛♥❞

♥♦♥✲♠❛①✐♠❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛✐❞s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ tr✉❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡s❡

♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳

✹✳✷✳✷ ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❣r♦✉♣ ❡❞❣❡ ♣✐①❡❧s

✐♥t♦ ❧✐♥❡s✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ t❡st❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇✉r♥s

❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡✱ ❛ t❤✐r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❝❤ s♣❡❞ ✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❇✉r♥s ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ❜② tr❛❝✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥t

❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳

▼❡t❤♦❞ ✶✿ ❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❇✉r♥s ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ❬✹✾❪ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡

❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣s ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❣r❛❞✐❡♥t
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♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❧✐♥❡✲s✉♣♣♦rt r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

st❡♣s✿

✶✳ ●r♦✉♣ ♣✐①❡❧s ✐♥t♦ ❧✐♥❡ s✉♣♣♦rt r❡❣✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥

✷✳ ❋✐t ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t t❤✐s ✇✐t❤ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧

♣❧❛♥❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡s

✸✳ ❊①tr❛❝t ❛ttr✐❜✉t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡s s✉❝❤ ❛s ❧❡♥❣t❤✱ ❝♦♥tr❛st✱ ✇✐❞t❤✱ ❧♦❝❛t✐♦♥✱

str❛✐❣❤t♥❡ss✱ ❡t❝✳

✹✳ ❋✐❧t❡r ❧✐♥❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣✉r♣♦s❡s ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦r✐✲

❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛st✱ ❡t❝✮✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ st❡♣s ❢♦r ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✜rst st❡♣✱

t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s✱

✐✳❡✳ ❢r♦♠ 0◦ t♦ 45◦✱ ❢r♦♠ 22.5◦ t♦ 67.5◦✱ ❡t❝✳ ❘❡❣✐♦♥s s❤❛r✐♥❣ ♣✐①❡❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡

t❤❡♥ ❣r♦✉♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤

♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ✈✐❡✇s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡

❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞ ❧♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❛❧❧❡②s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✜ts ❛ ♣❧❛♥❡ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤✐s ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧

♣❧❛♥❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✳

❚❤❡ ❢✉❧❧ ❇✉r♥s ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r

✐❢ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t st❛❣❡ ♦❢ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✏❆◆❉✑ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ✐♠❛❣❡ ②✐❡❧❞❡❞ ❣♦♦❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s

r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞

t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❘❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳

▼❡t❤♦❞ ✷✿ ❍♦✉❣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❚❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ♠❡t❤♦❞

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡s✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ t❛❦❡s
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❛ ❜✐♥❛r② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❜② s♦rt✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♠❡tr✐❝✳ ❚✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧✐♥❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

t❤❡ s❧♦♣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❝❡♣t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t ❛ ✈❡rt✐❝❛❧

s❧♦♣❡ ✭✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♥ ✐♠❛❣❡s✮✳ ❙♦✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣♦❧❛r

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡✲✐♥t❡r❝❡♣t ❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛ ρ✱θ ❢♦r♠ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ✇❤❡r❡ t❤❡② s❤♦✇ ✉♣ ❛s ❛ s✐♥✉s♦✐❞✳ ❚❤✐s

t②♣❡ ♦❢ ♣❧♦t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❍♦✉❣❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✳ P❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿

ρ = x cos θ + y sin θ ✭✹✳✸✮

❆ ❝✉st♦♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❝❤ ✉s❡❞

♥♦♥✲♠❛①✐♠❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❞❡t❡❝t ♣❡❛❦s ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐♥❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ♥❡❛r

❡❛❝❤ ♣❡❛❦✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥

❛ ❤❛❧❧✇❛② ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ❤❛s ✈❡r② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❜❧❛❝❦ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳

❚❤❡ ❍♦✉❣❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❜✮ ✇❤❡r❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ ❝♦❧♦rs

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ✭❛✮✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❜❧✉❡ ❞♦t✳

▼❡t❤♦❞ ✸✿ ▲✐♥❡ ❚r❛❝✐♥❣ ❆ s❡❝♦♥❞✱ ❢❛st❡r✱ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉s❡ ♦♥

❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤♦✉t ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ st❛rts ♦✛ ✐♥

❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇✉r♥s ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❖♥❧② ♣✐①❡❧s ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❛r❡ s❡❛r❝❤❡❞✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥✇❛r❞✱ ❧✐♥❡s ❛r❡

tr❛❝❡❞✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥t✐❣✉♦✉s r❡❣✐♦♥s✳ ▲✐♥❡s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥

❣r❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳

✻✻



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❍♦✉❣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠ ■♠❛❣❡✿ ▲✐♥❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ♠❛♣ t♦ ♣❡❛❦s ✐♥ ❍♦✉❣❤
s♣❛❝❡✳ ✭❛✮ ❉✐s❝♦✈❡r❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ s♦rt❡❞ ❜② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❣r❡❡♥✱
✈❡rt✐❝❛❧ ❛r❡ ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡❛❦ ✐♥ ❍♦✉❣❤
s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ✭❜✮ ❚❤❡
❍♦✉❣❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡❛❦s ✐♥ ❍♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧♦r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▲✐♥❡ ❚r❛❝✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❘❡s✉❧ts✿ ❚❤❡ ▲✐♥❡ tr❛❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞ t❤❡
♣r♦♠✐♥❡♥t ❧✐♥❡s r❛t❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❣r❛❞✐❡♥t
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

✻✼



✹✳✷✳✸ ▲✐♥❡ ●r♦✉♣✐♥❣✴❋✐❧t❡r✐♥❣

❍❛✈✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ♠❛♥② ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐t t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡❝✐❞❡

✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡s s✉♣♣♦rt ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ s❝❡♥❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡

s❡✈❡r❛❧ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ s♦ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t✳

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✱ ❜✉t ♦t❤❡r ✈❛♥✲

✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣

♣♦✐♥t ♥❡❛r ✐♥✜♥✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✐t ✇✐❧❧

❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❲❡ ❛tt❡♠♣t t♦

♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢♦♦r✱ ✇❛❧❧s✱ ❛♥❞ ❝❡✐❧✐♥❣

✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢

♦✉r ❤❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

t♦✇❛r❞s t❤✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ s❡❝t✐♦♥✱ ❇❛r♥❛r❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❧✐♥❡s

t♦❣❡t❤❡r ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥

s♣❤❡r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ▲✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❡♥ ❢♦r♠ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s

✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t ❛t t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧✐♥❡ s♦rt✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦

❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ ♣❡❛❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✳ ■t ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ r❡❣✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡

❧❛st ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♥❡s ♣❛ss✳ ❚❤✉s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡

❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♥❡❛r t❤❡ ❧❛st ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡

❤✐st♦❣r❛♠✱ ❧✐♥❡s ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥t ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st

s✉♣♣♦rt ♦❢ ❧✐♥❡s ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢

❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❛r❡❛ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣❛ss❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡❞✳

✹✳✷✳✹ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥t ❉❡t❡❝t✐♦♥

■♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❡♥❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝❛♠❡r❛ ♣r♦❞✉❝❡s

✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❧✐♥❡s t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts

✻✽



❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❡s✲

t✐♠❛t❡❞ ❜② ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs ♦r st❛r✲tr❛❝❦✐♥❣✳ ❙t❛t❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✱

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②

♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❍❛❧❧✇❛② ■♠❛❣❡✿ P❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ▲✐♥❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡
❛♣♣❡❛r ❛s ♣♦✐♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❡❞ ❞♦t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳ ▲✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✏❝♦♥✈❡r❣❡✑ t♦ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳

❆ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t X1
0 ❛♥❞ ❛ ❞✐✲

r❡❝t✐♦♥ V✳ ▲❡t X1
0 =

[

X1
0 Y 1

0 Z1
0 1

]T

❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ ❧✐♥❡ L1 ❛♥❞ V =
[

V1 V2 V3 0
]T

❜❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ L1 ❝❛♥

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

X1 = X1

0 + µV ✭✹✳✹✮
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✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r µ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ X1
0 ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❚✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s

✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t②

✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s V, ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡

❢❛❝t t❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ♠❡❡t ❛t ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❛ t❤✐r❞

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ③❡r♦✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❧❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❛ ❤❛❧❧✇❛② ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞

♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧s ✇✐t❤

t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧✐❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥❡❛r t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦

✐♥t❡rs❡❝t✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ♦❢

✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❢✉❧

❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣

♣♦✐♥t ♥❡❛r t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ ②❛✇ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t② t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡

♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧

❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❍✐st♦❣r❛♠ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥t ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❆s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❣r♦✉♣✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❡st ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ■❢ n ❧✐♥❡s

❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st n(n−1) ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s ❧✐♥❡s✳ ❯s✐♥❣ ❛

❧✐♥❡ ♦❢ t❤♦✉❣❤t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ▼❛❣❡❡ ❛♥❞ ❆❣❣❛r✇❛❧ ❬✺✸❪✱ ❛❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts

✇✐❧❧ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❧✐♥❡ s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛♥② ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧

♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠✳ P❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r s♣❛❝❡✱ t❤❡♥✱ r❡♣r❡s❡♥t

❧✐❦❡❧② ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡ ❤✐st♦❣r❛♠✱ ♣❡❛❦s

✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r s♣❛❝❡ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❧✐❦❡❧② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡s ♥❡❛r t❤❡s❡

❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s s✉♣♣♦rt ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧

st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✼✵



▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥ts ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

❧✐♥❡s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ❡rr♦r✳

P✐①❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦

t❤✐s ❡rr♦r✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ t❤♦✉❣❤ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡s ♠❛② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡✱

t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦ ♥♦t✳ ▼❛♥② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s s✐♠♣❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡s t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪ ✐s

✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ s❧♦♣❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡

s❧✐❣❤t❧②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❧✐♥❡ s❧♦♣❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❝❤♦s❡♥

❛s t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝ ✐s t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐♥❡ ❝❡♥t❡r♣♦✐♥t ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥t ❊rr♦r ❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐♥❡
❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ t❤❛t ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
♣♦✐♥t✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s r❡♣✲

r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r d ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

di =
v − ci

‖v − ci‖
× (pi − ci) ✭✹✳✺✮

✼✶



✇❤❡r❡ v = (vx, vy)✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ci = (cx, cy) ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r♣♦✐♥t

♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ pi = (px, py) ✐s ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳

❚♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞

✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✮ ❛♥❞ ▲❡✈❡♥❜✉r❣✲▼❛rq✉❛❞t ✐t❡r✲

❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ▲❡✈❡♥❜✉r❣✲▼❛rq✉❛❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦r r❡❣r❡ss❡❞✳ ❚❤✐s r❡❧✐❡s ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t

❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡❡❦ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

✇❡ ♥❡❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❡r♠❡❞ ∂d
∂vx

❛♥❞ ∂d
∂vy

✱ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡

∂d

∂vx
=

(py − cy)h
1

2 − h−
1

2 (vx − cx)f

h
, ✭✹✳✻✮

∂d

∂vy
=

−(px − cx)h
1

2 − h−
1

2 (vy − cy)f

h
, ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ f = (vx − cx)(py − cy)− (vy − cy)(px − cx) ❛♥❞ h = (vx − cx)
2 + (vy − cy)

2. ❲❡

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥

ǫp =





∂d
∂vx

∂d
∂vy



 ✭✹✳✽✮

❛♥❞ s❡❡❦ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t

dTd✳ ❚❤❡ ▲❡✈❡♥❜✉r❣✲▼❛rq✉❛❞t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

gpp = ǫTp ǫp + ǫTppd ✭✹✳✾✮

❛♥❞ s❡❡❦s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥

✐♥❝r❡♠❡♥t ∆ t♦ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

∆ = (ǫTp ǫp + λI)−1ǫTp d ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ λ ❝❤❛♥❣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❡rr♦r

❣r♦✇s✱ λ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ❢❛❝t♦r✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡s❡♠❜❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t

✼✷



❞❡s❝❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ❡rr♦r ❞✐♠✐♥✐s❤❡s✱ λ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ●❛✉ss✲

◆❡✇t♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢❛st✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r

❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❣✐✈❡♥ s♦♠❡✇❤❛t ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐❝❦❧② ✇❤❡♥ ❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❣♦♦❞✳ ■❢ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞

✈❡r② ❢❡✇ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛② ❞✐✈❡r❣❡ ♦r ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❢❛❧s❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡♠♦✈❡ ♦✉t❧✐❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ✜♥❞ ♠❛♥② ❧✐♥❡s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✹✳✽ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ✐s ✈❡r② ❢❡✇ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❥✉st ✜✈❡ st❡♣s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥t ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t
✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜✉r❣✲▼❛rq✉❛❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
❍❡ss✐❛♥ q✉✐❝❦❧② ❞r✐✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

✹✳✸ P♦s❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❋r♦♠ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥ts

❖♥❝❡ t❤❡ ❜❡st ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ②❛✇ ❛♥❞ ♣✐t❝❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r♦❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳

✼✸



✹✳✸✳✶ ❆tt✐t✉❞❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❤❡r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r✿

ψ = tan−1

(

γx
f

)

, ✭✹✳✶✶✮

θ = tan−1

(

γy
f

)

cosψ, ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ γx ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢

t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ γy ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ❛♥❞ f ✐s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

❝❛♠❡r❛ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮✳

❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ②❛✇ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ②❛✇ r❛t❡ ❣②r♦ ✐♥ ❛

s✐♠♣❧❡ ♦♥❡✲st❛t❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❤❡❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞

❡rr♦r✳ ❚❤❡ ②❛✇ r❛t❡ ❣②r♦ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ②❛✇ ❛♥❣❧❡ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡❣r❛✲

t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❇✉t✱ ✇✐t❤ ✈✐s✉❛❧

❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✐s ✐s

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❡❝t✐♦♥ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ♦♥ ❛ ②❛✇✲♣❧❛t❡ ✇❤❡r❡

✐t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ♦♥❧② ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ②❛✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖♥❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡

P✐❝♦✲■❚❳ ♣r♦❝❡ss♦r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s t❤✉s ❛❜❧❡ t♦

❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❤❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ✐ts❡❧❢ str❛✐❣❤t ❞♦✇♥ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳

❚❤❡ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞

s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐s ✐♥ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

X̄ = [x̄, ȳ, z̄] ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢

φv = − tan−1
ȳ

x̄
✭✹✳✶✸✮

✼✹



✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t z̄ ✐s s♠❛❧❧ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r ✐♥✜♥✐t②✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡

❡st✐♠❛t❡ ♦❢ r♦❧❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r♦❧❧ ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞r✐❢t ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢

♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳

✹✳✸✳✷ P♦s✐t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥

■❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❧✐♥❡s ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞

r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❚♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠✉st ❜❡ r❡❝t✐✜❡❞ ❜②

❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ψ ❛♥❞ θ. ❯s✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s✱ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s

t❤✉s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❛t ♠♦✈❡s t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ②❛✇ ❛♥❞ ♣✐t❝❤ ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s

♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ❧✐♥❡s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✳

❚❤❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❤✐❝❤ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ②❛✇✐♥❣ ❛♥❞ ♣✐t❝❤✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ ❛s

H = KRK−1 ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞

R =











cosψ 0 sinψ

sin θ sinψ cos θ − sin θ cosψ

− cos θ sinψ sin θ cos θ cosψ











. ✭✹✳✶✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❤♦♠♦❣r❛♣❤② t♦ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ♣❧❛❝❡s ✐t ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❝❡♥t❡r

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡♥✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❢♦✉r ❧✐♥❡s ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ✇❡

❦♥♦✇ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ❛r❝s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❧✐♥❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❤❛❧❧✇❛② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❛t✐♦s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

y = my

(

tan−1 (ratioLR)
)

+ by, ✭✹✳✶✻✮
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❛♥❞

z = −mz

(

tan−1 (ratioUD)
)

+ bz ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡

ratioLR =
θUL + θLL
θUR + θLR

, ✭✹✳✶✽✮

❛♥❞

ratioUD =
π − θUL − θUR
π − θLL − θLR

. ✭✹✳✶✾✮

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭my, by✱ mz✱ ❛♥❞ bz✮ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❤❛❧❧✇❛② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ▲✐♥❡ ❆♥❣❧❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡ ❛♥❣❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
♣♦s✐t✐♦♥✳

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts

❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❤❛❧❧✇❛② ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛t✲

t❡♠♣t❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❛tt❡♠♣t❡❞ ✇❡r❡ ✭✶✮

✉s✐♥❣ ❛ ❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ t♦ ❝❧✉st❡r ❧✐♥❡

s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ✭✷✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❍♦✉❣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ❡①❤❛✉s✲

t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇❡❞ ♣r♦♠✐s❡ ❛♥❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥

t❤❡ ♦♥❜♦❛r❞ ❣✉♠st✐① ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥s✐st❡♥t
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❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❇♦t❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ❤♦❧❞ ♦♥ ❛ ②❛✇ ♣❧❛t❡✳ ❱✐s✉❛❧

r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✹✳✹✳✶ ❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥

❋✐rst✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❲✐♥❞♦✇s ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤✐s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❍❡❧✐❱✐s✐♦♥❆♣♣ ✐s ❛ ❣r❡❛t t❡st❜❡❞ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞

❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ●❯■ ❢r♦♥t❡♥❞ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❖♣❡♥❈❱✬s ❍✐❣❤●❯■❬✷✾❪ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②

✐♠❛❣❡s✳ ❆ s❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❍❡❧✐❱✐s✐♦♥❆♣♣ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❡♥❞✉r❡❞ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥❜♦❛r❞ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ■t ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❇✉r♥s ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝✉st♦♠✐③❡❞ t♦ t❤❡

❤❛❧❧✇❛② ❛t ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣❡r❢♦r♠s ❛ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❧✐♥❡s ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡

❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❧✐♥❡s
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❛r❡ t❤❡♥ ♣❛ss❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜✉r❣✲▼❛rq✉❛❞t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✜♥❞s t❤❡

✏❜❡st✑ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s✳

■♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❛❜❧② ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t

❧✐♥❡s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢r❛♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t❧②

❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ♦✉t❧✐❡rs ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❡❧❧✳ ❚✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s

✇✐t❤ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✳ ❋✐rst✱ ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ ❢r❛♠❡s✱ ❜❧✉r ❞✉❡

t♦ r❛♣✐❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦t✐♦♥ ♣r❡✈❡♥t❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥② ❧✐♥❡s✳

■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ♥♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ❡st✐♠❛t❡ ✇❛s r❡t❛✐♥❡❞

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❢r❛♠❡ ✶✷✺ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❢r❛♠❡s s✐♥❝❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧

❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❙♦✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❢❛✐❧❡❞✱ ❡st✐♠❛t❡s ❞✐❞ ♥♦t ❞r✐❢t ❛♥❞ t❤✉s ✇❡r❡ st✐❧❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❝♦rr❡❝t✐♥❣

❜✐❛s❡s ❞✉❡ t♦ r❛t❡ ❣②r♦ ❞r✐❢t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ♦✉t❧✐❡rs✳ ■❢ ❢❡✇ ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ ♦✉t❧②✐♥❣ ❧✐♥❡s ❣r❡❛t❧② ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣

♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❢r❛♠❡s ✶✶✺ ❛♥❞ ✶✷✼ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ ▲❡✈❡♥❜✉r❣✲

▼❛rq✉❛❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❢❛❧s❡ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ✐❢ ✉s❡❞

❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ♦✉t❧✐❡r r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇❤✐❝❤

t❤r❡✇ ♦✉t ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ✈❛r✐❡❞ t♦♦ ❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ ❑❛❧♠❛♥✲✜❧t❡r❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡

✐♥❡rt✐❛❧ s❡♥s♦rs✳

❚❤✐s s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ●✉♠st✐① ♠✐❝r♦✲❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ✉s❡❞

t♦ tr❛❝❦ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❤❡❛❞✐♥❣ ♦♥ ❛ q✉❛❞r♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❘❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▼❛♥② ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥

t❤❡ ●✉♠st✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✉♥✐t ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛

❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s❧♦✇❡r ♣r♦❝❡ss♦r s♣❡❡❞ t❤❛♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❞❡s❦t♦♣ P❈✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡✲

♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ ✼✲✶✵ ❍③ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛t

❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❤❡❛❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦♥❜♦❛r❞ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t♦r ❙✉❝❝❡ss❡s✿ ❚❤❡ ❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t♦r ✇❛s ❛❜❧❡
t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣r✐♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t
❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❡rr♦♥❡♦✉s❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋r❛♠❡ ✶✶✻✳

✹✳✹✳✷ ❍♦✉❣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠ ▼❡t❤♦❞

❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r

❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ❍♦✉❣❤✲s♣❛❝❡ ❛❝❝✉♠✉✲

❧❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ❛ ❢❛st❡r ♣r♦❝❡ss♦r ❧✐❦❡ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳✱ t❤✐s ✇❛s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ s♦ ❛♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧❧ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡

❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r s♣❛❝❡ ❛❜♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❈❧✉st❡rs ♦❢ ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞

❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t

t❤❛♥ ❞♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❆ ❤✐st♦❣r❛♠ ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❡✈❡♥❧②

♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✳ P❡❛❦s ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣❡❛❦ ♥❡❛r t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

✼✾



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t♦r ❋❛✐❧✉r❡s✿ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡
❇✉r♥s ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t♦r ✇❛s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ▲❡✈❡❜✉r❣✲▼❛rq✉❛❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡❞
✐♥❝♦rr❡❝t❧②✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈❡❞ s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❇✉r♥s ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧

r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✈✐s✉❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❜♦❛r❞ ❝❛♠❡r❛ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❝❛♠✲

❡r❛ s❡tt✐♥❣s t♦ ❜❡ t✉♥❡❞ ♣r✐♦r t♦ ✢✐❣❤t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠

s❡tt✐♥❣s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ✜♥❞ ❧✐♥❡s t❤❛t r❡❧✐❛❜❧② ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❙❡❝✲

♦♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐❞ ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛♥② ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②

✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❇✉r♥s ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣r❡s✉♣♣♦s❡❞ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢

❡❛❝❤ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❢♦✉♥❞ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♣❡❞

t❤❡♠ ♣r♦♣❡r❧②✳ ❋r❛♠❡ r❛t❡s ✇❡r❡ s♦♠❡✇❤❛t s❧♦✇ ✐♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❡①❤❛✉s✲

t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♦✉t❧✐❡r r❡❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s

♥❡❡❞❡❞✱ ❜✉t r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❛s t❡st❡❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ♦♥
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❛ ②❛✇✲♣❧❛t❡ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤♦❧❞ ❤❡❛❞✐♥❣ ❢♦r ♦✈❡r t❤r❡❡ ♠✐♥✉t❡s ✇✐t❤♦✉t

❛♥② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞r✐❢t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ❆❧❧ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥ts✿ ❍♦✉❣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❋✐♥❞✐♥❣
❛❧❧ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts

✹✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ❊❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱

❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❧ ♣❧❛② ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡s ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣

♣♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✳ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐s❝♦✈✲

❡r❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✇❛s

❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✉♣♦♥✳ ❋❧✐❣❤t r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t

❝❤❛♣t❡r✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❘❡s✉❧ts

❚♦ ❝✉❧♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠

❝♦♥tr♦❧✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❡❛r❧✐❡r ❝❤❛♣t❡rs ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳

❉✐✣❝✉❧t✐❡s s✉❝❤ ❛s ✈❛r②✐♥❣ tr✐♠ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡

♠❛❞❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ▼✉r♣❤②✬s ▲❛✇ ❛❜❛t❡❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞❛t❛

❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✉s❡❢✉❧ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❛♥❞s✲

♦✛ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❤❛❧❧✇❛② ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ✈✐s✉❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❤❡❛❞✐♥❣

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✢✐❣❤t✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣

t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ s♦♠❡

♥♦t❡s ♦♥ ✇❤❛t ♠❛❞❡ t❤✐♥❣s ❞✐✣❝✉❧t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❊♠♣❤❛s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞

♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝

✢♦✇ s❡♥s♦r ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛r❡❛s✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞✱ ❤❡❛❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❤❛❧❧✇❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✺✳✶ ❘❡❧✐❛❜❧❡ P♦s✐t✐♦♥ ❍♦❧❞

❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❧✐❛❜❧② ♠❛✐♥t❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✐① ❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ✈❡❤✐❝❧❡

❞❡♣❡♥❞s ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ t✇♦ t❤✐♥❣s✿ ❢❛st✱ r❡❧✐❛❜❧❡✱ ♥♦♥✲❞r✐❢t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞

t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣

str✉❝t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❤♦❧❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥
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✇✐t❤✐♥ ❛ ♦♥❡ ♠❡t❡r r❛❞✐✉s ❝✐r❝❧❡ ❢♦r ❛ s❡✈❡♥ ♠✐♥✉t❡ ✢✐❣❤t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r

❛s t❤❡ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s♦r✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ P♦s✐t✐♦♥ ❍♦❧❞ ❘❡s✉❧ts✿ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❤❛♥❞s✲♦✛ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
✐♥ t❤✐s ❞❛t❛ ♣❧♦t ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r t♦ ❤♦✈❡r ✇❡❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ♣♦s✐t✐♦♥✴✈❡❧♦❝✐t②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚r✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❜✉t ❛ ✈✐❞❡♦ r❡❝♦r❞✐♥❣
s❤♦✇s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❞r✐❢t✱ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❡t❡r ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✼ ♠✐♥✉t❡s✳

❚❤r❡❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❡❛❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❛st❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✾✵ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢
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❞r✐❢t ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✢✐❣❤t ❧❛st❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t✇♦ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t✐♠❡

t❤❡ ❜❛tt❡r✐❡s ✇❡r❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞✳ ❆❢t❡r ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡t✉♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦

❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♥❡✇ ❜❛tt❡r✐❡s✱ ❛ s❡✈❡♥ ♠✐♥✉t❡ ✢✐❣❤t ✇✐t❤♦✉t ♠❛♥✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥

❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤✐r❞ ✢✐❣❤t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❉✉❡

t♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡♠♦r② ♦♥❜♦❛r❞ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t✱ t❡❧❡♠❡tr② ❞❛t❛ ✐s ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛

♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t✱ ❜✉t t❤✐s ❞❛t❛ s❤♦✇s ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ tr❛❝❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r r❡❛❞✐♥❣s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✹ ♠❡t❡rs✱ s❤♦✇✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r tr❛❝❦s ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧②✳ ❚r✉t❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❜✉t

❛ ✈✐❞❡♦ ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t s❤♦✇s t❤❛t ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❞r✐❢t ♦❝❝✉rr❡❞✳

❚❤❡ ❢✉❧❧ s❡♥s♦r s✉✐t❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤✐s ❛❜✐❧✐t② ✇❛s r❡♠❛r❦❛❜❧② s♠❛❧❧✳

❖♥❧② ❛ s❡t ♦❢ r❛t❡ ❣②r♦s✱ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ❛ s♦♥❛r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✇❡r❡

✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦s❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤✐s s❡♥s♦r s✉✐t❡ ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❡♥s♦r s✉✐t❡s ♦♥ ❧❛r❣❡r ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❝❛♣❛❜✐❧✐t❡s✳ ❉❡s♣✐t❡

✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❞r✐❢t ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦s✱ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ✇❡❧❧✲❝❡♥t❡r❡❞

❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ❞r✐❢t❡❞ r❡♠❛r❦❛❜❧② ❧✐tt❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡✈❡♥ ♠✐♥✉t❡ ✢✐❣❤t✳

❚❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❣②r♦✱ ❛❧s♦ ❞r✐❢t❡❞ ✈❡r②

❧✐tt❧❡✱ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵◦ ♦✈❡r s❡✈❡♥ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ t✐♠❡✳

❘❡s✉❧ts s✉❝❤ ❛s t❤❡s❡ r❡❧② ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇

s❡♥s♦r ♠✉st ❤❛✈❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② r❡❛❞✐♥❣ ❞✉r✲

✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✲❤♦❧❞ ✢✐❣❤t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞r✐❢t ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❛s t❤❡

❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡rr♦rs ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s✳ ▲✐❣❤t✐♥❣

✇❛s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❜r✐❣❤t ✢♦♦❞ ❧✐❣❤ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❖❋❙ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s✉r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡

❛❞❡q✉❛t❡❧② t❡①t✉r❡✲r✐❝❤ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r② ❜r✐❣❤t♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❖❋❙ t♦ r❡❛❞ ♣✐①❡❧

✢♦✇ ❛❝r♦ss ✐ts ✐♠❛❣✐♥❣ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡ t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ r♦♦♠

✇✐t❤ ❛ ✜♥❡❧②✲t❡①t✉r❡❞ ❝❛r♣❡t✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ❧❡♥s ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣✐❝❦ ✉♣ t❡①t✉r❡

❝❤❛♥❣❡ ✇❡❧❧ ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✲

✐t② r❡❛❞✐♥❣s ♦✈❡r t✐❧❡ ✢♦♦rs ❛♥❞ ✢♦♦rs ✇✐t❤ r❡✢❡❝t✐✈❡ ❝♦❛t✐♥❣s ✇❡r❡ ♣♦♦r ❛♥❞ ♠❛❞❡

♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡s ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ❡✛❡❝t✐✈❡
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♦♥❧② ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛r❡ r✐❣❤t✱ ♥♦ ♦✛❜♦❛r❞ ❝❛♠❡r❛s ♦r ●P❙ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✢✐❣❤t✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❜♦❛r❞ ❧✐❣❤t✐♥❣✳ ❋✐rst✱ r❡❞ ▲❊❉ ❧✐❣❤ts

✇❡r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rs✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡

s♣❡❝tr✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ▲❊❉ ❧✐❣❤t✐♥❣ ✇❛s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❛❜❧❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇

r❡❛❞✐♥❣s✳ ❆ ❜r✐❣❤t ①❡♥♦♥ ❜✉❧❜ ♣r♦✈✐❞❡❞ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② r❡❛❞✐♥❣s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✢♦♦❞ ❧✐❣❤ts ❛♥❞ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ s✉♣❡r✐♦r ❧✐❣❤t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✈❡r ✢✐❣❤t

r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✇❡r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s s♣♦t❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s

❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❡♥s♦r✬s ✉t✐❧✐t② ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s r♦♦♠s

❧✐t ❜② ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t✳

✺✳✷ ❍❡❛❞✐♥❣ ❍♦❧❞ ✉s✐♥❣ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r

✇❛s ✜rst t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ②❛✇ ♣❧❛t❡ ✲ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡

t♦ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ z✲❛①✐s✳ ❚❤✐s ✏❧❛③② ❙✉s❛♥✑ ❞❡✈✐❝❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣

❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥

t❤❡ ②❛✇ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ t♦ ❛ ❤❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ③❡r♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❢❛❝✐♥❣

❞✐r❡❝t❧② ❞♦✇♥ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇✉r♥s ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣✉♠st✐① ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❤❡❛❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s

❛t r❛t❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹ ❍③✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛ ●P❙ s❡♥s♦r✳ ❆ s✐♥❣❧❡✲st❛t❡ ❑❛❧♠❛♥

✜❧t❡r ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ✇❤✐❝❤ ✇❛s t✉♥❡❞ t♦ tr✉st t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥

❡st✐♠❛t❡ ✈❡r② ❤✐❣❤❧② ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ②❛✇ r❛t❡ ❣②r♦ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s✐♦♥ ✉♣❞❛t❡s✳ ❚❤❡

q✉❛❞r♦t♦r ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❤❡❛❞✐♥❣ ❢♦r ♦✈❡r ✸✵ s❡❝♦♥❞s ❞❡s♣✐t❡ ❜✐❛s❡s ♦♥ t❤❡ r❛t❡

❣②r♦✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❛s ♠❛♥✉❛❧❧② ♣✉❧❧❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐ts ❢♦r✇❛r❞ ❢❛❝✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ q✉✐❝❦❧② r❡t✉r♥❡❞ ✐t t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲❢❛❝✐♥❣ ❤❡❛❞✐♥❣✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r

❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ P✐❝♦✲■❚❳✳ ❋✐❣✉r❡

✺✳✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠♣❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ②❛✇ r❛t❡ ❣②r♦ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡

s✉♣❡r✐♦r ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♠❡ ❢r♦♠ ❢✉s✐♥❣ ❣②r♦ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
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❆♥ ❊❑❋ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇❛s

t✉r♥❡❞✱ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✷✵◦ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❤❡❛❞✐♥❣ ✭♥♦t❡❞

❛s ✏❉✐st✉r❜❛♥❝❡s✑ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❝♦♥s✐st❡♥t❧② r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

❛♥❣❧❡ ❢❛❝✐♥❣ ✐ts❡❧❢ str❛✐❣❤t ❞♦✇♥ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❣②r♦s

❞r✐❢t❡❞ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✽✵◦ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦✉r ♠✐♥✉t❡ t❡st✳ ❚❤❡ ✈✐s✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤✐s ❞r✐❢t✳
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Gyro Only

EKF With Vision

Disturbances

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❨❛✇ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐♥t ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ ❖✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
❢♦✉r ♠✐♥✉t❡s✱ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣
❡st✐♠❛t❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ②❛✇ r❛t❡ ❣②r♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❜② ❢✉s✐♥❣ t❤❡ ❣②r♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳
❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ②❛✇ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦
♠❛✐♥t❛✐♥ ❤❡❛❞✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❛s ❞✐st✉r❜❡❞
s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ❜✉t ✇❛s ❛❧✇❛②s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t ✐ts❡❧❢✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ②❛✇ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉s❡❞

❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ②❛✇ ✐♥ t❤❡ ❊❑❋✳ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t

❞r✐❢t✱ ❜✉t ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ♦✉t❧②✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❝❝✉r✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♦✉t❧✐❡r r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤r❡✇ ♦✉t ✈✐s✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✜✈❡ ❞❡❣r❡❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❊❑❋

❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❣♦♦❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣②r♦s t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ✈✐s✐♦♥ ✉♣❞❛t❡✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ❜♦t❤ ✇♦r❧❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ◆♦✐s❡✿ ❚❤❡ ②❛✇ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦✉t❧✐❡rs t❤❛t ♠✉st ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳

✺✳✸ ❍❛❧❧✇❛② ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❯s✐♥❣ ❚❤❡ ❖♣t✐❝ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦r

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ✢② ❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦rr✐❞♦r ✉s✐♥❣

❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ s❡♥s♦rs✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡♥s♦r s✉✐t❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦♥❜♦❛r❞ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❜❡st s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts

✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✬s ♣❛t❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡

q✉❛❞r♦t♦r st❛rt❡❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲♠❡t❡r✲✇✐❞❡ ❤❛❧❧✇❛②✳ ❚❤❡ r❡❞

❧✐♥❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧s✳ ❯s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇❛s

st❡❡r❡❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ❧❛t❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s

t❡st✱ ✢♦♦❞ ❧✐❣❤ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡❞

t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✢✐❣❤ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s t❡❧❡♠❡tr② ❞❛t❛ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ✢✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❍❆●

✭✐♥ ♣❧♦t ✭❛✮✮ ✇❛s r❛t❤❡r ❧♦✇ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② r❡❛❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇

s❡♥s♦r ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✮✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ st❡❛❞② tr❛❥❡❝t♦r② ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣

❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s✐① ♠❡t❡rs ❞♦✇♥ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥

❡rr♦r ✇❛s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ t❤✐r❞ ♦❢ ❛ ♠❡t❡r t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✢✐❣❤t✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❤❛❧❧✇❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✢✐❣❤ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛❜✐❧✐t② t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r

✐♥ ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ ❛r❡❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❍❛❧❧✇❛② ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❡❧❡♠❡tr② P❧♦t✿ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s
r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❆♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ✈✐❞❡♦ ❞✐s♣❧❛②s
t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ✉s✐♥❣ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡
❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ s♣✉r✐♦✉s s♦♥❛r r❡❛❞✐♥❣✳

✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❘❡s✉❧ts

◗✉❛❞r♦t♦rs ❤❛✈❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡❡♥ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ✢② r❡❧✐❛❜❧② ✭s❡❡

❬✶✾❪ ❛♥❞ ❬✶✼❪✮✳ ❍✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞

❛❜♦✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❍❛❧❧✇❛② ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❡❧❡♠❡tr② ❉❛t❛✿ ❋❧②✐♥❣ ❛t ❛ ❧♦✇ ❤❡✐❣❤t✱ s❤♦✇♥
✐♥ ✭❛✮✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✬s s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② r❡❛❞✐♥❣ ✇❛s ❢❛✐r❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❛❢t❡r t❛❦❡✲
♦✛✳ P❧♦ts ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❡rr♦r ♦✈❡r t❤❡
❝♦rr✐❞♦r ✢✐❣❤t✳

❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❋✉❧❧ ♣♦s❡

❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r s✉✐t❡ ♦❢ r❛t❡ ❣②r♦s✱ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ s♦♥❛r✱ ♦♣t✐❝

✢♦✇ s❡♥s♦rs✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡♥s♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳

❲❤✐❧❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ❛♥❞ ✐♥❞♦♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✲

s✐❜❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs ♠❛❦❡ q✉❛❞r♦t♦r t❡st✐♥❣ ❛ t❡❞✐♦✉s ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐rst✱ q✉❛❞r♦t♦r ❞②✲

♥❛♠✐❝s ❝❤❛♥❣❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♠✐♥♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ r♦✉❣❤ ❧❛♥❞✐♥❣s ♦❢t❡♥ ❝❛✉s❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r s❤❛❢ts t♦ r♦t❛t❡ s❧✐❣❤t❧②✱

❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ tr✐♠ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥t t❤❛t tr✐♠ s❡tt✐♥❣s ❢♦r

❡❛❝❤ ♠♦t♦r ❤❛❞ t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♥♦t❤✐♥❣ ♦❜✈✐♦✉s ❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛❞r♦t♦r✳ ■t ✇❛s ♥♦t ✉♥❝♦♠♠♦♥ ❢♦r tr✐♠ ❜✐❛s❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ +5◦

t♦ −5◦ ♣✐t❝❤ tr✐♠ ❛♥❣❧❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❜❛tt❡r② s❡t✬s ❧✐❢❡s♣❛♥✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❤❛❞ t♦ ❜❡

❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s❧② t✉♥✐♥❣
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♦✉t s✉❝❤ ❜✐❛s❡s✳ ❖❢t❡♥✱ ❜② t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❜✐❛s❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞

❝❤❛♥❣❡ ♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❛tt❡r✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❤❛✉st❡❞✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r r❡s♣♦♥❞❡❞ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧② t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❜❛tt❡r✐❡s✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛tt❡r✐❡s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡r❡ ♣❛✐rs ♦❢ t❤r❡❡✲❝❡❧❧ ▲✐t❤✐✉♠✲P♦❧②♠❡r

❜❛tt❡r✐❡s ✇✐t❤ ♣♦✇❡r r❛t✐♥❣s ♦❢ ✷✶✵✵ ♠❆❤ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡s ♦❢ ✶✶✳✶ ❱✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

s♦♠❡ ❜r❛♥❞s ❤❛❞ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞

❡✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ ❜❛tt❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❞✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②

✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❜❛tt❡r✐❡s ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❛ ❜❛tt❡r② ❞r❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

✶✷ ❱ t♦ ✾✳✺ ❱✱ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r r❡q✉✐r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s t♦ s❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ P❲▼ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

❝♦✉❧❞ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ❛❞❥✉st ✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡✳ ■t ✐s ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t

t❤✐s ✐s ❛ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ❛❧❧♦✇❡❞ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡s❡ ✜rst t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❇✉t✱ t❤❡② s❧♦✇❡❞ t❡st✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ♠❛❞❡ ✐t ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦

❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ✈✐s✐♦♥ ♦♥❜♦❛r❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛✉s❡❞

❜② ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞✐❢✲

✜❝✉❧t✐❡s ✐♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❜♦❛r❞ ✈✐s✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs

r❡♠❛✐♥ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡✳

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✇❛s t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ ❝❛♠❡r❛✳

❙❡tt✐♥❣s s✉❝❤ ❛s ✇❤✐t❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱ s❤✉tt❡r s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ s❡tt✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡

♣r♦❣r❛♠♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♦r s❡t t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ▲✐♥✉① ❆P■✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥t t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦✉❧❞ t✉♥❡ t❤❡ ✈✐❞❡♦ s❡tt✐♥❣s

t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇❛s ♦❢t❡♥ ❛ t❡❞✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡tt✐♥❣s ♦❢t❡♥ ❞✐❞ ❛ ♣♦♦r ❥♦❜ ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❞❛r❦

❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞ t✉♥❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❜✉t ❛ s❡t ♦❢

❞✐❛❧s ❤❛❞ t♦ ❜❡ t✉♥❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ❞✐❞ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠

✇♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✢✐❣❤t s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢t❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧②✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ✇♦r❦❡❞ ✇❡❧❧ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ s❧♦✇

♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❤❛♥❞✲❤❡❧❞ ❝❛♠❡r❛✳

✾✶



■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❡♠s❡❧✈❡s r❡q✉✐r❡

s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t✉♥✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r♦♣❡r❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦✉r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s t♦ ❜❡ t✉♥❡❞ ✐♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s❡tt✐♥❣s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r

r❡q✉✐r❡❞ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡❧s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❡❞❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✶✺✵ ❛♥❞ ✺✵✱ ❜✉t

❜♦t❤ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❡❞❣❡s s❤♦✇❡❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡

✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ♣❡❛❦ s❡❧❡❝t✐♦♥

t❤r❡s❤♦❧❞✳ P❡❛❦s ✐♥ ❍♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡r✈❡❞

tr✉❡ ❧✐♥❡s✳ ■❢ t❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❧❧♦✇❡❞ s❤♦rt ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱

t❤❡② r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥♦✐s② ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❍♦✉❣❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r✳ ❙♦✱ ❛ t❡❞✐♦✉s ♣r♦❝❡ss

r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜rst t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s❡tt✐♥❣s ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡♥✱

t❤❡ ❈❛♥♥② ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s t✉♥❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❦❡② ❧✐♥❡s ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❡❝t✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥②

s❤♦rt ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✇❛s t✉♥❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❧✐♥❡s t❤❛t ❧❡❞ t♦

t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡s✐r❡❞✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t✉♥❡ t❤❡ ✈✐s✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡♥✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♠❡

str✐❝t❧② ❢r♦♠ ♦♥❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ❡♥t✐r❡❧② r❡❥❡❝t❡❞✳

❚❤❡♥✱ ♦♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ s♦♠❡✇❤❛t r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❊❑❋

❣❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ tr✉st t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ♠♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ r❡❥❡❝t ♦✉t❧②✐♥❣ ✈✐s✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s✱ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ♦✉t❧✐❡r r❡❥❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇❡r❡

✉s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✈✐s✐♦♥ ✇❛s ♦♥❧② tr✉st❡❞ ✐❢ ✐t ✇❛s ✇✐t❤✐♥

✜✈❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ❊❑❋ ❡st✐♠❛t❡✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ t✉♥✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ q✉❛❞r♦t♦r

✢✐❣❤t✳ ❚r✐♠ ❛♥❣❧❡s✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❛✐♥s✱ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ❝❛♠❡r❛ s❡tt✐♥❣s✱ ❛♥❞ ✈✐✲

s✐♦♥ s❡tt✐♥❣s ❛❧❧ ❤❛❞ t♦ ❜❡ t✉♥❡❞ ❛♥❞ r❡t✉♥❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t r❡s✉❧ts s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

❤❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡❞✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ t✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts

✾✷



✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t✱ ❤❡❛❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r

✈✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛❧❧✇❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② tr❛❝❦✐♥❣✳

✾✸



✾✹



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

P♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❤♦✈❡r✐♥❣ ✢✐❣❤t ✐s ❛ ♠✉❝❤ s♦✉❣❤t✲❛❢t❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r

❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡✳

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ♣❧❛t❢♦r♠ ❧❡❛❞s t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ q✉❛❞r♦t♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✱

❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ♣❧❛t❢♦r♠✳

❋✐rst✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦✲

t♦r ❤❛s ❢❛st✱ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t r❡❣✐♠❡✳ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ s✉✣❝✐❡♥t❧② tr❛❝❦ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♠❛♥❞s✳

❖✉t❡r ❧♦♦♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② tr❛❝❦✐♥❣ ✇❡r❡ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ●P❙✲❞❡♥✐❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛♠❡r❛s✳ P♦s✐t✐✈❡ ✢✐❣❤t r❡s✉❧ts

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤♦❧❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤♦✉t ✉s❡r

✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛tt✐t✉❞❡

❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣

✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s

❛t ❢❛st r❛t❡s ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡♥s♦r ✐♥ ❛ ●P❙✲❞❡♥✐❡❞ ❡♥✈✐r♦♠❡♥t✳

❘❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ❛♥❞ ❤❛❧❧✇❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇

s❡♥s♦r ❛r❡ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡✐r ❦✐♥❞✳

✾✺



❆tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡

❛♥❣✉❧❛r r❛t❡s ❢r♦♠ ▼❊▼❙ ❣②r♦s✱ ❜✉t ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧❡❛❞s t♦ ❞r✐❢t ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡rs

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❚②♣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs

❤❛✈❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦♥ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦rr❡❝t ❛tt✐t✉❞❡ r❡❛❞✐♥❣s ❢♦r ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✢✐❣❤ts✳ ❚✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢

✉s✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❤❛❧❧✇❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉s❡s ❛ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ❞❡t❡❝t ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢♦r♠s ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡❝t ❧✐❦❡❧② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❛♥✲

❞✐❞❛t❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②

❛❝t ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ❝♦rr❡❝t ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡

♦♥ ❛ t❡st st❛♥❞✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✢✐❣❤t ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❜♦❛r❞ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠s ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ✈✐❞❡♦ ❞❛t❛ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❛♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✈✐❞❡♦

t②♣✐❝❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s✳

❚♦ r❡✐t❡r❛t❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❚❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ♦♥ ❛ q✉❛❞r♦t♦r

❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✇✐t❤ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞✳ ❚❤✐s

✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡✈❡♥✲♠✐♥✉t❡ ✢✐❣❤t ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❧♦♥❣ ✢✐❣❤ts ✇✐t❤

♥♦ ♣✐❧♦t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳

• ❚❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts

♦♥❜♦❛r❞ ❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❤❡❛❞✐♥❣ ✐♥

r❡❛❧✲t✐♠❡✳

• ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✇✐t❤ ✢✐❣❤t r❡s✉❧ts✳

• ❆ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦❞❡ ❜❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣♦s❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣

q✉❛❞r♦t♦rs ✐♥ ❤♦✈❡r✳

✾✻



• ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛❧❧✇❛② ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛

♠♦♥♦❝✉❧❛r ❝❛♠❡r❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞✳

• ❋❧✐❣❤t ❞♦✇♥ ❛ ❤❛❧❧✇❛② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞s ❢r♦♠ ❛

❤✉♠❛♥ ♣✐❧♦t✳

• ❖♥❜♦❛r❞ ✈✐s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s ❛ ✉s❛❜❧❡ s❡♥s♦r ✇✐t❤ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✈✐s✉❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡♠♦t❡ ✇♦r❦st❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t❧② ❛✐❞s ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❡st✐♥❣✳

✻✳✷ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ s✉❣❣❡st ❢✉t✉r❡ ♣r♦❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡

❤♦✈❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣r♦❥❡❝ts ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡✿

✶✳ ❆✉t♦✲tr✐♠ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✿ ❋✐♥❞✐♥❣ tr✐♠ ✈❛❧✉❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❣r❡❛t❧② s♣❡❡❞ ✉♣ ✢✐❣❤t t❡st✐♥❣✳ ❙✉❣❣❡st❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♠✐❣❤t

✐♥❝❧✉❞❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐♠ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✢✐❣❤t ❞❛t❛ ♦r ❣r❛✲

❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳

✷✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✿ ❆❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ❝♦rr❡✲

❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ♠♦t♦r ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛❞❛♣t✐✈❡

❝♦♥tr♦❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❧t✐t✉❞❡ ❤♦❧❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧

♠❡t❤♦❞s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐st✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♠❡t✐❝✉❧♦✉s t✉♥✐♥❣ ❢♦r ✢✐❣❤t t❡st✐♥❣✳

✸✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r✿ ❚❤❡ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ s❡♥s♦r ♦♥❧② ♦♣❡r❛t❡s r❡❧✐❛❜❧②

❣✐✈❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛❞❡q✉❛t❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❛♥❞ t❡①t✉r❡ q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡s❡ ♥❡❡❞s st❡♠ ♣r✐♠❛r✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❝❤✐♣ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❡r

♦♣t✐❝❛❧ ♠♦✉s❡ ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡✳ ■❢ t❤✐s ❝❤✐♣ ✇❡r❡

❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡s♣♦♥❞ ❜❡tt❡r t♦ ♦t❤❡r ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t✬s ✉t✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❣r❡❛t❧②

✐♠♣r♦✈❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t r❡s❡❛r❝❤ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐♣

❞❡s✐❣♥ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ❝❤✐♣ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞✲✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢

❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ♦♥ ❤♦✈❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳
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❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐♥❣ ♦✉t❞♦♦rs✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❛❞✲

✐♥❣s ❢r♦♠ ♦♣t✐❝ ✢♦✇ ✇❤✐❧❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ●P❙ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ❞r✐❢t✳

✺✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❤❡r❡✐♥ r❡q✉✐r❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ✜♥❡✲

t✉♥✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ t✉♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✲

✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✻✳ ❍❛❧❧✇❛② ❘✐❣✐❞✲❜♦❞② ❚r❛❝❦✐♥❣✿ ❋♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t❧② ❝♦✉❧❞ ❣r❡❛t❧② s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡

r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲♦r❦ ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✭q✉✐t❡

❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛❞♠✐tt❡❞❧②✮ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉r✉♠♠♦♥❞✱ ❈✐♣♦❧❧❛✱

❛♥❞ ❑❡♠♣ ✭❬✻✶❪✱ ❬✶✸❪✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ❛ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛

❣❧♦❜❛❧ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛②✳

✼✳ ❉✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛❝✲

❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s t♦ t❤❡ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ✇✐♥❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡

✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ r❡❥❡❝t s✉❝❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❝♦♥tr♦❧✳
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s❡r✈♦ ❛ss❡♠❜❧② ❛s ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ▲❛②❡rs ♦❢ ●✶✵ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡

s❤❛❢t ❜❛s❡ t♦ ❤♦❧❞ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❆ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛r❜♦♥✲✜❜❡r s❤r♦✉❞ ✇❛s
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✐♥ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✢✐❣❤t✳ ❈♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ r❡♠❛✐♥ ✉♣r✐❣❤t ❞✉❡ t♦

t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r♦t♦r ❛ss❡♠❜❧✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❣♦♦❞

♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r t❡st✐♥❣ s❡♥s♦rs✱ ❜✉t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✇❡✐❣❤t ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ t❤✐s

♣❧❛t❢♦r♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ✇❡❧❝♦♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳
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■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡♠❛♥❞s s♦♠❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✢②✳ ❇✉t✱ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✱

t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❤♦✈❡r✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛①❡s ❛♥❞ ❢♦r❣✐✈✐♥❣

✇❡✐❣❤t ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ s❡♥s✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ ❛t

t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ r❡q✉✐r✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❛tt❡r② ♣♦✇❡r ✇❤✐❝❤ s❤♦rt❡♥s ✐ts ✢✐❣❤t ❞✉r❛t✐♦♥ t♦

❛❜♦✉t ✶✵ ♠✐♥✉t❡s ♣❡r ♣❛✐r ♦❢ ❜❛tt❡r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ t❡st❜❡❞✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s

✶✵✺



❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❈♦❛①✐❛❧ ❍❡❧✐❝♦♣t❡r ■♠❛❣❡

❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✐s r❛t❤❡r ❢♦r❣✐✈✐♥❣ ♦❢ ♠✐♥♦r ❝r❛s❤❡s✳ ❚❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r

♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦✉r ❆①✐ ✷✷✶✷✴✷✻ ❜r✉s❤❧❡ss ♠♦t♦rs ❛♥❞ ❢♦✉r

❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❊❛❝❤ ♠♦t♦r ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ♣♦✉♥❞

♦❢ t❤r✉st✱ ❜✉t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❤♦✈❡r t❤r♦tt❧❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐s ♥❡❛r ✺✵✪✳ ❚❤❡ ❛rr❛② ♦❢ s❡♥s♦rs

♦♥❜♦❛r❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❆✳✷ ❈♦❛①✐❛❧ ❍❡❧✐❝♦♣t❡r ❉②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r♦t♦r s②st❡♠ ♦♥ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❛❞❞s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❢r❡❡❞♦♠ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ r♦t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❛✛❡❝t t❤❡ ✢✐❣❤t

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❜✉✐❧t ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❆●■❈❈

▲❛❜✳

✶✵✻



❆✳✷✳✶ P❤②s✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡❧✐❝♦♣t❡r

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥

t♦ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ❆✳✶✳

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❈♦❛①✐❛❧ ❍❡❧✐❝♦♣t❡r P❤②s✐❝❛❧ P❛r❛♠❡t❡rs✿ ❙♦♠❡ ❦❡②
♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r

Pr♦♣❡rt② ❱❛❧✉❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

b ✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧❛❞❡s ♣❡r r♦t♦r
c̄ ✷✳✸ ❝♠ ✭✵✳✾✻✾ ✐♥✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❜❧❛❞❡ ❝❤♦r❞
R ✷✷✳✹ ❝♠ ✭✽✳✽✼✺ ✐♥✮ ❇❧❛❞❡ r❛❞✐✉s ❢r♦♠ s❤❛❢t t♦ t✐♣
m ✵✳✽✵✺ ❦❣ ❚♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡
Ixx ✵✳✵✵✽✾✷✹✹✻ kg ·m2 ▼❛ss ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛❜♦✉t ❜♦❞② ①✲❛①✐s
Iyy ✵✳✵✵✽✵✶✼✻✼ kg ·m2 ▼❛ss ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛❜♦✉t ❜♦❞② ②✲❛①✐s
Izz ✵✳✵✵✺✽✶ kg ·m2 ▼❛ss ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛❜♦✉t ❜♦❞② ③✲❛①✐s
Rfb ✶✵✳✹ ❝♠ ❘❛❞✐✉s ♦❢ ✢②❜❛r
Ifb ✵✳✵✵✵✷✸✻✻ kg ·m2 ▼♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ ✢②❜❛r ❛❜♦✉t ✐ts ❤✐♥❣❡

❚❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐ts❡❧❢ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐✜❧❛r

♣❡♥❞✉❧✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭s❡❡ ❬✻✼❪✮✳ ❚❤❡ ♦✛✲❛①✐s t❡r♠s ✇❡r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢

✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ✢②❜❛r ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✳

●✐✈❡♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ✈❡✲

❤✐❝❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❤❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢✉s❡❧❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝

❢♦r❝❡s ♥❡❛r ❤♦✈❡r✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r t❤❡♥ ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧②

❞✉❡ t♦ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤r✉st ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ r♦t♦rs✳ ❇♦t❤ r♦t♦rs ❛r❡

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧✐❢t ❛♥❞ ❜♦t❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳

❆✳✷✳✷ ❘♦t♦r ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❋r❛♠❡s ❛♥❞ ◆♦t❛t✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ P❧❛♥❡s ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ♣❧❛② ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ r♦t♦r ♠♦t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧

♣❧❛♥❡ ✭❈P✮ ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✇❛s❤♣❧❛t❡ ♠♦✈❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❞✉❝❡s ❝②❝❧✐❝

✶✵✼



❢❡❛t❤❡r✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✳ ❚❤❡ ❍✉❜ P❧❛♥❡ ✭❍P✮ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡r♣❡♥✲

❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❚❤❡ ❚✐♣✲P❛t❤✲P❧❛♥❡ ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♣s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡

♠♦✈❡✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❘♦t♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❧❛♥❡s✿ ❈♦♥tr♦❧ P❧❛♥❡ ✭❈P✮✱ ❍✉❜ P❧❛♥❡ ✭❍P✮✱ ❛♥❞
❚✐♣✲P❛t❤✲P❧❛♥❡ ✭❚PP✮

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r r♦t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤r✉st ❢♦r❝❡s

❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❜❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦t♦r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ♥❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r♦t♦r ❤✉❜

♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r t✐♣✲♣❛t❤ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧❛❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

ψx ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❞❡♥♦t❡s ✇❤✐❝❤ r♦t♦r ✇❡ r❡❢❡r t♦✱ ❡✐t❤❡r ψb ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦t♦r

♦r ψt ❢♦r t❤❡ t♦♣ r♦t♦r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ψ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡

❛③✐♠✉t❤ ♦❢ ❛ ❜❧❛❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r✲

❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ♠❛❦❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠

❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ t♦ t✐♠❡ ✭✉s✐♥❣ Ω = ψt✮✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝❧♦❝❦✇✐s❡ r♦t❛t✐♥❣ r♦t♦rs

✭❧✐❦❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦t♦r ♦♥ ♦✉r ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❢♦r ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ r♦t♦rs ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ ❢♦r ❝❧♦❝❦✇✐s❡ r♦t♦rs✳

❚❤❡ ❤✉❜ ♣❧❛♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡

❤❡❧✐❝♦♣t❡r s❤❛❢t ✇✐t❤ ✐ts ❛①❡s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ r♦t♦r✲s❤❛❢t ❤✐♥❣❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ❛①❡s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❞❡ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦t✐♦♥ ❛s ✐t r♦t❛t❡s

❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❤❛❢t ❛t ❢❛st ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❡❞s ✭❘P▼ ❃ ✷✺✵✵✮✳ ❇❧❛❞❡ ❤✉❜s ❝♦♠❡ ✐♥ ♠❛♥②

✶✵✽



❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❆③✐♠✉t❤ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ ❆③✐♠✉t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r❛♠❡✳

✈❛r✐❡t✐❡s✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤r❡❡ ❤✐♥❣❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✐♥t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡✿ t❤❡

❢❡❛t❤❡r✐♥❣ ❤✐♥❣❡✱ t❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ❤✐♥❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✲❧❛❣ ❤✐♥❣❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❜❧❛❞❡✳

❚❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✇❡ ✉s❡ ❤❛s ❛ ❤✐♥❣❡❧❡ss ❜❧❛❞❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ✢❛♣♣✐♥❣ ❤✐♥❣❡✱ ②❡t t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ✢❛♣ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❛st✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ■t ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❜❡

s❤♦✇♥ t❤❛t ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❤✐♥❣❡ ♦✛s❡t ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 45◦ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❧❛❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣❧❛♥❡

❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✭♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇❛s❤♣❧❛t❡✮ ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐❧t ♦❢ t❤❡ t✐♣✲♣❛t❤✲♣❧❛♥❡✳ ■t

✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs t♦ t❤❡♥ ♣r❡✲♣❤❛s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❧❛♥❡ ❜② 45◦ t♦ ❛❝❝♦✉♥t

✶✵✾



❢♦r t❤✐s ♣❤❛s❡ ❧❛❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts ❛s ❞❡s✐r❡❞ ❜② ❝♦♥tr♦❧ ♣❧❛♥❡

❞❡✢❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ 45◦ ♦✛s❡t r❡s✉❧ts ✐♥ s♦♠❡ str❛♥❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ r♦t♦r s②st❡♠✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❛♥❣✉❧❛r r❛t❡s ❛♥❞

❛♥❣✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝r♦ss✲

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ▼② ❝✉rr❡♥t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝r♦ss✲❝♦✉♣❧✐♥❣

❞✉❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤✐♥❣❡ ♦✛s❡t✳

❆✳✷✳✸ ❇❧❛❞❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

❇❧❛❞❡ t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s ❛♥❞

♠♦♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❜❧❛❞❡ ❛s ✐t s✇❡❡♣s t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❜❧❛❞❡

❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ t❤r✉st ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r♦t♦r

❘P▼✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t❤r✉st✲♣r♦❞✉❝✐♥❣ r♦t♦rs ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱

t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ t✇♦ r♦t♦rs t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❧✐❢t ❛♥❞ ❞r❛❣

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳

❆✳✷✳✹ ▲✐❢t ❛♥❞ ❉r❛❣ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜❧❛❞❡ ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ r❡❣✉❧❛r ❜❧❛❞❡s ♦♥

s✐♥❣❧❡✲❛①✐s ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣✐t❝❤ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡

❜❧❛❞❡s ♦♥ ♦✉r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r❡❛tt❡st

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤♦r❞ ✐s ❧❛r❣❡st✱ ❛ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡ r♦♦t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❞❡s t❤❡♥ s❧♦♣❡

❞♦✇♥ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝❤♦r❞ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ♥❡❛r t❤❡ t✐♣s✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ♠♦❞❡❧

t❤❡ ❜❧❛❞❡ t✇✐st✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ❜❡✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡✲♦❢

❛tt❛❝❦ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt❡♥❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s ❞✉❡ t♦ ❧♦ss❡s ❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ t✐♣s ❛♥❞ ❜❧❛❞❡ r♦♦t✳

❚❤❡ ❧✐❢t ❛♥❞ ❞r❛❣ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❧✐❢t ❛♥❞ ❞r❛❣ ♦✈❡r s♠❛❧❧

❜❧❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧♦ss❡s ❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ t✐♣s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s✱

Reff ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ 0.97 ∗ R✳ ❚❤❡ r♦♦t ❧♦ss❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

✶✶✵



❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ 0.1 ∗R✳ ❚❤❡

t♦t❛❧ t❤r✉st ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ❧✐❢t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

∆L =
1

2
ρ(Ωr)2aαc̄∆r ✭❆✳✶✮

❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ t❤r✉st ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r♦t♦r s♣❡❡❞ ✭✐♥ r❛❞✴s✮

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

L =
1

2
ρΩ2ac̄α

ˆ Reff

r0

r2dr. ✭❆✳✷✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ρ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ❞❡♥s✐t②✱ a ✐s t❤❡ ❧✐❢t ❝✉r✈❡ s❧♦♣❡ ✭❛

❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✻ ✐s ✉s❡❞✮✱ ❛♥❞ α ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✳ ■t ✐s tr✉❡ t❤❛t

t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r♦t♦r ✐♥✢♦✇ ♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ ❜✉t

❝♦♥st❛♥t ✐♥✢♦✇ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❣♦♦❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥❡❛r ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ✭✐t ✐s❄❄❄❄✮ ❛♥❞ t❤❡

❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ✐s ✐♥st❡❛❞ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ❧❛t❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ t✐❧t ♦❢ t❤❡ t❤r✉st

✈❡❝t♦r ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ✢❛♣♣✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ t♦rq✉❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ r♦t♦r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞r❛❣ ❛♥❞

♣r♦✜❧❡ ❞r❛❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

∆Q = r(∆Lφ+ ∆D0) ✭❆✳✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡❞ ❞r❛❣ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞r❛❣ ✐s ❞✉❡ t♦

♣r♦✜❧❡ ❞r❛❣✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞r❛❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r ❛ r♦t♦r ❜❧❛❞❡ ✐s

∆D =
1

2
ρ(Ωr)2cdc̄∆r. ✭❆✳✹✮

❆✳✷✳✺ ❋❧②❜❛r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ✢②❜❛r ♦r st❛❜✐❧✐③❡r ❜❛r ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ ❣②r♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✇❛s❤♣❧❛t❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦♣ r♦t♦r✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦t♦r ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ s✇❛s❤♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡r❡✲

✶✶✶



❢♦r❡ ✐ts ❢❡❛t❤❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✢❛♣♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s✇❛s❤♣❧❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❢✉❧❧✲s✐③❡

❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✮✱ t❤❡ t♦♣ r♦t♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡❤❛✈❡ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧② ✐❢ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡

✢②❜❛r✳ ❚❤✐s ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ r♦t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✢②❜❛r ❞❡t❛❝❤❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦♥❧②

t❤❡ t♦♣ r♦t♦r ✐♥st❛❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❛s ❡rr❛t✐❝ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥s t♦♦

str♦♥❣ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ t❡st✳ ❚❤❡ ✢②❜❛r✱ t❤❡♥✱ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✇❛s❤♣❧❛t❡

❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣ r♦t♦r✱ s♦✱ t❤❡ ✢②❜❛r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝t ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✇❛s❤♣❧❛t❡✱

t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛❝t✉❛t❡❞ ❜② ❛ ♣✐❧♦t✳

ċ = −
c

τs
− q ✭❆✳✺✮

ḋ = −
d

τs
− p ✭❆✳✻✮

❚❤❡ ✢②❜❛r ✐s s✐♠♣❧② ❛ s❤❛❢t ✇✐t❤ t✇♦ ❡q✉❛❧ s❡❝t✐♦♥s ❤✐♥❣❡❞ ❛❜♦✉t ✐ts ♠✐❞❞❧❡

♦♥ ❛ ❤✐♥❣❡ ✇❤✐❝❤ s♣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ r♦t♦r s❤❛❢t✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❡♥❞ ❛r❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ✇❡✐❣❤ts

✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❡rt✐❛ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡

s❤❛❢t✳ ■❢ t❤❡ s❤❛❢t t✐❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✢②❜❛r✬s ♣❧❛♥❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ✢②❜❛r t❡♥❞s

t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ st❛② ✐♥ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ♦♣♣♦s❡s ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ ❛♥❣❧❡s ✭❛♥❞

❛♥❣✉❧❛r r❛t❡s✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✢②❜❛r ❤❛s ❛ s❧♦✇ r❡st♦r✐♥❣ ♠♦♠❡♥t

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡t✉r♥ t❤❡ ✢②❜❛r t♦ ❜❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❤❛❢t ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥

❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱

τs✭✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✳✺ s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ✢②❜❛r ♦♥ ♦✉r s②st❡♠✮✳ ■❢ ❧❡❢t ❛❧♦♥❡

✭♥♦t ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ r♦t♦r✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✢②❜❛r ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t✇♦

♥❡✇ st❛t❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② c ❛♥❞ d✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ♦❢ ✢②❜❛r t✐♣✲♣❛t❤✲♣❧❛♥❡✳

✶✶✷



❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ c ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣✐t❝❤ ✉♣ ❛♥❞ d ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ r♦❧❧ r✐❣❤t t♦

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛✐r ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤✐♥❣s t♦ ♥♦t✐❝❡ ❛❜♦✉t t❤✐s s②st❡♠ ❛r❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t

✐s ✈❡r② s❧♦✇ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✢②❜❛r t❡♥❞s t♦ st❛② ✐♥ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ s❡♥s❡

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t♦♣ r♦t♦r t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛tt❛❝❤❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✺✿ ●②r♦s❝♦♣✐❝ ❋❧②❜❛r ❇❡❤❛✈✐♦r✿ ❚❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❣②r♦s❝♦♣✐❝ ✢②❜❛r✳ ■❢ ♥♦ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦r ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ✢②❜❛r
✇♦✉❧❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ s♣✐♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② r♦t❛t❡❞✳

❚❤❡ ✢②❜❛r ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s

❞❛♠♣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ❛♥❞ ❛ ❣②r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡

t♦♣ ❜❧❛❞❡ t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ♣♦✐♥t❡❞ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡

✢②❜❛r ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧ r♦t♦r ♦r st❛❜✐❧✐③❡r ❜❛r✮ ✐s ❛ r♦t❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞

✇✐t❤ ✐s t❤❡ ✢②❜❛r ✢❛♣♣✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ βfb✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✢②❜❛r ❤✉❜

♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✬s ✢②❜❛r ✐s ❛ t❡❡t❡r✐♥❣ r♦t♦r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❤✐♥❣❡❞

❞✐r❡❝t❧② ❛t t❤❡ s❤❛❢t ✇✐t❤ ♥♦ ✢❛♣♣✐♥❣ ❤✐♥❣❡ ♦✛s❡t✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝ts s♦ t❤❛t ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❞✉❡ t♦ ✐♥❡rt✐❛✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❜❡❤❛✈❡
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✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❛ ❣②r♦s❝♦♣❡✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❬✻✽❪✱❬✻✾❪✮ ♣r♦✈✐❞❡

❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡❡t❡r✐♥❣ r♦t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ βfb ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡

✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✮✳ ❚❤❡ ✢②❜❛r ✢❛♣♣✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

βfb = −β1c,fb · cos(ψfb) − β1s,fb · sin(ψfb) − . . . ✭❆✳✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞r♦♣ ❛❧❧ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝✳ ❚❤❡ ✢②❜❛r ✐s

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥✐♥❣✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s✳ ▼♦♠❡♥ts ❛r♦✉♥❞

t❤❡ t❡❡t❡r✐♥❣ ❤✐♥❣❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠♦♠❡♥ts✱ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✭❞❡♥♦t❡❞Ma,fb✮✱

❣②r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✭❞❡♥♦t❡❞ Mgyro,fb✮ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡❛r✐♥❣s ♦r ❢r✐❝t✐♦♥

❛t t❤❡ ❤✐♥❣❡✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❜❡❛r✐♥❣ ♦r ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ ✢②❜❛r ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❧✐❢t ❢♦r❝❡s ✭t❤❡ ✢②❜❛r ♦♥ ♠♦st ❝♦❛①✐❛❧

❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❛r❡ ♥♦t ❛✐r❢♦✐❧s ✐♥ s❤❛♣❡ s♦ ♥♦ ♥❡t ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ✇✐♥❞✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ♠♦♠❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❜♦✉t t❤❡ t❡❡t❡r✐♥❣ ❤✐♥❣❡ ✇❡ ❣❡t

✭✐♥s❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❡r❡✮✳

❆✳✷✳✻ ❋❧❛♣♣✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥

❆ ❜❧❛❞❡ s♣✐♥♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ r♦t♦r s❤❛❢t ✐♥❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❢❛st

r♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❝❡♥tr✐❢✉❣❛❧ ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤ ♣✉❧❧ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❙❡❝♦♥❞✱

❧✐❢t ❢♦r❝❡s ♠❛❦❡ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✇❛♥t t♦ ✢❛♣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ■♥t❡rt✐❛ ♦♣♣♦s❡s

t❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ❆✳✻✳

❆✳✷✳✼ ❙♣❡❝✐✜❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❛ ❈♦❛①✐❛❧ ❍❡❧✐❝♦♣t❡r ✇✐t❤ ❖♥❡ ❆❝t✉❛t❡❞ ❘♦✲
t♦r

❈♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ❤♦❜❜② t♦② ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥✲

❤❡r❡♥t st❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ s✐♠♣❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❤♦✇ t♦ ♣✐❧♦t✳ ❲❤❡r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✻✿ ❘♦t♦r ❇❧❛❞❡ ❋❧❛♣♣✐♥❣ ▼♦♠❡♥ts✿ ❋♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜❧❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥t
✐♥❝❧✉❞❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s✱ ❝❡♥tr✐❢✉❣❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s✳

s✐♥❣❧❡✲r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs t❡♥❞ t♦ r❡q✉✐r❡ ❛ s❦✐❧❧❡❞ ♣✐❧♦t✱ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❛r❡ ♠✉❝❤

❡❛s✐❡r t♦ ❦❡❡♣ ✉♣r✐❣❤t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧

r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❜❛r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣ r♦t♦r ❜❧❛❞❡✱ t❤❡② ❛r❡ s❧✉❣❣✐s❤ ✐♥

r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♣✐❧♦t ✐♥♣✉ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✼✵❪✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✢❛♣♣✐♥❣ ❛♥❣❧❡s

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ♦♥

t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ❛①❡s ✭✐✳❡✳ ❧❛t❡r❛❧ ❝②❝❧✐❝ ♣✐t❝❤ r❡s✉❧ts ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ❧❛t❡r❛❧ ♠♦♠❡♥t✱

❡t❝✳✮✳ ❋r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡

❝♦♠♠♦♥♣❧❛❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t♦r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ t❤❡s❡ ❤♦❜❜② ❤❡❧✐✲

❝♦♣t❡rs✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦♥❝❡r♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s✇❛s❤♣❧❛t❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠

r♦t♦r✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ t♦♣ r♦t♦r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②

✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉③✉❧✱

❍❛♠❡❧✱ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦ ✐♥ ❬✼✶❪ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❜❛r ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ t♦♣ r♦t♦r ✐s ❛❝t✉❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ s✇❛s❤♣❧❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
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❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t♦♣

r♦t♦r ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❣r❡❛t ❡✛❡❝t ♦♥ ✢✐❣❤t ❤❛♥❞❧✐♥❣ q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❚♦♣ ❇❧❛❞❡ ❛♥❞ ❋❧②❜❛r ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡ t②✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ❜❧❛❞❡

❛♥❞ ✢②❜❛r t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛❝t✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐❧♦t ♣r❡s❡♥ts

❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ❢✉❧❧ ❛✉t❤♦r✐t② ❝♦♥tr♦❧✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s

❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ❛r❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t❤r✉st ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣

r♦t♦r✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✳

❱✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛✲

t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✢②❜❛r ❛♥❞ t♦♣ r♦t♦r ❝♦♥♥❡❝ts t♦ t❤❡ ❢❡❛t❤❡r✐♥❣

❛①✐s ♦❢ t❤❡ t♦♣ r♦t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ✢②❜❛r✳ ❚❤✐s ❛♥❣❧❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ θfb✱ ✐s

❡❛s✐❧② ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❜❡ 45◦ ♦♥ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ❛♥❣❧❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ t❤❡ ❛♥❣❧❡s at✱ bt✱ c, ❛♥❞ d ✐♥t❡rr❡❧❛t❡✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s✲

❝✉ss❡❞✱ t❤❡ ✢②❜❛r ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❣②r♦s❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♠♦♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ❜❡❛r✐♥❣

❛♥❞ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠❛❦❡s t❤❡ ✢②❜❛r ❛❧✐❣♥ ✐ts❡❧❢ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

t♦ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❧❡❢t ❛❧♦♥❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❛ ✜rst ♦r❞❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡

❝♦♥st❛♥t✱ τfb✳ ❚❤❡ t♦♣ ❜❧❛❞❡ r❡s♣♦♥❞s ♣r✐♠❛r✐❧② t♦ t✇♦ ♠♦♠❡♥ts✿ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉❡ t♦

t❤❡ r✐❣✐❞ ❤✐♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛ ❧✐❦❡ ❛ str♦♥❣ s♣r✐♥❣ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ q✉✐❝❦❧② ❛❧✐❣♥ ✐ts❡❧❢

♣r❡♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❤❛❢t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✢②❜❛r ✇❤✐❝❤ st❡❛❞✐❡s t❤❡

✢❛♣♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❛ s✇❛s❤♣❧❛t❡✳

❚❤❡ ✢②❜❛r ✐s ♥♦t ❧❡❢t ❛❧♦♥❡✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠✉st ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❛t t❤❡

t♦♣ ❜❧❛❞❡ ✐♠♣♦s❡s ♦♥ t❤❡ ✢②❜❛r✳ ❚❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ❝r♦ss ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ❛tt❡♠♣t

t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❡t ✉♣ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❛♥♥❡r ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡

✐♥ t❤❡ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ s✐♠✉❧❛t♦r✳

✶✶✻



ċ1 = −
c

τfb
− q ✭❆✳✽✮

ḋ1 = −
d

τfb
− p ✭❆✳✾✮

ȧt = α(−
a

τt
− q) + (1 − α)(

1

τt
)(cos(θfb)ċ− sin(θfb)ḋ) ✭❆✳✶✵✮

ḃt = α(−
b

τb
− p) + (1 − α)(

1

τt
)(sin(θfb)ċ+ cos(θfb)ḋ) ✭❆✳✶✶✮

ċ = ċ1 +Kfb(
1

τfb
)(cos(θfb)ȧ+ sin(θfb)ḃ) ✭❆✳✶✷✮

ḋ = ḋ1 +Kfb(
1

τfb
)(−sin(θfb)ȧ+ cos(θfb)ḃ) ✭❆✳✶✸✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦

❜❡ t✉♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr✉❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❜♦t❤

s②st❡♠s ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❞❡✬s t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✭τt✮ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡

✢②❜❛r✬s t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✭τfb✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐♥❣❡❧❡ss ❜❧❛❞❡✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❛ ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

♣✉s❤✐♥❣ ❛♥❞ ♣✉❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡✳

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❡❧♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ✢✐❣❤t✳ ❲❤❡♥ t❤❡

r♦t♦r ✐s s♣✉♥ ✉♣ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❛❦❡♦✛✱ t❤❡ ✢②❜❛r ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❧✐❢ts ♦✛✱ ✐t ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② t❤❡

❣②r♦s❝♦♣✐❝ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢②❜❛r t♦ st❛② ❛❧✐❣♥❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ ❛ ♣✐❧♦t

✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝♦♥tr♦❧ ♠♦♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❝②❝❧✐❝ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜❧❛❞❡ s②st❡♠✱ t❤❡

❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✐♥❞✉❝❡s ❛ r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣✐t❝❤✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ t♦♣ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡ t♦♣

❜❧❛❞❡ t❤✉s ❛❧✐❣♥s ✐ts❡❧❢ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❤❛❢t ❛♥❞ ❡①❡rts ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤ s❧♦✇❧② ♣✉❧❧

t❤❡ ✢②❜❛r ♦✉t ♦❢ ✐ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥t♦ ❛♥ ♦✛✲❛①✐s ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦♠❡♥t

♥❛t✉r❛❧❧② ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✢②❜❛r✬s ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞

❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❜❧❛❞❡ ✐♥t♦ ♦✛✲❛①✐s ♠♦♠❡♥ts✳ ❆ ♣✐❧♦t✬s ♠❛✐♥

❣♦❛❧✱ t❤❡♥✱ ✐s t♦ r❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❜② r❡❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✢②❜❛r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧

✶✶✼



t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ t❤r✉st ✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t❧② ♦♣♣♦s❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣✐❧♦t ❝❛♥ s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❤❛s ❜② t❤❡♥ ✐♥❞✉❝❡❞

✐♥❡rt✐❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛rr② ✐t ❛✇❛② ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ✭✐❢ ♥♦t ❢♦r ❞r❛❣

❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r♦t♦r ❜❧❛❞❡s✮✳ ❙♦ t❤❡ ♣✐❧♦t ❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✿ ♣r❡❞✐❝t

t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♥t❡r

t❤❡♠ ❜❡❢♦r❡ ✭♦r ✇❤✐❧❡✮ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✢②❜❛r✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❝r♦ss✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ 45◦ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣ ❜❧❛❞❡

❛♥❞ ✢②❜❛r✳

❆✳✷✳✽ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❘♦t♦rs ✇✐t❤ ❘✐❣✐❞ ❇♦❞②

❋♦r❝❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❝♦♠❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ t❤r✉st ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t②

✈❡❝t♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✐s ♥❡❛r ❤♦✈❡r✳ ❉r❛❣ ❛❧s♦ ❡♥t❡rs ✐♥✱ ❜✉t ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧

❞r❛❣ ❛s ❜❡✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦✈❡r st❛t❡ ✭✐s t❤✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥❄✮✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡s

❢r♦♠ t❤❡ ♠♦t♦rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ r❛t❤❡r ❡❛s✐❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ st❛t❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦t♦r✱ ✇❡

❤❛✈❡✿












Tx

Ty

Tz













=
T

√

1 − sin2 a sin2 b













− sin a cos b

sin b cos a

− cos a cos b













✭❆✳✶✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤r✉st ✈❡❝t♦r t✐❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤❛❢t✱ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞

❛❜♦✉t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐♥❣❡❧❡ss r♦t♦r ❛❝ts ❧✐❦❡

❛ s♣r✐♥❣ ✇❛♥t✐♥❣ t❤❡ r❡st♦r❡ t❤❡ r♦t♦rs t♦ ❜❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❚❤✐s ❛❧s♦

❡①❡rts ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ s❤❛❢t ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ✐♥ ♠♦♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✇✐t❤

❛ ♠♦♠❡♥t ❛r♠ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ l, ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦t♦r ❤✉❜ ❛♥❞ t❤❡ ❈✳●✳

✶✶✽



❚❤❡s❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿













L

M

N













=
|T |

√

1 − sin2 a sin2 b













−ly cos a cos b− lz sin b cos a

lx cos a cos b− lz sin a cos b

ly sin a cos b+ lx sin b cos a













✭❆✳✶✺✮

▼❡tt❧❡r ❬✼✷❪ ♠❛❦❡s s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛ss✉♠❡s t❤❛t lx ❛♥❞ ly ❛r❡ s♠❛❧❧

❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ s♣r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥✿

L = (lzT + kβ) b ✭❆✳✶✻✮

M = (lzT + kβ) a ✭❆✳✶✼✮

❚❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ③✲❛①✐s ❞✉❡ t♦ t❤r✉st ❛♥❞ ❤✉❜ st✐✛♥❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✳

❖♥ t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛ tr✐♠ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧✐tt❧❡

♦r ♥♦ ②❛✇✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❤♦✈❡r ✢✐❣❤t ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r♦t♦rs st❛② ❛t ❝♦♥st❛♥t t❤r♦tt❧❡✳

❲❤❡♥ t❤r♦tt❧❡ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞✱ ♠♦♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ r♦t♦r ❞r❛❣ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

✶✶✾



✶✷✵



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❍❛❧❧✇❛② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✐♥ts✱ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱

❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s✱ ❡t❝✳ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤❛❧❧✲

✇❛②✳ ❋♦r t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ t❤❡s❡ t♦♣✐❝s ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✱

✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤♦s❡ ❧❡ss ❢❛♠✐❧✐❛r✱ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❞ ✜rst✳ ❊✈❡♥ ❢♦r

t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr② ♠❛② ❣❛✐♥ ❜② r❡❛❞✐♥❣ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ s✐♠♣❧② t♦ ❢❛♠✐❧✐❛r✐③❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥

t❤✐s t❤❡s✐s✳

❋✐rst✱ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛✲

tr✐❝❡s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ r❡❛s♦♥s

❢♦r ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❘✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❛♠❡r❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦✈❡r❡❞✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

tr❛♥s❢♦r♠s t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧✇❛② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▼❛t❧❛❜ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❇✳✶ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ●❡♦♠❡tr②

❍✉♠❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ t♦ ♠❛r✈❡❧ ❛t✳ ❚❤❡

❤✉♠❛♥ ♠✐♥❞ s❡❡♠✐♥❣❧② ❝♦♥✈❡rts st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t✇♦ ❡②❡s ✐♥t♦ ❛ ✈✐❡✇❛❜❧❡

✇♦r❧❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤✉♠❛♥s ❛r❡ ❛❞❡♣t ❛t ♦♣❡r❛t✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t❡rs ✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❧❞

t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ❝❛♠❡r❛ ♠✉st ❜❡ t❛✉❣❤t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr②

t❤❛t r❡s✉❧ts✳ ❆s ❍❛rt❧❡② ❛♥❞ ❩✐ss❡r♠❛♥ ❬✺✵❪ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❡①ts ♥♦t❡✱

t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❛② t❤❛t ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
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✐s str❛✐❣❤t♥❡ss✳ ❆♥❣❧❡s✱ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❡t❝✱ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❧❡❛❞s

t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ R
n ❜② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ P
n ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s ❛ ✇❛② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢❛s❤✐♦♥✱ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧②

r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❛♠❡r❛

❇✳✶✳✶ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ P♦✐♥ts ❛♥❞ ▲✐♥❡s

■♥ ❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✷✲s♣❛❝❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦✐♥t ❛s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s✉❝❤ ❛s (x, y)✳

❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❛♣♣❡♥❞ ❛ t❤✐r❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ❛s (x, y, 1). ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❛s ✇❡ ❛❧✇❛②s

❤❛✈❡✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥✜♥✐t❡ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢

♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❡s ✇✐❧❧ s✐♠♣❧② ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ tr✐♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

t❤✐r❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐✲

♥❛t❡s q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t ✇❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✜♥❞✐♥❣

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❝r♦ss✲

♣r♦❞✉❝ts✱ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤ ❡❛s✐❡r

t♦ ❢♦❧❧♦✇✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t ✭t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞

t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❧✐♥❡s ✐s ❛ ♣♦✐♥t✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✉❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts✳

❚❤✐s ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛② ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✐♥ ❙▲❆▼✳ ▼❛♥② ❙▲❆▼ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣✱ ❜✉t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦

❧✐♥❡✲tr❛❝❦✐♥❣ ✐s r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤

✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤r❡❡✲s♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧

❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦r ❧✐♥❡s ❢r♦♠ ❛ ✸✲❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❛

✷✲❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ s❡❡ ❤♦✇ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦

❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛r
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♥♦t❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t ❛ ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✐♥t✱ Pb, ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

P̄b.

❇✳✶✳✷ ❘✐❣✐❞✲❜♦❞② ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s

❘✐❣✐❞✲❜♦❞② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧❡❣❛♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣r♦✲

❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ E✳ ❆♥② s✉❝❤ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✸①✸ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ R, ❛♥❞ ❛

✸①✶ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ T ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E =







R T

0 1






✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ R ✐s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t RRT = I ❛♥❞ |R| = 1✳ ❋✐❣✉r❡

❇✳✶ s❤♦✇s t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡s✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦r✐❣✐♥✱ W,

❛♥❞ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t B. ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t Pw ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡

❛s ❛ ♣♦✐♥t Pb,✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pb = RbwPw + Tbw ✭❇✳✷✮

✇❤❡r❡ Rbw ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ t♦ t❤❡

❜♦❞② ❢r❛♠❡ ❛♥❞ Tbw ✐s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ebw ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇♦r❧❞

♣♦✐♥t P̄w ❛s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ P̄b✿

P̄b =







Pb

1






=







Rbw Tbw

0 1













Pw

1






= EbwP̄w. ✭❇✳✸✮

❖❢t❡♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r Tbw ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡✱ ❜✉t✱

r❛t❤❡r✱ ✇❡ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡✱

✶✷✸



❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❘✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❆ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ❛
✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✲❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞✳

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Cbw. ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿

Tbw = −RbwCbw. ✭❇✳✹✮

❲✐t❤ t❤✐s r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❤♦✇ t♦ r❡♥❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛

❢r❛♠❡ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ Ebw, ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❛♥❞ Ecb, t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦❞② ❢r❛♠❡

♣♦✐♥ts ♦♥t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ t♦ ♣♦✐♥ts

✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

P̄c = EcbEbwP̄w. ✭❇✳✺✮

✶✷✹



❇✳✶✳✸ ❈❛♠❡r❛ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ▼♦❞❡❧

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❝t ♦❢ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱K. ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

♠❛tr✐① ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❤✐❢ts t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ✇♦r❧❞ ✉♥✐ts ✭s✉❝❤ ❛s ♠❡t❡rs ♦r ❢❡❡t✮ ✐♥t♦

♣✐①❡❧ ✉♥✐ts ❛♥❞ ♦✛s❡ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧ ♣♦✐♥ts ❛s ❛♥ ❛rr❛② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✳

❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢

t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿

• sx✲ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ♠❡tr✐❝ ✉♥✐ts

t♦ ♣✐①❡❧ ✉♥✐ts

• sy✲ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t②♣✐❝❛❧❧② sx = sy ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡

sq✉❛r❡

• f ✲ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤

• cx✲ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r

• cy✲ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛♥❣✉❧❛r s❦❡✇✱

s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ ❝❛♠❡r❛s ❡♠✲

♣❧♦②❡❞ ♦♥ ♦✉r ✈❡❤✐❝❧❡✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞❡❞ ♥♦

❛♥❣✉❧❛r s❦❡✇✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡♥ ❛♥ ✉♣♣❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ♦❢

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

K =













fsx 0 cx

0 fsy cy

0 0 1













. ✭❇✳✻✮

✶✷✺



■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▲♦❣✐t❡❝❤ ◗✉✐❝❦❈❛♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ t❤❡ K ♠❛tr✐①

✐s

Klogitech =













395.5 0 160

0 395.5 120

0 0 1













. ✭❇✳✼✮

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦❥❡❝t

❦♥♦✇♥ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡s ✇♦✉❧❞ s❤♦✇ ✉♣

✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❧❛t❡r ✉s❡ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❧✐♠✐t ♦✉r s❡❛r❝❤ ❢♦r ❧✐♥❡s t♦ ❜❡

❝❧♦s❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡♥♦t❡❞ P̄i, ❝❛♥ ❜❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ t❤r❡❡✲✈❡❝t♦r ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✿

P̄i = KΠ0P̄c =













fsx 0 cx

0 fsy cy

0 0 1

























1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0































xc

yc

zc

1



















✭❇✳✽✮

✇❤❡r❡ Π0 ✐s ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ③❡r♦❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❬✺✶❪✳ ❲❡ ❣♦ ❢r♦♠ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r t♦ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

t❤r❡❡✲✈❡❝t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s❝❛❧❡

❢❛❝t♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✐♥ts✿

Pi =







ui

vi






=

1

zi







xi

yi






✭❇✳✾✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧

r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡rt ❢r♦♠ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts t♦ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts✿

P̄i = KΠ0EcbEbwP̄w ✭❇✳✶✵✮

✶✷✻
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