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Resumen

Esta investigacion estudia la relacion entre la identificacion de figuras prototipicas y el conocimiento de
geometria durante la resolucién de problemas de probar como una manifestacion del razonamiento configural.
Se han analizado las respuestas de 182 estudiantes para maestro a dos problemas de probar que proporcionaban
una configuracién geométrica y pedian probar un hecho geométrico. Los resultados indican que la identificacion
de una figura prototipica en la configuracion inicial tiene un efecto heuristico que activa determinados
conocimientos de geometria, que favorecen el cambio del anclaje visual al anclaje discursivo en la resolucién del
problema. Estos resultados subrayan la importancia de la relacion entre la visualizaciéon y el conocimiento
geométrico en el desarrollo del razonamiento configural durante la resolucion de problemas de probar.
Finalmente, desde estos resultados generamos algunas implicaciones para la formacion de los maestros.
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Abstract

This research analyses the relationships between the identification of prototypical figures and geometrical
knowledge in solving proof problems as a evidence of configural reasoning. We analyze the answers of 182 pre-
service teachers on two geometrical proof problems, which include a geometrical configuration and a request for
proving a geometrical fact. The results indicate that identifying a prototypical figure in the initial configuration
has a heuristic effect that determines the path of problem-solving, activating certain geometrical facts and
generating the change from visual anchor to anchor discursive. These results allow us to character the
relationship between visualization and geometric knowledge in the configural reasoning during proof problem
solving. Finally, we derive some implications for teacher education.
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El analisis de la relacion entre los procesos de visualizacion y el conocimiento de
geometria en la resolucion de problemas de probar ha puesto de manifiesto las dificultades
que tienen algunos resolutores para usar el conocimiento de geometria previamente aprendido
(BATTISTA, 2007; CHINNAPPAN; LAWSON, 2005; GAL; LINCHEVSKI, 2010). En estas
situaciones, Duval (1995, 2007) y Fischbein (1993) han subrayado el papel heuristico que
desempefian las figuras en la resolucion de los problemas en los que se proporciona una
configuracién geométrica. En la resolucion de estos problemas, los procesos de exploracion e
indagacion ponen de relieve los vinculos entre el conocimiento de geometria y los procesos de
visualizacion (HANNA; SIDOLI, 2007; HERSHKOWITZ, 1990; PRESMEG, 2006).

Fischbein (1993) mantiene que las figuras geométricas poseen, al mismo tiempo,
aspectos figurales y conceptuales. En los problemas de probar es posible usar
simultaneamente estos aspectos, ya que las propiedades de las figuras geométricas
(representaciones) proceden de las definiciones y relaciones geométricas usadas en su
construccion. Duval (1998, 1995) denomina aprehension operativa a la modificacion de una
figura para considerar subconfiguraciones, afiadiendo o quitando nuevos elementos
geométricos, manipulando las diferentes partes de una configuracion geométrica como un
puzle para fijar la atencion sobre subconfiguraciones particulares, o simplemente, fijando la
atencion sobre una parte especifica de la configuracion.

Por otra parte, con la aprehension discursiva se asocian afirmaciones matematicas a
una configuracion. Durante el proceso de resolucion de un problema, los hechos geométricos
identificados en la configuracién se pueden relacionar con otros hechos geométricos y ser
considerados premisas de alguna relacién geométrica previamente conocida; es decir, generan
una conjetura basada en lo visual que sugieren ideas que pueden ser usadas en la generacién
de relaciones deductivas. Este proceso que relaciona la visualizacion y el conocimiento de
geometria ha sido denominado razonamiento configural (PRIOR; TORREGROSA, 2013;
TORREGROSA; QUESADA, 2007; TORREGROSA; QUESADA; PENALVA, 2010).

El analisis del razonamiento configural muestra la importancia de la visualizacion en
el desarrollo de los procesos deductivos en la resolucion de los problemas de probar en
geometria en los que se proporciona una configuracion geométrica. La resolucién de estos
problemas implica un proceso de ver apoyado en la percepcion (GAL; LINCHEVSKI, 2010).
Estas investigaciones previas han puesto de manifiesto dos caracteristicas de la relacion entre
la visualizacion y el conocimiento de geometria del resolutor: (i) el reconocimiento de una
subconfiguracién relevante en una configuracién geométrica es una condicion necesaria pero

no suficiente para desencadenar el razonamiento configural, y (ii) la generacion de un proceso

Bolema, Rio Claro (SP), v. 31, n. 57, p. 497 - 516, abr. 2017 498



ISSN 1980-4415
BT DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v31n57a24

deductivo se apoya en el conocimiento previo de algunos hechos geométricos y a las
aprehensiones discursivas vinculadas a la configuracion dada (CLEMENTE; LLINARES,
2013, 2014, 2015; LLINARES; CLEMENTE, 2014; CLEMENTE; TORREGROSA;
LLINARES, 2015).

Estas caracteristicas han permitido reconocer el papel relevante de la visualizacion en
la generacion de los procesos deductivos y, también, que un hecho geométrico puede
desempefiar papeles diferentes en el proceso de resolucion de este tipo de problemas
(HERBST, 2004; HERBST et al., 2009). Este hecho permite diferenciar las interacciones de
los estudiantes con las configuraciones que permiten construir conjeturas razonadas y usar
razonamiento deductivo para averiguar lo que podria o deberia ser verdad (HERBST, 2004).

Es decir, se subraya la importancia de los procesos previos al desarrollo de un proceso
puramente deductivo en la resolucion de los problemas. Estos procesos previos son los que se
construyen sobre la relacion entre la visualizacion y las aprehensiones operativas y
discursivas que constituyen el razonamiento configural. En este trabajo, nosotros pretendemos
analizar y explicar la relacion que existe entre la identificacion de figuras prototipicas y el
conocimiento de geometria que es previa a la generacion de un proceso puramente deductivo.

La imagen prototipica de las figuras geométricas que los estudiantes han generado a lo
largo de su experiencia escolar influye en su capacidad de reconocerlas o de construir
determinados objetos geométricos durante la resolucién de los problemas (MESQUITA,
1998; VINNER; HERSHKOWITZ, 1980). La importancia de la tipicalidad de las
representaciones geomeétricas viene dada porque influye en el papel de las representaciones
externas en el aprendizaje de la geometria. En el caso particular de las configuraciones en los
problemas de probar en geometria, la importancia de la identificacién de una configuracion
prototipica, durante su resolucion, radica en que ayuda a activar algunos conocimientos de
geometria frente a otros. En este sentido, en la medida en la que el resolutor identifique una
configuracion prototipica que esté vinculada a items de conocimientos relacionados entre si
estard en mejor condicion de iniciar el razonamiento configural (GAL; LINCHEVSKI, 2010)

Para Hollebrands, Laborde y Straber (2008) las configuraciones en geometria, tanto en
entornos de lapiz y papel como en software de geometria dinamica (DGS: Dynamical
Geometry Software), permiten un camino adicional en el aprendizaje ya que pueden presentar
multitud de relaciones geométricas. En este sentido, la fortaleza del resolutor experto radica
en sus habilidades para pasar de la configuracion al discurso y reconocer formas y
configuraciones vinculadas al razonamiento deductivo basado en conocimientos tedricos. Sin

embargo, esta practica no es espontanea para los estudiantes inexpertos.
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En relacion a este Gltimo punto, Chen y Herbst (2013) indican que la naturaleza de las
configuraciones (por ejemplo, ausencia de etiqueta para indicar el punto de interseccion de
dos segmentos) podria desempefiar un papel importante en el razonamiento geométrico de los
estudiantes al condicionar la posibilidad de hacer conjeturas razonadas. La configuracion
inicialmente presentada en un problema geométrico puede contribuir a la manera en la que los
resolutores lo estructuran para iniciar su resolucion al apoyar la intuicion geométrica, ya que
les puede ayudar a relacionar los objetos geométricos.

Sin embargo, algunas veces este apoyo visual hace evidente a los resolutores
relaciones no verdaderas, 1o que puede llegar a abortar el desarrollo de un razonamiento
configural adecuado. La idea de la tipicalidad de una representacion (HERSHKOWITZ,
1990) intenta poner de relieve la influencia que tiene el uso de figuras prototipicas para
mostrar mas claramente algan atributo geométrico. Por ejemplo, las dificultades que tienen
algunos estudiantes en la identificacion de triangulos rectangulos cuando sus lados
perpendiculares dejaban de ser paralelos a los margenes del papel (HERSHKOWITZ, 1989).

En este contexto es en el que Mesquita (1998) denomind figura prototipica a aquella
que tiende a respetar algunas propiedades, como privilegiando algunas lineas frente a otras
(por ejemplo, en la representacion del triangulo teniendo un lado paralelo al borde de la hoja),
formas que tienden a ser regulares, simples y simétricas (MESQUITA, 1998). Para Gal y
Linchevski (2010) el proceso de reconocimiento visual de figuras prototipicas puede ser
explicado como el resultado del analisis de diversas caracteristicas, en el que el objeto se
segmenta en un conjunto de subobjetos (por ejemplo, la identificacion de cuatro triangulos
formados por las diagonales de un cuadrilatero). Cuando se reconocen las piezas que forman
el objeto y su configuracién, el objeto se reconoce como un patron compuesto de estas piezas.

Por todo lo anterior, en el contexto particular de los problemas de probar en geometria,
para los estudiantes no es facil el paso de la argumentacion basada en consideraciones
intuitivas y visuales a consideraciones légico-deductivas (PRUSAK; HERSHKOWITZ;
SCHWARZ, 2012), por ello, es importante caracterizar las condiciones que favorezcan la
transicion entre lo visual y la generacion de un proceso deductivo.

En los problemas de probar en los que se proporciona una configuracion inicial, la
importancia de la identificacion de una subconfiguracion relevante para la resolucion del
problema reside en que refuerza la activacion de ciertos conocimientos de geometria.
Consecuentemente, determinar cémo la identificacién de una configuracion permite movilizar

determinados items de conocimiento, puede aportar informacién sobre la naturaleza de la
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relacion entre la visualizacion y el conocimiento usado de manera productiva durante la
resolucion del problema (CHINNAPPAN, 1998) al iniciar el razonamiento configural.
Considerando estas referencias previas, esta investigacion se ha centrado en
caracterizar el desarrollo del razonamiento configural, en particular analizando las relaciones
entre (i) la identificacion de figuras prototipicas y (ii) el conocimiento de geometria que

permite generar conjeturas razonadas.

2 Marco teorico

En esta investigacién hemos adoptado el significado de concepto figural de Fischbein
(1993) y la perspectiva cognitiva de Duval (1995, 1998, 1999) sobre el aprendizaje de la
geometria. El significado que atribuimos a la visualizacion se refiere a lo indicado por
Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996, p.163): “entendemos por visualizacion la
transferencia de objetos, conceptos, fendbmenos, procesos y sus representaciones a algin tipo
de representacion visual y viceversa. Esto incluye también la transferencia de un tipo de
representacion visual a otra”. Siguiendo a Mesquita (1998), denominamos figura a la
representacion externa de una situacion geomeétrica.

Fischbein (1993) define una nueva entidad mental que denomina concepto figural, que
hace depender la consideraciéon de relaciones en las figuras a las definiciones y teoremas
previamente conocidos. Fischbein indica que inferir informacion adicional sobre la
configuracién no procede de considerar de manera separada la figura y las relaciones ldgicas
entre los hechos geométricos, sino de un Unico proceso en el que la figura se ve de otra
manera permitiendo revelar relaciones logicas. Fischbein caracteriza este proceso, indicando
que la figura no es una imagen ordinaria, sino una estructura controlada l6gicamente.

Para Duval (1995) las asociaciones de afirmaciones matematicas a configuraciones o
subconfiguraciones, que constituyen las aprehensiones discursivas que caracterizan este
control ldgico de las figuras, se pueden realizar de dos maneras segun el sentido de la
transferencia realizada: del anclaje visual al anclaje discursivo (a un dibujo se le asocian
afirmaciones matematicas) y del anclaje discursivo al anclaje visual (ante una afirmacion
matematica el estudiante tiene la capacidad para realizar un dibujo que cumpla alguna de las
caracteristicas de la afirmacion enunciada).

En este ambito, la idea de Razonamiento Configural es entendida como la
coordinacion de las aprehensiones operativas y discursivas, que nos ayuda a comprender

mejor como los estudiantes resuelven problemas de probar y el rol que desempefa la relacién
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entre lo visual y el conocimiento de geometria en el desarrollo de razonamientos deductivos
(TORREGROSA; QUESADA, 2007; TORREGROSA; QUESADA,; PENALVA, 2010).

La figura prototipica que el estudiante es capaz de identificar desempefia un papel
relevante en la coordinacion de estas aprehensiones y, por tanto, en el inicio del razonamiento
configural que se desencadena mediante la identificacion de una figura prototipica. Las
figuras prototipicas son representaciones que corresponden a una organizacion regular del
contorno, orientacion y forma. Se perciben preferentemente contornos cerrados; direcciones
horizontales y verticales; formas regulares, simples y simétricas; asi como componentes de la
figura (lados y &ngulos) que tienen dimensiones similares (MESQUITA, 1998).

Todas estas caracteristicas consiguen reforzar la percepcién de unas determinadas
configuraciones respecto a otras y pueden tener un efecto heuristico, ya que incrementan la
visibilidad de una figura particular y sus posibilidades de reorganizacion, que puede
desempefar un papel esencial en la busqueda de una solucién en un problema de geometria.
Esto quiere decir que, de entre las varias figuras que el estudiante puede observar en la
configuracién inicial, la que logra llamar su atencion estard vinculada con alguna de las
figuras prototipicas que guarda en su memoria. Por ejemplo (Figura 1), los estudiantes pueden
tener dificultades en reconocer, en la Figura la, el tridngulo ABC como un tridngulo
isdsceles, ya que la figura prototipica de triangulo isosceles suele ser la que aparece en la
Figura 1b.

Figura la Figura 1b

Figura 1- Diferentes representaciones de un tridngulo isosceles.
Fuente: adaptado de Moise y Downs (1986).

En las situaciones en las que hay que generar una prueba, y en las que hay que
establecer algin vinculo entre la percepcion visual y la argumentacion l6gico-deductiva, se
plantea la necesidad de estudiar el papel que desempefia la identificacion de una
subconfiguracion particular a partir de la cual se inician las coordinaciones entre las
aprehensiones discursivas y operativas, que constituyen el razonamiento configural.

Considerando lo anterior, planteamos la siguiente cuestion de investigacion centrada
en caracterizar la relacion entre la identificacion de una subconfiguracion, los conocimientos
de geometria activados y la trayectoria de resolucion seguida. De manera especifica: ¢Qué

relaciones existen entre la identificacion de figuras prototipicas y el conocimiento de
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geometria activado que permite iniciar el razonamiento configural durante la resolucién de

problemas de probar?

3 Método

3.1 Participantes

En este estudio participaron 182 estudiantes para maestro que habian cursado una
asignatura sobre Sentido Geométrico, organizada considerando los procesos cognitivos de
visualizacion, construccion y prueba (DUVAL, 1995). Parte del contenido y las actividades
en esta asignatura estaban dirigidas a aprender a visualizar propiedades geomeétricas de figuras
planas como poligonos, tridngulos, cuadrilateros y generar procesos de construir y probar. El
objetivo del curso era que los estudiantes para maestro reconocieran propiedades geométricas
mediante aprehensiones discursivas y operativas (DUVAL, 2007), utilizando diversos
conceptos geométricos del curriculo de educacién primaria y desarrollaran el razonamiento

configural.

3.2 Instrumentos

Como parte de la evaluacion del curso se pidié a los estudiantes que resolvieran dos

problemas de probar (Figura 2).

Problema 1 Problema 2
Dado el triangulo AABC de la figura, con En la figura, AM es bisectriz de «CAB,
AB=AC y ¥RCB=<TBC, probar que RC=BT AACB es un tridngulo rectdngulo en C 'y
MN_LAB en N. Probar que CM=MN

A

Figura 2 - Problemas de probar.
Fuente: Moise y Downs (1986).

En los problemas se presentaba una configuracion geomeétrica e informacion de
algunos hechos geométricos vinculados a la configuracion. Los problemas pedian probar la

congruencia de dos segmentos en la configuracion dada. Para su resoluciéon, los estudiantes
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debian desarrollar aprehensiones operativas y discursivas para identificar alguna
subconfiguracion que les permitiera reconocer hechos geométricos que podian relacionar para
generar la prueba.

Previamente, se pidi6 a un grupo de formadores de maestros que presentaran
diferentes alternativas para la resolucién de los problemas en el contexto en el que se
encuentran los resolutores, con el objetivo de identificar los hechos geométricos que definian
los problemas y que podrian usarse para resolverlos. En el Cuadro 1 indicamos, primero, los
elementos geométricos que podian proceder de realizar asociaciones directas de elementos
geométricos a la configuracion a partir de los datos del problema; y, en segundo lugar, los

elementos geométricos susceptibles de ser usados para inferir informacion adicional.

Problema 1

Problema 2

Asociacién directa de elementos geométricos a la

configuracion:

e (CAL) Definicion de triangulo

e (CA4) Angulos opuestos por el vértice son iguales

Elementos geométricos susceptibles de ser usados para

inferir informacion adicional:

o (CA2) Caracterizacion de triangulo isésceles (dos
lados congruentes y, por tanto, dos é&ngulos
congruentes). En un triangulo, los angulos opuestos
a dos lados congruentes son congruentes y los lados
opuestos a dos angulos congruentes son congruentes

¢ (CA3) Si a dos angulos congruentes se les resta la
misma parte lo que queda son dngulos congruentes

e (CA9) Criterio de congruencia de triangulos A-L-A

Asociacion directa de elementos geométricos a la

configuracion:

o (CAL) Definicion de triangulo

o (CADb) Definicion de bisectriz de un angulo (es la
semirrecta que pasa por el vértice del angulo y lo
divide en dos partes congruentes)

o (CA®6) Definicion de rectas perpendiculares

o (CA7) Definicidn de tridngulo rectangulo

Elementos geométricos susceptibles de ser usados

para inferir informacion adicional:

e (CA8) La suma de los angulos interiores de un
triangulo es 180° (conocidos dos angulos en un
triangulo, conocemos el tercero)

e (CA9) Criterio de congruencia de triangulos

A-L-A

Cuadro 1 - Conocimiento geométrico susceptible de ser utilizado en ambos problemas (CAi= codigo usado para
indicar el item de conocimiento geométrico susceptible de ser usado en algin momento de la resolucién de los
problemas).

Fuente: autores.

En las configuraciones iniciales de los dos problemas se pueden identificar
subconfiguraciones a partir de las cuales se pueden generar diferentes trayectorias de
resolucion (MESQUITA, 1998). En la Figura 3 mostramos las posibles subconfiguraciones
relevantes que podian ser identificadas mediante alguna aprehension operativa y que
permitian reconocer triangulos con angulos congruentes y lados congruentes, como premisas

de alguno de los criterios de congruencia de triangulos.
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Problema 1 Problema 2
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Figura 3 - Posibles subconfiguraciones consideradas en la resolucion de los problemas.
Fuente: autores.

Las subconfiguraciones relevantes de los dos problemas (tres en el problema 1 y una
en el problema 2) tienen caracteristicas heuristicas diferentes. Las subconfiguraciones ay b en
el problema 1 se solapan en la configuracion inicial por lo que requieren una aprehension
operativa para visualizarlas por separado; mientras que la subconfiguracion c en el problema
1 y la Unica subconfiguracion del problema 2 podian ser consideradas parte de la
configuracién inicial. Ademas, la subconfiguracion c en el problema 1 carece de etiqueta para
indicar el punto de interseccion F de los segmentos RC y BT lo que podria dificultar su
identificacion (CHEN; HERBST, 2013). Asimismo, en la uUnica subconfiguracion del
problema 2, el triangulo rectangulo AACM se muestra en su representacion prototipica (sus
lados perpendiculares son paralelos a los bordes del papel en que estd dibujado), lo que
facilitaria su identificacion (HERSHKOWITZ, 1989).

3.3 Andlisis

Los datos usados en esta investigacion son las respuestas dadas por los estudiantes a
los dos problemas (un total de 364 respuestas). Inicialmente, en el discurso textual generado
en cada resolucion identificamos como el estudiante estaba construyendo su argumentacion
como consecuencia de algunas aprehensiones operativas y discursivas y su coordinacion. El
analisis se realiz6 en dos fases (LLINARES; CLEMENTE, 2014). En la fase 1, identificamos:
- Evidencias de que los estudiantes han generado alguna aprehension operativa

identificando alguna sub-configuracion. Por ejemplo, en el problema 1 y segin la
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subconfiguracion reconocida, cuando el estudiante indica de alguna manera que esta
considerando los triangulos ARCB y ATBC (subconfiguracion a); AATB y AARC
(subconfiguracion b); o bien, ACFB, ARFB y ATFC (subconfiguracion c).
Analogamente, en el problema 2 cuando tienen en cuenta los tridngulos AACM vy
AAMN.

- Si los estudiantes reconocian los objetos geométricos dados como datos del problema en
la configuracion (aprehension discursiva desde el anclaje discursivo al anclaje visual). Por
ejemplo, si en el problema 1 y para la subconfiguracién c, reconocian que los angulos
<RFB y «TFC son congruentes por ser opuestos por el vértice F. De la misma manera, en
el problema 2 si indicaba que la bisectriz del dngulo «CAB determinaba dos angulos
iguales en <A, que el &ngulo «C era recto por ser AACB un triangulo rectangulo en C; y
que el angulo «N es recto por ser MN perpendicular a AB.

En la fase 2, identificamos:

- Si los estudiantes usaban un conocimiento externo a los datos del problema para generar
informacidn adicional. Por ejemplo, en el problema 1,

v' si utilizaban el hecho de que si el tridngulo AACB tiene los lados AB y AC congruentes
implica que es isosceles, y por tanto, los angulos «TCB y «RBC también seran
congruentes;

v’ si el triangulo ACFB tiene los angulos «FBC y «FCB congruentes (dato del problema,
ya que estos angulos son los mismos que <RCB y «TBC), implica que es isdsceles y, por
tanto, los lados BF y CF también seran congruentes;

v" si a dos angulos congruentes (XTCB y «RBC) se les resta la misma parte (¥RCB y
<TBC), lo que queda son angulos congruentes (<BAT y «CAR).

Analogamente, en el problema 2,

v si utilizaban el hecho de que los angulos interiores de un triangulo suman 180° y, por
tanto, conocidos dos angulos en un triangulo podemos conocer el tercero.

- Si los estudiantes usaban un hecho geometrico externo a los datos del problema para
generar informacion adicional sobre la configuracion, utilizando informacion obtenida
previamente como premisas en una cadena deductiva. Por ejemplo, si usaban el criterio de
congruencia de triangulos A-L-A al reconocer la informacién reunida en la configuracion
como premisas de este criterio de congruencia.

De este modo, pudimos identificar los momentos en los que los items de conocimiento

pueden desempefiar papeles diferentes, desde lo configural a desempefiar un estatus logico en
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un proceso deductivo, y la manera en la que los estudiantes usaban las configuraciones en

cada una de las trayectorias de resolucion seguidas.

4 Resultados

Los dos problemas tuvieron niveles de éxito diferentes (Cuadro 2).

Problema Subconfi- Conocimientos de geometria Estudiantes | Total % éxito
guracion requeridos
a CAl+CA2+CA9 116 39,7 %
P1 b CA1+CA2+CA3+CA9 39 164 66,7% 45,7%
c CAL1+CA2+CA3+CA4+CA9 9 33,3 %
P2 Unica CAL1+CA5+CAG+CAT+CA8+CA9 165 165 57%

Cuadro 2 - Relacion entre la subconfiguracion identificada y la trayectoria de resolucion seguida (CAi= items
de conocimiento geométrico activo en la trayectoria de resolucion seguida segun han sido dados en el Cuadro 1).
Fuente: autores.

En el problema 1, de los 182 participantes, 164 estudiantes siguieron trayectorias de
resolucion vinculadas a alguna de las tres subconfiguraciones relevantes y 75 consiguieron
generar procesos deductivos correctos (45,7%, 75 de 164). Los 18 participantes restantes no
iniciaron la resolucion del problema. En las tres trayectorias de resolucion identificadas (a, b y
C) que generaron procesos deductivos correctos activaron respectivamente tres, cuatro y cinco
items de conocimiento geométrico. Los porcentajes de éxito fueron 39,7% (trayectoria
vinculada a la subconfiguracion a), 66,7% (trayectoria vinculada a la subconfiguracion b) y
33,3% (trayectoria vinculada a la subconfiguracion c). En el problema 2, de los 182
participantes, 165 estudiantes siguieron la trayectoria de resolucién definida por la
subconfiguracién relevante y 94 de estos generaron procesos deductivos correctos (57%, 94

de 165). Los otros 17 participantes no iniciaron la resolucion del problema.

4.1 ldentificacion de una subconfiguracion y el conocimiento de geometria en la

trayectoria de resolucion

La resolucion seguida por los estudiantes fue caracterizada considerando la relacion
entre la identificacion de una determinada subconfiguracion y el uso del conocimiento de
geometria puesto de manifiesto en la trayectoria de resolucion seguida. Las caracteristicas de
los problemas usados permitian subrayar este aspecto ya que se diferenciaban en el nimero de
subconfiguraciones que permitian generar trayectorias de resolucion. En el problema 1, tres
subconfiguraciones relevantes y en el problema 2 solo una. La trayectoria de resolucion

vinculada a la subconfiguracién a requiere usar (al menos) tres conocimientos de geometria,
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la vinculada a la subconfiguracién b requiere usar cuatro (los tres anteriores mas la propiedad
aditiva de los angulos congruentes, CA3) y la vinculada a la subconfiguracion c requiere usar
cinco (los cuatro anteriores mas angulos opuestos por el vértice son congruentes, CA4)
(Cuadro 2).

El nimero de estudiantes que iniciaron cada una de las tres trayectorias de resolucion
en el problema 1 han sido 164 (116 para la subconfiguracién a, 39 para la subconfiguracién b
y 9 para la subconfiguracion c). En el problema 2, 165 estudiantes identificaron la
subconfiguracion relevante siguiendo una trayectoria de resolucion que implicaba la

activacion de seis items de conocimiento geométrico.
4.2 Influencia de las figuras prototipicas en el inicio del razonamiento configural
Nuestro andlisis ha permitido identificar cuatro comportamientos relativos a la

influencia de las figuras prototipicas en el inicio del razonamiento configural que ponen de

manifiesto el papel que desempefia la percepcion visual en la activacion del conocimiento

(Cuadro 3).
Problema | Caso Figura Descripcion Subconfi- | Frecuencia
prototipica guracion
1 Tr!angulo Rotacion de la figura inicial b 9
isdsceles
Angulos Identifica el punto de interseccion de los a 20
2 opuestos por segmentos TB y CR y sus angulos
el vértice correspondientes ¢ 7
P1 - — -
Admite explicitamente una propiedad a 10
- errénea (AC_1 BT y RC_ AB) y marca
Tridngulo . o
3 rectangulo los angulos rectos. Prioriza el aspecto
intuitivo frente al formal por las b 3
caracteristicas de la figura inicial
Rotacion de una de las configuraciones
P2 4 Trla}ngulo (AAMN) representandola con los lados Unica 18
rectdngulo perpendiculares paralelos al borde del
papel

Cuadro 3 - Comportamientos derivados de la influencia de las figuras prototipicas identificadas
(1) Estos dos estudiantes posteriormente también identifican la subconfiguracién a continuando con esta
trayectoria de resolucion;
Fuente: autores.

La importancia de estos comportamientos esta en la informacion que proporcionan
para determinar la manera en que la visualizacion y el conocimiento intervienen en la
generacion del razonamiento configural. En relacion al problema 1, identificamos tres
comportamientos caracteristicos vinculados a la influencia de las figuras prototipicas
triangulo isosceles, angulos opuestos por el vértice y tridngulo rectangulo (casos 1, 2 y 3).

En relacion al problema 2, identificamos un comportamiento caracteristico vinculado a la
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influencia de la figura prototipica triangulo rectangulo (caso 4). Las caracteristicas de estos
distintos casos se describen a continuacion.

 Caso 1: Influencia de la figura prototipica tridngulos isésceles en el problema 1. Figura
prototipica de tridangulo isosceles: rotacion de la figura inicial.

De los 39 alumnos que en el problema 1 escogieron la subconfiguracion b, 9
realizaron una rotacién de la figura inicial mediante una aprehension operativa para obtener la
representacion prototipica de triangulo isosceles (Figura 4). Esta manera de proceder no se ha
observado en los estudiantes que han escogido las subconfiguraciones a y c. La Figura 4
muestra las representaciones realizadas por un estudiante que refleja la rotacion de la figura

inicial permitiéndole identificar subconfiguracion b.

Representacion 8
prototipica de:
“Triangulo isosceles” R C‘D
- —
C
A T C

Figura 4 - Fragmento de la respuesta de un estudiante al problema 1 reflejando la influencia de la figura
prototipica triangulo isésceles.
Fuente: autores.

« Caso 2: Influencia de la figura prototipica angulos opuestos por el vértice en el problema 1.

Figura prototipica de angulos opuestos por el vértice: identificacion de los segmentos
RC y BT que intersecan en un punto P (angulos opuestos por el vértice son iguales). De los 9
alumnos que en el problema 1 escogieron la subconfiguracion c, 7 identificaron el punto de
interseccion de los segmentos TB y CR y sus angulos correspondientes (angulos opuestos por
el vértice, Figura 5). La Figura 5 muestra la representacion realizada por el estudiante en la
que se muestra la identificacion de angulos opuestos por el vértice, obteniendo a continuacion
la subconfiguracion c (en esta respuesta se observa que el estudiante realiza ademas una

rotacion de la subconfiguracion obtenida; falta representar ABPC).

Representacion 8 ¢
otating . B S
_prototipica de: B —
“Angulos opuestos R e P =
por el vértice” | mp . . Lf// ,
T\L R e
C o A T C

A T
Figura 5 - Fragmento de la respuesta de un estudiante al problema 1 reflejando la influencia de la figura
prototipica &ngulos opuestos por el vértice.

Fuente: autores.
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« Caso 3: Influencia de la figura prototipica triangulo rectangulo en el problema 1. Figura
prototipica de tridangulo rectangulo: el resolutor percibe (erréneamente) en la figura inicial
triangulos rectangulos, cree ver que AC_| BT y RC_| AB.

En estos casos, el estudiante admite una propiedad exclusivamente por las
caracteristicas de la percepcién visual de la figura inicial, priorizando el aspecto perceptual
frente al formal. La Figura 6 muestra las representaciones realizadas por un estudiante y como
identifica errbneamente tridngulos rectangulos posiblemente por la influencia de la imagen
prototipica triangulo rectangulo. Respectivamente: triangulo rectangulo-izquierda (ATAB;
angulo recto hacia la izquierda, obteniendo la subconfiguracion b); y triangulo rectangulo-
derecha (ATBC; angulo recto hacia la derecha, obteniendo la subconfiguracion a, expresada

mediante texto).

Representacion e
prototipica de:
“Triangulo fa¥ g =
rectangulo-izquierda™ —_— /L‘
/ L

Representacion
prototipica de: \/‘{ \
“Triangulo /
1cctdnguln -lerecha™ » s \\q‘ N
Seo fion Widngulos f‘s'l-’_ y Ay B

o~
(LS

?x} ;:'_4>

- o
T BRC (ol ser LA ST o RBL ALY
A2EE ML g 2 Fo

Figura 6 - Fragmento de las respuestas de dos estudiantes al problema 1 que refleja la influencia de la figura
prototipica triangulo rectangulo.
Fuente: autores.

« Caso 4: Influencia de la figura prototipica triangulo rectangulo en el problema 2.

Figura prototipica de triangulo rectangulo: identifica (correctamente) en la figura
inicial los triangulos rectangulos AACM y AAMN definidos por los datos del problema
(AACB es un tridngulo rectangulo en C y MN_LAB en N); y de manera analoga al caso 1,
realiza una rotacion de una de las configuraciones (AAMN) representandola con los lados
perpendiculares paralelos al borde del papel en que esta dibujado.

La figura 7 muestra cdmo un estudiante realiza la rotacion del tridngulo rectangulo
A AMN para representarlo en la posicion prototipica (lados perpendiculares paralelos al borde
del papel en que esta dibujado), obteniendo la unica subconfiguracion relevante identificada.
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Representacién
prototipica de:
“Triangulo rectangulo”
(lados perpendiculares
paralelos al borde del papel)

/

Figura 7 - Fragmento de la respuesta de un estudiante al problema 2 que refleja la influencia de la figura
prototipica tridngulo rectangulo.
Fuente: autores.

-

[

M

En el problema 1, 7 de los 9 estudiantes que escogieron la subconfiguracion c,
identificaron el punto de interseccion de los segmentos TB y CR y sus angulos
correspondientes (representacion prototipica de angulos opuestos por el vértice). Ademas, 13
estudiantes admiten erréneamente en el problema 1 una propiedad (AC_ BT y RC_| AB) para
obtener la representacion prototipica de tridngulo rectangulo, iniciando a continuacion la
trayectoria de resolucion vinculada a la subconfiguracion a (10 estudiantes) y a la
subconfiguracién b (3 estudiantes). Finalmente, en el problema 2, 18 alumnos realizan una
rotacion de una de las configuraciones (triangulo rectdngulo AAMN), representandola con
los lados perpendiculares paralelos al borde del papel para obtener la representacion

prototipica de tridngulo rectangulo (Cuadro 3).

5 Discusion y conclusiones

Esta investigacion estudia la relacion entre la identificacion de figuras prototipicas y el
conocimiento de geometria en la resolucion de problemas de probar como una manifestacion
del razonamiento configural. Los resultados muestran que la identificacibn de una
configuracién relevante activa determinados items de conocimiento geométrico, definiendo
una determinada trayectoria de resolucién, poniendo de manifiesto la importancia de las
actividades de visualizacion en el aprendizaje de la geometria.

Nuestros resultados indican que la identificacién de alguna subconfiguracion relevante
es un factor determinante en el desarrollo de una trayectoria de resolucién, mostrando la
relacion entre la visualizacion y el conocimiento de geometria del resolutor. En esta situacion
podemos reconocer dos cambios de anclaje (DUVAL, 1998). Por una parte, podemos
interpretar que las respuestas de los resolutores indican que el reconocimiento de una figura
prototipica en la configuracion inicial activa determinados conocimientos de geometria,
poniendo de manifiesto el cambio del anclaje visual al anclaje discursivo descrito por Duval

(1998). En segundo lugar, el conocimiento de geometria del resolutor parece que le permite
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visualizar unas configuraciones frente a otras, lo que pondria de manifiesto a su vez, el

cambio del anclaje discursivo al anclaje visual. Las representaciones prototipicas (lo primero
que ve el alumno) desempefian un papel relevante en esta doble relacion entre la percepcion
visual y el conocimiento vinculado a los cambios de anclaje visual-discursivo y viceversa
(Figura 8).

PR | Caso Descripcion Subconfi-
guracion

8 A A A
Representacion prototipica de:
1 ‘ “Triingulo isosceles” A R g b
R T
A T C c B C B

B B
Representacidn prototipica de: R Rd
2 “Angulos opuestos por el vértice” —_— F — F c
F

- o
P1 A T C TBC

B B B B
Representacion prototipica de: R
“Triangulo rectingulo-derecha” — — R a
A T C T c T c c

8 B B
Representacion prototipica de: R R
“Triangulo rectangulo-izquierda” A — — A b
n T ¢ A T A T A c
Representacion A A A A
prototipica de: A q
“Triangulo rectangulo” L.
P2 4 (lados perpendiculares N N > unica
paralelos al borde del papel) | -
N 44— e,

Figura 8 - Representaciones prototipicas (lo primero que ve el alumno) identificadas en la figura inicial de los
problemas del cuestionario.
Fuente: autores.

Los datos relativos al numero de estudiantes que en el problema 1 iniciaron una
trayectoria de resolucion y los conocimientos de geometria requeridos en cada una de ellas
(Cuadro 2), parecen indicar la existencia de una relacion entre la identificacién de una
determinada subconfiguracion relevante de entre varias posibles y el conocimiento de
geometria requerido para seguir la trayectoria vinculada a ella.

En el apartado de resultados solo hemos contabilizado los casos en los que existe
evidencia en el discurso textual generado por el estudiante de la identificacion de alguna
figura prototipica. Por ejemplo, en el problema 1 marcando errbneamente como triangulo
rectangulo una figura que no lo es. Sin embargo, podemos considerar esta idea de un modo
mas amplio, ya que el estudiante podria reconocer alguna de estas representaciones

prototipicas, aunque no lo manifieste explicitamente. Es decir, si la representacion prototipica
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de triangulo rectangulo para un determinado alumno es tridngulo rectangulo-derecha (angulo
recto hacia la derecha), de los diversos tridngulos rectangulos que podria percibir en la figura
inicial (por ejemplo, AABT y ATBC) reconocera, en primer lugar, el triangulo ATBC ya
que para él tiene mayor visibilidad, que le llevara a identificar preferentemente la
subconfiguracion a.

Los resultados de esta investigacion indican la importancia de los procesos de
visualizacion y de la relacion entre las aprehensiones operativas y discursivas previos al
desarrollo de los procesos deductivos formales. La identificacion de una figura prototipica
durante la resolucion del problema permite centrar la atencion del resolutor en sus
propiedades figurales, es decir, como figuras percibidas por los sentidos, pero interpretadas a
través del conocimiento de geometria previo. Asi, la percepcion visual se convierte en una
herramienta anticipatoria en el proceso de resolucion.

Estos resultados estan en relacion con los obtenidos por Gal y Linchevsky (2010) en el
sentido de que la percepcion visual vinculada a las aprehensiones operativas y discursivas
pueden llegar a dificultar o favorecer el uso de determinados conceptos y propiedades
geométricas necesarias para la resolucion del problema. Desde estos resultados, se deriva la
necesidad de ensefiar a ver a los resolutores durante el aprendizaje de la geometria. Es decir,
los maestros deberian ensefiar a sus alumnos a ver las configuraciones geométricas que
pueden ser relevantes para la resolucién del problema.

Lo que nuestros resultados indican es que los estudiantes para maestro deben llegar a
conocer la geometria en el ambito curricular de la educacion primaria, de forma que les
permita ir mas alla de simplemente reconocer propiedades y hechos geométricos en las
figuras geométricas. De esta manera, el que el maestro sea consciente del papel que
desempefia la visualizacién en el aprendizaje de la geometria le puede ayudar a gestionar las
dificultades de sus estudiantes.

Lo anterior permite proponer una hipotesis de trabajo futuro. Si los maestros
reconocen la importancia de la visualizacion en la resolucion de problemas y conocen las
relaciones entre diferentes hechos geométricos pueden llegar a gestionar, convenientemente,
las dificultades de sus estudiantes cuando estan aprendiendo conocimientos de geometria. Con
este conocimiento especializado de geometria los maestros pueden proveer a sus alumnos de
las destrezas necesarias para identificar subconfiguraciones en la figura inicial, que permitan
activar los conocimientos de geometria oportunos para la resolucion del problema
(STYLIANIDES; BALL, 2008). Es decir, potenciar el papel de la visualizacion en la

ensefianza — aprendizaje de la geometria se convierte en un aspecto clave. Sin embargo, es
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necesaria méas investigacion para apoyar esta linea de trabajo centrada en la relacion entre la
visualizacion, la generacion del razonamiento configural y la resolucién de problemas de
probar en el sentido de aportar informacion especifica para la toma de decisiones en la

formacion de maestros.
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