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Abstract. For axialsymmetric stationary vacuum fields Einstein equations
reduce to a system, derivable from a simple Lagrangian. An investigation of its
forminvariance leads to a method to construct from known solutions generalized
solutions with one additional parameter.

The method is applied to WeyΓs class and to Kerr metric.

Fur axialsymmetrische stationare Vakuumfelder reduzieren sich die Einstein-
schen Gleichungen auf ein System, das aus einer einfachen Lagrangefunktion herleit-
bar ist. Eine Untersuchung ihrer Forminvarianz fύhrt zu einer Methode, die es
erlaubt, aus bekannten Losungen verallgemeinerte Lδsungen mit einem zusatz-
lichen Parameter zu konstruieren.

Das Verfahren wird auf die Weylsche Klasse und auf dieKerr-Metrik angewandt.

1. Einleitung

Tins interessieren hier diejenigen Losungen der Einsteinschen Feld-
gleichungen fur das Vakuum, bei denen eine Abelsche Bewegungsgruppe
G2 vorliegt. Der zeitartige Killingvektor ξt* drύckt die Stationaritat aus,
der raumartige Killingvektor ημ, dessen Trajektorien konzentrische
Kreise um die Symmetrieachse seien, beschreibt die Axialsymmetrie.
Beide Killing vektorf elder sind im allgemeinen nicht hyperflachennormal.
Unter diesen Voraussetzungen allein lassen sich die Feldgleichungen
noch nicht integrieren, die statischen axialsymmetrischen Losungen
(Weylsche Klasse) sind jedoch vollstandig bekannt. Wir geben ein Ver-
fahren an, wie man aus bekannten Losungen (mit G2) andere mit zusatz-
lichem Parameter gewinnen kann.

2. Feldgleichungen

Wenn die Feldgleichungen Bμv = 0 auBerhalb einer inselfόrmigen
Materieverteilung auch auf der Achse erfύllt sein sollen, laβt sich nach
[1] das Linienelement eines Raumes mit den Killingvektoren ξf* und
ημ ohne zusatzliche Annahmen auf f olgende Form bringen:

ds* = e~*u(γAB dxA dxB + W* dφ*) - e*u(dt + a dφ)*
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Dabei hangen die metrischen Funktionen γAB, W, U, a nur von den
beiden Variablen XA ab. Im Zweierraum F2 mit der Metrik γAB kόnnen
noch beliebige Koordinatentransformationen

(2)
ausgefuhrt werden.

Setzt man in der Metrik (1) voraus, daβ einer der beiden Killing-
vektoren hyperflachennormal ist, so ergibt sich unmittelbar die Existenz
eines zweiten hyperflachennormalen Killing vektors. Damit gilt

Satz I. Die Bondi-Metrik [2] entMlt keine eigentlich-stationaren, son-
dern nur statische Lδsungen mit G2.

Stationare axialsymmetrische Massenstrόme in den Ebenen φ = const.
mύβten sich also, wenn sie ύberhaupt existieren konnen, an eine statische
Weylsche Vakuumlόsung anschlieβen lassen. Stationare Rotationen um
die Symmetrieachse sind jedoch mit den Feldgleichungen vereinbar und
in der von SACHS [3] angegebenen Verallgemeinerung der Bondi-Metrik
enthalten.

Satz I laβt sich attch ohne das Resultat von [1] zeigen [4].
Anstelle von a == e~zug03 fuhren wir jetzt gemaβ1

*,A=^*AO*'° (3)

eine neue Funktion b ein. Damit folgt aus den Feldgleichungen Bμv = 0 :

W,A* = 0 , (4)

,A V* , (5)

- j f ( W b , Λ ) * = lϋ,ΛV*. (6)

Die metrischen Operationen beziehen sich auf γAB.
(6) ist die Integrabilitatsbedingung zu (3); die ursprύnglich fur a

geltende Differentialgleichung ist durch den Ansatz (3) identisch erfύllt.
Ein Konformfaktor in der Metrik γAB geht in die Gin. (4—6) nicht ein.
Die restlichen Feldgleichungen liefern dann gerade die Bestimmungs-
gleichung fur diesen Konformfaktor.

Mit Hilfe von (2) lassen sich in F2 immer isotrope Koordinaten ein-
f ύhren :

Da W in diesen Koordinaten Potentialfunktion ist, kόnnen wir durch
eine Transformation

z' = w(z), zz=xljϊ- ix2, w(z) analytisch (8)

SAB = Levi-Civita-Pseudotensor in F2 (Metrik γA£).
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stets W = x1 erreichen. Die isotrope Form von γAB wird dabei nicht
zerstόrt. Damit ist (4) identisch befriedigt, und das Problem reduziert
sich auf das gekoppelte System elliptischer Diff erentialgleichungen

Zu jeder Lόsung U, b dieses Systems ist dann das zugehόrige k durch ein
Linienintegral aus

*,f = -£ [(^)2 + τe~4ί7^)2] (**** + w) (10)
bestimmbar, wobei die Integrabilitatsbedingung wegen (9) automatisch
erfύllt ist.

Die Weylsche Klasse ist als Spezialfall (b = 0) enthalten.
Auf das System (9) wird man aueh bei der Behandlung anderer

Probleme gefύhrt. Zum Beispiel laBt sich jeder axialsymmetrischen
stationaren Lόsung von Rμv=Q eine axialsymmetrische statische Lδsung
rnit elektrostatischem Feld zuordnen, indem man in (1) a = 0 setzt und
die Substitutionen

2U-+ U,

(11)

(κ = Einsteinsche Gravitationskonstante, χ = elektrostatisches Poten-
tial) sowie Parameteranderungen (l-+il) vornimmt. Die Lόsung, die in
diesem Sinne das Analogon zur Kerr-Metrik [5] darstellt, wurde in [6]
angegeben und diskutiert. Umgekehrt entspricht beispielsweise der
Reissner-Nordstrόm-Lόsung eine stationare Lόsung, bei der allerdings
die Bedingung

sin2$
a „ — ___ _|_ (Cohere Potenzen in sin^ und i—1) (12)

nicht erfύllt ist (a~ cosι9). (12) wird durch die linearisierte Theorie
nahegelegt [7] und ermόglicht

(1) Ubergang des Linienelementes in die Metrik des flachen Raumes
fur groBe raumliche Abstande r,

(2) Mikroeuklidizitat auf der Symmetrieachse [8]. (Das Verhaltnis
von Umfang zu Radius eines Kreises um die Achse ergibt im Limes
kleiner Radien gerade 2π.)

Das Gleichungssystem (9) bleibt gegenύber der Ersetzung

eaff — ap.e-*v
(13)

b,A = ix1 e~*



Einsteinsche Feldgleichungen 135

f orminvariant. (Der Faktor ί Ξ== ]/— 1 kann durch Parameteranderungen
ausgeglichen werden.) Aus einer Lόsung U, £ erhalt man so eine neue
Lδsung U, b.

3. Invarianzen der Lagrangefunktion

Das System (9) ist aus der Lagrangefunktion

L = *ι (ϋ,A Ό,A +±er«> b,Ab,A) (14)

(
S T S f \

-gg = -VT- = 0 j . Beim formalen Ubergang von Zylinder-

koordinaten zu dreidimensionalen kartesischen Koordinaten ergibt sich

L=Z7,,Z7,< + -i- e-** &„&* ί = 1, 2, 3 (15)

Ld U Ξ= C7n n. = -̂  (x1 ί7,^),^J. Mit der Abkύrzung

/ = e 2 Z 7 + iJ (16)

erhalt man schlieβlich aus (15)2

Γ ^ f' •< /(/* == eύu — 10) .
(/ -t- rr

Wir untersuchen die Forminvarianz von L bei Transformationen

U=U(U,f), b = b(U,S). (18)

Eine Differentialform e2kdzdz* bleibt nur bei analytischen Trans-
formationen (8) f orminvariant (17) hat eine entsprechende Struktur, das
heiBt

/ = /(/), (19)
und es ist noch die Gleichung3

/' /*' 1/ / •*• /rtΛ\
(/ _j_ y*)2 (J _|_ p)2 \ΔV)

auszuwerten. Wir formulieren das Ergebnis in
Satz II. Die Lagrangefunktion bleibt nur gegenuber den Transfer-

mationen

f ~ ϊ -L •/? + * y (αί β> 7 reelle Konstanten) (21)_L -
f orminvariant.

Dieses Resultat laβt sich auch herleiten, indem man (15) als Diffe-
rentialform

2 Diese Form wurde auch von F. J. ERNST; Phys. Rev. 168, 1415 (1968)
angegeben (Zusatz bei der Korrektur).
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auffaBt. Die Krϋmmung dieses ,,Raumes" ist konstant:

(22)

Man kann daher diese Pseudosphare in einen pseudoeuklidischen Raum
einbetten :

1 D

e*U ^ A + G > b= A + C ' (23)

Wir werden so auf ein Variationsproblem mit

L = A9iA9i + B}ίB}i - 09i09i (24)

unter der Nebenbedingung

^42 + £2 _ C2 = _ i (25)

gefΰhrt. Die Feldgleichungen erhalten die symmetrische Form

AA = λA, AB = λB, ΔC=λC (26)

(Λ, = L: Lagrangescher Multiplikator).
Bei dem entsprechenden mechanischen Problem (kraftefreie Bewe-

gung eines Massenpunktes auf einer Pseudosphare) ist λ = const, und
die Integration bereitet keinerlei Schwierigkeiten. Hier liegt aber eine
Abhangigkeit von 2 unabhangigen Variablen vor.

Die Lorentzdrehungen im Raum der A} B, C (3 Gruppenparameter)
bilden die Invarianzgruppe von (24) und (25). Umrechnung auf die
komplexe Variable / ergibt das Resultat (21).

Eine ahnliche Untersuchung findet man in [9]. Dort wird allerdings
die Funktion b nicht eingefύhrt, und die reellen Lorentzdrehungen
fύhren nicht zu neuen Lδsungen, sie sind mit Koordinatentransforma-
tionen in der Raum-Zeit identisch.

Aus einer Lόsung /gewinnen wir gemaβ (21) (Satz II) eine Losung /,
die zunachst 3 neue Parameter enthalt, von denen aber γ wegen (3)
unwesentlich ist und α durch die Koordinatentransformation

φ' = arV*φ, t' = oϊ/*t (27)

zu 1 gemacht werden kann. Es bleibt nur ein wesentlicher Parameter.
Das asymptotische Verhalten / -» 1 wird durch die Operation (21) nicht
verandert, wenn wir

α = 0»+l, γ=β (28)
wahlen.

Bei Beschrankung auf statische Metriken (S = 0) und β = 0 geht
(21) in eine spezielle Form des Buchdahl-Theorems [10] ύber:

U = - U . (29)
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4. Lδsungen der Γeldgleichungen

An konkreten Beispielen soil gezeigt werden, daβ (21) tatsachlich
einen wesentlichen Parameter enthalt und zu einer erweiterten Lόsung
fύhrt.

1. Die Anwendung von Satz II auf die statischen Metriken ergibt die
Losungsklasse U = Z7(b) [11]. Wir erhalten mit (28)

= 0 (30)

und damit den Zusammenhang (β 4= 0)

e*v=ι+ ft2"1 b-b*. (31)

Fur β = 1 vereinfachen sich die Ausdrύcke (30), (31) zu

e-2ί7 = &>\Ψ b = Z$Ψ, e4ί7 = 1 - δ2 (32)

(Ψ ss 2 ϋ). Mit der Lόsung der Potentialgleichung Δ Ψ = 0

Ψ=Σ^^ (33)fi = l

bereehnet man die Funktion a zu

P l , _ 1 ) ~ - ( l +.. .)• (34)

Fur n ̂  1 ist die Lόsung also in Einklang mit der Bedingung (12),
das Gravitationspotential enthalt jedoch keinen Anteil ^ l/r : Die
Lόsung beschreibt wahrscheinlich rotierende Massenmultipole. Die
Erweiterung von (33) um einen Term n = 0 zerstόrt die Eigenschaft (12).

Die Ersetzung (13) fύhrt die Klasse U(b) in eine andere Losungs-
klasse uber, die durch die Existenz eines hyperflachennormalen kom-
plexen Killingvektors ζμ gekennzeichnet ist :

(a;1)2 e~*v = 1 + α2 o g00 = - gm : (35)

In diesem Fall lassen sich die Feldgleichungen natύrlich auch direkt
integrieren.

2. Wir wenden (21) auf die Kerr-Metrik an und erhalten nach einer
Transformation r -> r — v:

f = 1 — 2 — ̂ — — - ml9 w2, 1 : reelle Konstanten (36)

γAB dxA dxB = (r2 -

m2) .
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Die zugehόrige Funktion a berechnet man daraus zu

^r + m2) +2m2 cos# R2

Zwischen den Parametern m1? ra2, r, /? und m (== Massenparameter in der
Kerr-Metrik vor der Transformation (21)) bestehen die Relationen

(37)

Fur β = m2 = 0 erhalt man die Kerr-Lόsung (ml = — m), fur Z = 0 die
NUT-Metrik [12]. Die mit Hilfe unseres Verfahrens gewonnene kom-
binierte Metrik (36) wurde in [13] angegeben. Die dort angewandte
komplexe Fortsetzung sichert nicht von vornherein, daβ man wieder
eine Lόsung der Feldgleichungen erhalt.

Die Transformation

φ'=φ+G(r) (38)

d F _ r* + (I + m*)2 dO__ __ l_
~dr~~~ R* ' dr ~~ R*

stellt die Verbindung zu dem in [13] verwendeten Koordinatensystem
her4.

Die Berechnung des Krύmmungstensors zeigt, daβ (36) fur m2 Φ 0
nicht mit der Kerr-Lόsung identiseh ist.

Satz II f ύhrt also zu echten Erweiterungen man gewinnt neue
Lόsungen.

Nach (11) erhalten wir die zu (36) analoge statisehe Lόsung mit dem
elektrostatischen Potential

Fur alle Parameterwerte verhalt sich diese Lόsung auf der Symmetrie-
achse auBerhalb eines endlichen Gebietes regular; die Metrik hat das
richtige Verhalten fur r -> oo. Die Quellstruktur haben wir noch nicht
untersucht.

Herrn Prof. Dr. E. SCHMUTZER und den Mitarbeitern der Arbeitsgruppe Eela-
tivitatstheorie danken wir fiir wertvolle Diskussionen.

4 In [13] sind bei der Angabe der Metrik Druckfehler aufgetreten, z. B. nmβ
es in (3.2) richtig heifien: gr33 = — R2 sin2# + A (Afz — 2a sin2^).

Parameteridentifizierungen: mx = ra0, ma = &, I = a.
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