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ANNALEN zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADER PHYSIK. 
VIERTE FOLGIE. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBABAND 49. 

Einleitung zu Teil I (Meperaiomtheorie) und Teil XI (Theorie 
der Reflexion nnd Breohung). 

Das Problem, die Kristalloptik aus der Strukturtheorie 
tler Kristalle zu begriinden, habe ich in meiner Dissertation 
1912 .behandelt. Die mir damals gestellte Aufgabe war, zu 
untersuchen, ob die Anordnung von Dipolen, wie sie seit 
Drude zur Erkliirung der Dispersion benntzt werden, in cinem 
rhombischen Gitter hinreicht - als einfachstes Bild ekes doppel- 
brechenden Kristalls -, urn optische Doppelbrechung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu er- 
zeugen; ferner ob die Doppelbrechung, bei plausiblen An- 
nahmen uber die Verschiedenheit der drei Achsenliingen, von 
einer der beobachteten vergleichbaren GroBenordnung sei. 
Es sei daran erinnert, daJ3 diese Fragen gestellt wurden, bevor 
uberhaupt durch L aues und seiner Mitarbeiter Versuche 
uber die Interferenz der Rontgenstrahlen mit Sicherheit die 
Gultigkeit der Strukturtheorie der Kristalle entschieden war, 
und daB gehofft werden konnte, in der Dispersion ein Argument zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
fiir die Strukturtheorie zu finden. 

Das Resultat der Dissertation ist, daB ein Gitter mitt 
nicht extremen Achsenverhiiltnissen in der Tat allein durch 
die Ungleichheit der Abstiinde der Dipole in den verschiedenen 
Richtungen AnlaB gibt zu einer starken Doppelbrechung; 
daJ3 ferner das Gesetz, das Brechungsindex mit Fortschreitungs- 
richtung der Welle verbindet (Normalenfliicha), das richtige 
ist. Das einfache Bild des Kristalls ist also vom Standpunkt 
der Opt& BUS richtig. 

DaB bei dem numerisch durchgerechnetea Gitter mit den 
Bchsenabschnitten wie bei Anhydrit eine andere als die beob- 
achtete Doppelbrechung gefunden wurde, wurde schon damals 
in Zusammenhang damit gebracht, daJ3 der Kristall in Wirk- 
lichkeit nicht aus zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAeinem, sondern &us vielen einfachen Gittern 
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des der Rechnung zugrunde gelegten Typus besteht zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- eine 
Tatsache, an der nach den Offenbarungen uber Kristall- 
aufbau, die wir den Rontgenstrahlen verdanken, nicht zu 
zweifeln ist. 

Auch heute 1813t sich noch nicht entscheiden, ob die Doppel- 
brechung in manchen Fiillen allein durch die Anisotropie der 
Luge hervorgerufen wird, oder ob stets noch eine Anisotropie 
der Bindung hinzukommt, d. h. eine nach den drei Haupt- 
richtungen ungleiche riicktreibende Kraft. Es fehlt zurzeit 
noch an einem doppelbrechenden Kristall von einfachem 
chemischem Aufbau, dessen Struktur aus Rontgenunter- 
suchungen bekannt ist und dessen auf Grund der Lage allein 
zu erwartende Doppelbrechung sich nach den in der Dissertation 
gebrauchten Methoden berechnen 1aBt. Durch Vergleich mit 
der Erfahrung werden sich Ruckschlusse auf die . Anisotropie 
der Bindung und damit auf die inneren Krafte des Kristalls 
ergeben. Schwefel wird ein geeignetes Beispiel sein, sobald 
seine Struktur ganz bekannt ist. Der auf numerische Rech- 
nung abzielende Teil ist gekurzt worden. 

Wahrend das Hauptinteresse bei der Fragestellung, wie 
geschildert, in der Doppelbrechung, ihrer Grol3e und ihrem 
Zustandekommen lag, ergab sich bald, daB die Behandlung 
auch vom Standpunkte der Dispersionstheorie aus manches 
neue bot. Die genau gegebenen Lagen der Dipole ermoglichten 
eine strengere Rechnungsart, als fruher bei der Behandlung 
der Dispersion isotroper Korper unter Bildung von Mittel- 
werten moglich war, und kleine begriffliche Unklarheiten traten 
hier, die Aufmerksamkeit erzwingend, hervor. Es ist dies 
einmal die Frage, wie eigentlich - im unendlich ausgedehnt 
gedachten Kristall - die von den einzelnen Dipolen aus- 
gehenden Felder zu summieren sind ; also eine Konvergenz- 
frage, die aber im endlichen Kristall ihren physikalischen 
Sinn beibehalt. 

Ein zweiter neuer Gesichtspunkt, wenigstens gegenuber 
der Planckschen und der Lorentzschen Theorie, bestand 
in dem Fortlassen der ,,einfallenden Welle". Bei P lanck 
wie beiLorentz wird der einzelne Dipol durch eine elektrische 
Kraft erregt, die sich aus zwei Teilen zusammensetzt: dem 
was ,,von auf3en" einfiillt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(Eo) und dem, was dem Dipol von 
den anderen Dipolen des Kijrpers zugestrahlt wird. Der erste 
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Ted go hatte keinen Platz in der Theorie deq unbegremten 
Kristalls. Allein die gegenseitige Zustrahlung unterhielt die 
Dipolschwingmgen, so daS' der ganze Schwingungszustand 
des Kristalls wie eine Art von freier Schwingung aufzufassen 
ist, ohne adere erzwingende Kriifte. Als Grund fiu das Fort- 
lassen der iiuBeren Anregung Go wurde die Idealisierung des 
Problems angegeben, die darin liegt, daB ein unbegrenzter 
Kristall betrachtet wird; und es wurde die Behauptung auf- 
gestellt, daS dem Ran& des begrenzten Kristalles die Rolle 
lrufallen musse, die einfallende Welle Q& fiir daa ganze Innere 
des Kristalles zu kornpensieren. So allein war zu begreifen. 
daB im unbegrenzten Kristall von der &uSeren Anregung 
nichts zu spiiren sein sollte. 

In dieser Behauptung lag das Eingestiindnis, daB zu 
einem vollkommenen Verstiindnis der Dispersionstheorie die 
Behandlung der Reflexion und Brechung, also der Vorgiinge 
in der Gremschicht des Korpers, unumgbglich notwendig 
sei. Diesem Mange1 will der zweite Teil der vorliegenden 
Arbeit abhelfen, der somit neu ist.]) Er behandelt folgendes 
Problem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

Gegeben sei ein begrenzter Kristall - der etwa den ganzen 
oberen Halbraum erfiille mit Grenzfliiche z = 0; von mten 
falle unter beliebigem Winkel eine ebene Welle Go auf. Welches 
ist die Schwingungsweise der Dipole und entstehen durch ihre 
Schwingmgen gebrochene und reflektierte Wellen - also die 
Fresnelschen Formeln; ist endlioh von dem vermuteten Ein- 
fluS des Randes &was zu spiiren? 

Dieses Problem des berandeten Krishll s erscheint von 
vornherein bedeutend schwieriger, als das des unbegrenzten. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
In der Tat bildet der in der Dissertation adgefundene Schwin- 
gungszustand mit seinen Ankliingen an die freie Schwhgung 
eines mechanischen Systems die Vorstufe, mit deren Hilfe 
die Behandlung des begrenzten Korpers gehgt. Gerade da- 
durch, daB die hdscb ioh t  das Innere des Kristalles gegen 
das Eindringen der ljnseren Welle abschirmt, kommt es niim- 
lich, daS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAim Innern vom Rande ab die'Sshwingungsweise 

l) Anm. bei der K'orrektur: Kiirzlich hat SEE C. ,W. Oseen in 
anderem Zusammenhaqe auf die Notwendigkeit die Dislper- 
sionstheorie in dem hier durohgefiihrten S h e  zu emmien, Phyaikel. 
Zeitschr. 16. p. 404. 1916. 

1 +  
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herrscht, als gabe es weder einen Rand, noch die einfallende 
Welle. Diese 'Schwingungsweise ist uns aber in der Grund- 
losung des unbegrenztin Kristalles bekannt, und so wird mit 
kleiner Miihe der begrenzte Korper auf den bekannten zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAim- 
begrenzten zuriickgefuhrt. 

Wenn soweit der zweite Teil dieser Arbeit als Fortsetzilng 
des Problems der Dissertation und im besondern als Beweis 
fur eine dort aufgestellte Behauptung gelten kann, so wird 
in ihm ferner auf einen Punkt naher eingegangen, der fruher 
nicht behandelt worden ist. Dies ist der Ubergang von 
dem genauen mikroskopischen Feld, das zwischen den Di- 
polen herrscht, zu dem makroskopischen gemittelten Feld, das 
in der phanomenologischen Theorie zur Behandlung der Re- 
flexion und Brechung dient, und dessen Amplituden in den 
Fresnelschen Formeln festgelegt sind. Bei diesen handelt es 
sich urn den Vergleich der Feldstarken aderhalb und inner- 
halb des Kristalles und man hat daher genau auf den Zusamrrien- 
hang des errechneten mikroskopischen im freien Ather zwischen 
den Dipolen des Korpers geltenden Feldes mit den Maxwell- 
schen GroBen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 und % im Korper einzugehen. Beim reinen 
Problem der Dispersion, wo es sich nur um die Ermittlung 
der Phasengeschwindigkeit handelt , mi t der irgendeine der 
GroBen 6, SD oder @ fortschreitet, fallt die Notwendigkeit 
fort, zwischen Q und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATI zu unterscheiden, und die Disser- 
tation konnte ihr Ergebnis allein dem Vektorpotential ent- 
nehmen, ohne uberhaupt in diesem Zusammenhang die Feld- 
st&rken zu beachten. Bei den Fresnelschen Formeln aber 
muB dies besprochen werden. Der 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5 des 11. Teils gehort dem 
Inhalt nach eigentlich ebensosehr zum 1. Teil (Dispersion) wie 
zur Theorie der Brechung, wurde aber dort gelassen, um die 
fur die reine Aufgabe der Dispersionstheorie notwendigen 
Gedankengange nicht zu unterbrechen. 

SchlieBlich sei erwahnt, daB auch das Verhalten des 
Kristalles ganz kurzen Wellen (Rontgenstrahlen) gegeniiber in 
der strengen Rechnung mit einbegriffen ist, wovon der letzte 
Paragraph ($ 7) handelt. Besonders gut 1aBt sich der Uber- 
gang vom Fall der Rdntgenwellen mit den zahlreichen Inter- 
ferenzstrahlen zu den optischen Wellen mit den drei einzigen 
Wellen (einfallend, gebrochen, reflektiert) verfolgen. 
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Teil I: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATheode der Diepereion.’) 

8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1. Fmgestellung. 

1. Gegeben sei ein einfaches rhombisches Gitter zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, dessen 
Gitterpunkte die rechtwinkligen Koordinaten 

X =  2 a l ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY = 2 b m ;  Z =  2cn 
( E ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm, n ganzsahlig von - 00 bis + 0)  

haben. -4n diese Gitterpunkte sind Elektronen quasi-elastisch 
und isotrop gebunden; das letztera soll heiBen, daB die vomGitter- 
punkt auf das Elektron ausgeubte Kraft nur von der GroSe, 
nicht von der Richtung der Elongation abhiingt. Mit welcher 
Geschwindigkeit und welcher Diimpfung kann sich eine ebene 
Welle von gegebener Frequenz in diesem Medium fortpflanzen? 

2. Zunachst sei darauf hingewiesen, daB die schwingenden 
Elektronen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfiir die Rechnung in bekannter Weise durch Dipole 
ersetzt werden, indem die Ladungen + e und - e ,  die sich 
kompensieren, in den Gitterpunkten hinzugedacht werden. 
+ e bildet mit dem verschobenm Elektron zusammen den 
Dipol, wiihrend das statische Feld der in den Gitterpunkten 
ruhenden Ladungen - e hier nicht interessiert. 

Beschreibt man eine ebene Welle durch die Formel 

1 7  
@ = % e ( E e - i n t + i k 8  

wo E eine Amplitude, n Frequenz und s die im S h e  der 
Wellennormalen geziihlte laufende Koordinate ist, so sind die 
gesuchten GroBen der Phasengeschwindigkeit und Diimpfung 
in der Konstante k enthalten, deren reeller Ted k, die Phasen- 
geschwindigkeit q = n gibt, wahrend der imaginare Teil k, 
die Dilmpfung verursacht. 

Es wird nun der Ansatz gemacht, daB die Ebenen senk- 
recht zu s Ebenen gleicher Dipolphase sind. Dabei bleibt die 
Geschwindigkeit q, mit welcher aich die Phase uber das Gitter 
hinwegbewegt, zuntichst unbestimmt. Man zeigt nun durch 
Ubereinanderlagern der von den Dipolen ausgehenden Einzel- 
felder, daB infolge des Ansatzes f i i r  die (diskreten) Dipol- 
schwingungen auch die (kontinuierlichen) FeldgroSen die 
Form einer ebenen Welle annehmen, und daB Geschwindig- 

1) Gegiirzte Dieeatation Miinchen 1912. Ich moohte es nicht unter- 
lesaen, anch an dieser Stelle Hra zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAProf. Sommerfeld fiir die Anregung 
imd Unterstiitzung dieser Arbeit meinen herzlichen Dank auszuspreohen 
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keit und Dgmpfung bei beiden Wellen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- dem Felde und der 
Dipolanregung - identisch sind. Um diese GroBen selbst, 
die sich in der komplexen Konstanten k zusammenfassen 
lassen, zu bestimmen, mu13 auf die dynamische Moglichkeit 
des Ansatzes eingegangen werden. Es ist niimlich zu ver- 
langen, daB jeder Dipol von dem ihm zugestrahlten Felde zu 
seinen Schwingungen erregt wird. Diese Forderung kann bei 
jeder Frequenz durch passende Wahl der verfhgbaren Kon- 
stanten k erfiillt werden und liefert den Zusammenhang 
nwischen Frequenz und Phasengeschwindigkeit, d. h. die Dis- 
persionsformel. 

§ 2. Gang der Reohnung. 

Seien X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAYZ die Koordinaten eines Dipols, x yx die laufenden 
Koordinaten des Aufpunktes : sei ferner 

der Abstand eines Dipoh von der durch den Koordinaten- 
anfangspunkt gehenden Ebene gleicher Dipolphase ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ die (un- 
bestimmte) Geschwindigkeit" der Dipolphase, n die Frequenz, 
welche in dem Faktor e-int den zeitlich periodischen Verlauf 

der Phasenfaktor der in der Richtung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- S  sich fortpflanzenden 
Dipolanregung ist. 

Die Einxekrregung, die ein Dipol von der Ladung f e  
aussendet, ist dann durch den Hertzschen Vektor 

s = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx cos (s, s) + Y cos (s, y) + z cos (s, x) 

regelt, so dal3 - in/q.S 

1 . e-iin (t-; R S  t -) 
$3. e -  mt = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe a  - - 

(1) R 
q 

charakterisiert, in welchem R == [ (X - s ) ~  + (Y - Y ) ~  + 
(2 -  la den Abstand Dipol - Aufpunkt bedeutet. Der 
Term R/c im Exponenten besagt, daB das Feld des Dipols 
sich mit der gleichen Geschwindigkeit c wie im reinen &her 
zum Aufpunkt hin fortpflanzen soll. 

Indem wir den allen Dipolen gemeinsamen Fnktoi 
fortlassen und 

(2) 

einfuhren, schreiben wir den fur iins wichtigen Teil des Her t z -  
schen Vektors: 

(3) $3 = e a -  - e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 

12 12 _ -  C - R o ,  - = k  
4 

1 $ k o N - l k S  
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und erinnern daran, daS im Medium zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvon der Dielektrkitiits- 
konstante 1 die elektrische Feldsttirke zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 und die magnetische zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA@ 
gewonnen werden durch die Operationen 

(4) 1 B = rotrotp; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA8 =+rot$  

= graddivv - A V .  
Ytatt d '$ kann vermoge der aderhalb der Elektronen geltenden 
Ausbreitungsgleichung 

(5 )  
auch - kO2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv eingesetzt werden. 

A 9  + ko2 '$ = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 

Das Gesamtfeld ist dann gegeben durch das Potential 

die Summe erstreckt uber alle Dipole des Gitters. Dan Ge- 
samtpotential wird bei jedem Dipol unendlich wie 1/R und ist 
also, da in festen Korpern auf die Wellenlhge dee Lichtes 
viele hundert Molekiile entfallen, ein riiumlich aders t  schnell 
wechselndes Feld, aus welchem dns beobachthare optische Feld 
nur die grohiigige ,,Duhnung" darstellt, die durch Mittelung 
gewonnen wird. 

Das gemittrltr optische Feld ist nicht etwa mal3gebend 
fur die Schwingungen der einzelnen Dipole. Diese werden 
vielmehr durch das ,,er-regende Feld" veranlaBt, dar mir 
(7) e f l =  .Z"$ 

schreiben, wobei der Akzent bedeutet, da8 uber alle Dipole 
mit Ausnahme des gerade betrachteten, zu erregenden Dipols 
summiert werden soll. Das erregende Feld ist somit gleich 
dem Gesamtfeld vermindert um den Anteil, der vom ,,Auf- 
dipol" herruhrt. Fur die Schwingung gilt denn [nach (4)] 
die Gleichung 

mij  + g $ +  f p  = eG%' 

= en rotrot (a l7' . e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA--in$). 
(S) { 
Hierbei ist 

die Elongation, m Masse, e Ladung, f quasielaatische Kraft, 

p = 0 .  e - i n t  

Reibungskoeffizient ; fiihrt man die Eigenfrequens 
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19 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ A L" - IT,, - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPXy - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm x z  

52 + 417'- flYy - ";Iz 
- f l y 2  52 f A17 ' -  ITz,  

e h ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAso verlangt also diese Gleichung: 

= 0. 

Setzen wir zur Abkurzung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(12) 

und &T Grii/3e Q, welche Elektmnenkonstanten und Frequenz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAder 
optischelz Welle enthdt (Dispersionsgesetz). 

Die Hauptbrechungsindies des rhombischen Gitters er- 
halten wiry indem wir die Dipolschwingung ganz in die Rich- 
tung einer der drei Achsen legen; da dies fur jede Achse mit 
zwei ausgezeichneten Fortpflanzungsrichtugen der optischen 
Welle moglich ist, erhalten wir zun&hst sechs Hauptbrechungs- 
id izes ,  die auBer vom Polarisationszustand auch von der 
Richtixng der Wellennormale s nbhangen: 
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Schwingung a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= a,, Ausbreitung langs z : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk,, v, 

. . .  y : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkw, v, 
a = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAay x : hZY y,, 

. . .  x : k,,, vyn 

a =; a, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx: k,, v, 
. . .  y : Ic,,, vZy. 

Hierin liegt eine Abweichung des Gitters von den wirklichen 
Kristallen, bei denen nur drei Hauptbrechungsindizes beob- 
achtet sind, und wir wollen uns die Entstehung der sechs In- 
dizes noch direkter klar machen. 

Die Dipolamplitude moge mit der Richtung der x-Achse 
zusammenfallen; d a m  gibt es zwei ausgezeichnete Fiille, uber 
die Ebenen konstanter Dipolphase zu verfiigen (vgl. Fig. 1): 

1 .  Phasenebene ist die xy-Ebene (Ausbreitung liings zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz) 
2. Phasenebene ist die xz-Ebene (Ausbreitung langs y). 

Wegen der Verschiedenheit der 9- und z-Richtung beim rhom- 
bischen Gitter ergeben diese beiden Fglle zwei verschiedene 
erregende Felder und es sind im ganzen wirklich sechs Haupt- 
brechungsindizes vorhanden. 

Es ist aber ohne weitere Rechnung klar, daB der Unter- 
schied der beiden Brechungsindizes vw und vzll sehr klein ist. 
Denn er entsteht nur dadurch, daB einmal die in der y-Rich- 
tung gelegenen Naohbarn eines dufdipols den Phasenunter- 
schied gegen diesen haben, daB andere Ma1 die nach der z-Rich- 
tung gelegenen Naohbarn. Da der Phasenuntermhied wegen der 
Ltinge der optischen Welle selbst klein ist, so ist es erst recht 
der durch die Differenz der Unterschiede hervorgerufene Effekt. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L x  - - - - -  I I l l 1  

1 1 1 1 1  
- - 6 3 - -  I l a l l l  
- - - - -  I I I I I  

- - - - -  I I , , ,  

- - _ _ _  

(a)  (b) 
Fig. 1. 

Man wird sich also damit bepugen konnen, spater die 
drei Hauptbrechungsindizes v,, v,, v, zu unterscheiden, die fiir 
die drei Schwingungsrichtungen a,, %> a, gelten. Ihr Unter- 
schied ist die eigentliche Doppelbrechmg. Er ist bedeutend 
groBer als der vorhergehende Unterschied, da er nicht wesent- 
lich von der Wellenliinge abhiingt. Fig. l a  zeigt die naoh der 
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x-Richtung ausschwingenden Dipole, Fig. 1 b dw gleicbe Gitter 
mit Schwingungen nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy. Wegen der physikalischen Bedeu- 
tung dts Unterschiedes von rXy und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvzz (optisches Drehungs- 
vermogen) vgl. den SchluB von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 4. 

Bei der Berechnung der Hauptbrechungsindizes (Aus- 
breitung langs einer, Schwingung in einer anderen Achse) 
behalt das Gitter die drei Koordinatenebenen als Symmetrie- 
ebenen und deqhalb sind an den Gitterpunkten die Differential- 
quotienten lTzu zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= ITzz = n', = 0; die Determinante reduziert 
sich auf die Diagonalglieder und man hat nach (loa) xur 
Bestimmung von vXz die Gleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(1 3) SZ + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(An' - D',), == 0. 

Der Index z sol1 daran erinnern, daB die fur Ausbreitung langs 
z spezialisierten Formeln genommen werden miissen, um v ~ ,  
zu finden. In dieser Gleichung enthalten die zweiten Ab- 
leitungen des Potentials - wie die Annaherungen zeigen - 
nur das Verhiiltnis klk,  = v, das die Frequenz n nicht enthiilt; 
diese kommt nur in der Elektronenkonstanten SZ vor. 

Eliminiert man also aus (13) und der analogen Gleichung 
fur vwz 

die Elektronenkonstinte SZ, so erhalt man eine implizite Be- 
ziehung zwischen den zwei Hauptbrechungsindes vlX und vy,, 
webhe unabhangig ist von der Frequenz n, ferner von der An- 
zahl und Art zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAder schwingenden Dipole und die albin abhangt 
von der Struktur: 

U3a) SZ + (An '  - IJ',,), = 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(AD' - 17'm)z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL= (AD' - fiwJz. 

Wie sich weiterhin ergeben wird, liefert diese Gleichung im 
Fall des rhombischen Gitters die bereits von T. H. Havelock 
(vgl. 5 4) aufgestellte Beziehung 

deren Unabhiingigkeit von der Wellenliinge , Havelock bei 
einigen Kristallen bestatigt fand. Die Berechnung von lTm 
und lTyt. setxt uns in die Lage, die Grope dieses Ma@ D ller 
strukturellen Doppelbrechung aus gegebenen Achsenverhaltnksen 
abzuleiten. 
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3. Prinaipiellee tsu Ansatts zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAund Rechnung. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Die Summation der Einzelpotentiale 

die im vorigen Paragraphen sowohl zur Berechnung des 
optischen Feldes, als zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ das ,,erregende Feld" gefordert wird, 
hat bei reellen Werten von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk,, = n/c und k = n / q  keinen 
eindeutigen Sinn. Die Abnahme der Summenglieder wie 1 / R 
reicht infolge des oszillierenden Faktors im Ztihler zwar bin, 
um einen endlichen Wert der Summe zu ermoglichen, doch 
ist dieser Wert unbestimmt und von der Art der Ausfiihrung 
der Summation abhangig, weil die Konvergem der Reihe 
,,bedingt" ist. Um zu einem eindeutigen Resultat zu ge- 
langen, mussen daher die Betrachtungen des vorigen Pwa- 
graphen erganzt werden durch eine Summationsvorschrift, die 
aup der Natur des physikalischen Problems zu schopfen ist. 

Man ist zunachst aller Konvergemschwierigkeiten ent- 
hoben, wem. man ein endliches Stuck Kristall betrachtet, das 
aus der groSen Zahl von N Dipolen besteht. Fiillt auf diesen 
Kristall eine Lichtwelle auf, so geraten die Dipole in Sohwin- 
gungen und erzeugen, zusammen mit der einfallenden Welle $, 
im Korperinnern ein elektxisches Feld. Dieses seinerseits 
bestimmt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAja  die Schwingungsweise, Ausbreitungsgeschwindig- 
keit usw., wie im vorigen Paragraphen gezeigt. 

Bei dem endlichen Korper hiingt nun dies Feld zweifellos 
wesentlich von der Begrenzung ab. 1st die Oberfliiche, auf 
die der Einfall geschieht, eben, so entsteht die gebrochene 
Welle, ist sie gewellt, so werden Beugungsspektra der ver- 
schiedensten Ordnungen entstehen, wie ja uberhaupt die 
ganzen Beugungserscheinungen an der Begremung des Korpers 
in der Losung dieses Problems mit enthalten wiiren. Die Ab- 
hangigkeit von der Oberflliche erstreckt sich durch das ganze 
Korperinnere. 

Offenbar ist der Sinn des Problems der Dispersion be- 
schriinkter als die vorgeschlagene Aufgabe: gilt es doch nur, 
die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle zu bestimmen, 
also eke  Materialkonstante. die von den iiuBeren Bedingungen 
!Begremung) unabhiingig ist. Ihre Existem allein weist darauf 
hin, daB der wesentliche Borgang der Wellenausbreitung an 
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einer Stelle des Korpers bedingt wird durch die Umgebung 
dieser Stelle. Weder die Berandung noch die a d e r e  Welle zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(So 
konnen auf diesen Vorgang EinfluB haben zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- sonst muBte 
er von Ort zu Ort im Korper verschieden sein. Das Fort- 
schreiten einer Welle im Korperinnern ist ein in sich dynamisch 
abgeschlossener Vorgang, der die Fiihigkeit in sich triigt, wenn 
er in einem Teil des Korpers erregt ist, ohne Zutun aderer  
Kriifte an andere Orte weiter zu wandern. Die Mannigfaltig- 
keit der Beugungserscheinupgen am begrenzten Korper ent- 
steht dadurch, daB der Rand den Korper zu zahlreicher 
Schwingungen anregt, die sich dann in der ,,dynamisch abge- 
schlossenen" Art weiter entwickeln. 

Gehen wir nun in der reinen Dispersionstheorie allein 
auf die Kenntnis der ,,dynamisch abgeschlossenen" Schwin- 
gungsart aus, so mussen wir den EinfluB des Randes beseitigen. 
Wir haben, weil es sich um eine Materialkonstante handelt, 
nur den Einf la  der Umgebung der Stelle der Ausbreitung 
zu berucksichtigen. DaB die Umgebung sich allseitig uber 
viele Wellenlkngen erstrecken soll, tut fur die Konvergenz- 
frage nichts zur Sache. Am einfachsten verfahren wir so: 
daB wir zum unendlichen Kristall zuruckkehren, aber statt 
der uberall gleichmiiBig starken Dipolamplitude a eine in 
groljen Entfernungen vom Aufpunkt allmahlich abnehmende 
Amplitude zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a e - x R  

einfiihren. 1st zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx < 112, so andert dies auf viele Wellenlhgen 
Entfernung vom Aufpunkt nichts, erzwingt aber die Bestimmt- 
heit des Problems und die unbedingte Konvergenz der Summe 
der Emzelpotentiale. Diese Summe wird jetzt geschrieben 

und ist formal identisch mit der alten Summe, bis auf den 
Umstand, dalj 

den imaginaren Teil x hat. 
Wenn es sich urn einen absorbierenden Kristall handelt, 

bei dem eine (entgegen dem Strahl) exponentiell wachsende 
Amplitude anzusetzen ist (k = k, + i k,), so ist klar, daB 

k,' = k, + i x 



Theorie der Dispersion, Reflexion und Brechung. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA13 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
aus den eben dargelegten Griinden zur Erzielung der Bestimmt- 
heit der Summe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk, gewBihlt werden muB. x = k, wiirde 
entgegen der S trahlrichtung den Ampli tudenzuwachs gerade 
kompensieren und die gleiche Unbestimmtheit wie im durch- 
sichtigen Kristall zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmit x -- 0 zuriicklassen. 

Im folgenden fiihren wir statt k.,' die Bezeichnung 
wieder ein: 

wobei zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkO2 (= x )  > k2 ist. Das Resultat der Summation, das 
einen bei der reellem ko moglichen Werte der Summe dar- 
stellt, bleibt auch nach der Ruckkehr zu reellem & der ge- 
suchte vom RandeinfluO freie Summenwert. 

Nach den letzten Ausfiihrungen darf es nicht mehr 
erstaunen, daB im vorigen Paragraphen von der von auBen 
einfallenden Welle Go nicht die Rede war. Die KrBifte, die 
auf der rechten Seite der Schwingungsgleichung stehen, ent- 
halten nur die von den andern Dipolen des Korpers zugestrahlten 
Felder, nicht wie bei P lanck und H. A. Lorentz ein von der 
einfallenden Welle herriihrendes Glied. Ein solches wider- 
strebt der Auffassung der Wellenausbreitung als eines ,,dy- 
namisch ebgeschlossenen" Vorgangs. Die Unmwlichkeit der 
Existenz der urspriinglichen Welle (&, im Korperinnern wird 
zudem durch dds Resultat der Summation der Einzelfelder 
dargetan: die angesetzten Dipolschwingungen erzeugen ein 
Feld, das fiir sich allein die Form einer ebenen mit der Ge- 
schwindigkeit q fortschreitenden Welle hat. WLre diesem Feld 
noch das urspriingliche Feld CS,, zu uberlagern, das sich in 
anderer Richtung und mit anderer Geschwindigkeit c fort- 
bewegt, so konnten beide Felder sich im Innern nie zu einer 
ebenen Welle zusammensetzen. 

Nach den unter 1. gegebenen Gesichtspunkten ist es 
klar, daB der Fortfall von 6, eine Wirkung des Randes sein 
m d .  Bei der ebenen Begrenzung eines Korpers iibernimmt 
&r Rand die Aufgabe: 

1. die einfallende Welle fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdas ganze K&perinnere zu 
kompensieren ; 

2. den ,,dynamisch abgeschlossemnrL Zustand der Ausbrei- 
tung der gebrochenen Welle einzuleiten; 

3. im Aupenraum die reflektierte Welle zu erxeugen. 

k, = ko, + ik,,, 

2. 
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Als zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAhandgreiflicher Beweis fur die geforderte Wirkung 
des Randes 1aBt sich der schiefe Einfall eines begrenzten 

Strahles auf eine ebene Ober- 
flache auffassen. Ginge nicht 
von den beleuchteten Rand- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- . + . - - - - - -  gebieten eine ebene Welle von - _ _ _  7 + _ - - - - - -  - - - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-L ~ - _ _  - _ _  _ _  gleicher Richtung und Ge- 
- - - - - - - - schwindigkeit aber umgekehrter 

Phase aus, wie die auffallende 
Welle, so muBte ja eine op- 
tische Erregung auch in das 

zwischen den punktierten Strahlen liegende Gebiet gelangen 
(vgl. Fig. 2). 

- - - - - - - - 
1 - 4  _ - _ _ - -  - -  
_ _ - _ _ _ - - - -  - - - -  
- _ _ - _ _ _ - -  - - - - -  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2. 

4. Verhaltnis zu enderen Theorien. 

Am nachsten steht diese Arbeit den Dispersionstheorien 
von Lorentz  und Planck. Der Hauptunterschied liegt in 
der Behandlung, die fur den isotropen Korper mit Mittel- 
werten, hier unter strenger Beriicksichtigung der Lage der 
Dipole geschieht,. 

Uber einen Unterschied des Ansatzes, namlich den Ver- 
zicht auf die einfallende Welle $, ist oben schon gesprochen 
worden. Es bleibt nur zu erwahnen, daB die Resultate der 
oben genannten Theorien in dieser Arbeit bestatigt werden, 
wenn die Ergebnisse fur einen kubischen Kristall spezialisiert 
werden. 

In  der Berechnung der Doppelbrechung geht die Arbeit 
uber die eben genannten hinaus und hangt mit einer Gruppe 
von Arbeiten von Lord Rayleighl),  T. Havelock2), N. 
Kasterin3) zusammen. Ihre Grundlage bildet, Rayleighs 
Arbeit uber die Eigenschaften eines Mediums> in dem ,,Hin- 
dernisse", d. h. kleine Kugeln von abweichender Dielekhizi- 
tltskonstante, gitterartig verteilt sind. Nur das Potential- 
problem wird behandelt. Havelock erhalt hieraus eine 
Dispersionsformel, indem er die fiir das zusammengesetzt,e 
Medium gefundene Dielektrizitatskonstante als nach der 
Cauchyschen Formel von der Wellenlange abhangend ansetzt. 

1) Lord Ragleigh, Phil. Mag. 34. 1892. 
2) T. H. Havelock, Proc. Roy. SOC. London 77. p. 170. 1906. 
3) N. Kasterin, Lorentz-Jubelband, oder Versl. A c d .  Wetensch. 

Amsterdam. p. 460. 1897/98. 
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Kas ter in  hingegen gelingt es mit ahnlichen Methoden, 
wie sie Rayleigh brauchte, fur die Ausbreitungsgleiohung 
Au zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ k2u = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 die Losung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu finden, welche die Grenzbedin- 
gungen an den Kugeloberflachen erfullt und ebene Wellen 
darstellt. Es ist schade, daB diese hervorregende Arbeit nur 
auf akustische Probleme angewandt wurde. 

Den Ubergang von Kaster ins Arbeit au der vorliegenden 
bildet die Bemerkung l), daB die Beeinflussung einer ebenen 
Welle durch ein kleines kugelformiges Hindernis in erster 
Naherung ersetet werden kann durch eine von dem Hindernis 
auagehende Dipolkugelwelle. 

Eine zweite Arbeit von Havelock zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz, behandelt die Doppel- 
brechung im AnschluB an den Gedanken der Planckschen 
Theorie, daB es in isotropen Korpern urn jeden Aufdipol eine 
kugelformige Hohlimg gibt, derart, daB die in ihr gelegenen 
Molekide den Aufdipol im Mittel nicht erregen. Nach Have-  
locks Auffassung gibt es im Kristall ein Ellipsoid, das die 
gleiche Eigenschaft hat. Die Doppelbrechung kann durch 
dessen Exzentrizitiit auegedruckt werden, wird aber nicht in 
Verbindung mit mefiberen GroBen gebracht. Havelock findet 
in dieser Arbeit die Beziehung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0, ($ 2) awischen den Haupt- 
brechungsindizes, welche von der Wellenlange unabhiingig 
sein SOU. 

Zu der gleichen Beeiehung gelangt Langevin3) auf Grund 
der Annahme, daB jedes Molekul anisotrop sei, d. h. wenn es 
isoliert im Raum gedacht wird, drei verschiedene Eigen- 
frequenzen besitee. Wir zeigen in 0 9, daB die qualitativen 
Resultate der Annahme anisotroper Molekiile die gleichen 
sein mussen, wie bei der Annahme einer Gitterstruktur. 

Anm. Seit dem urspriinglichen Erscheinen dieser Arbeit ist das 
gleiche Problem auch von M. Born in seiner ,,Dynamik der Kristallgitter" 
(Teubner, 1916) behandelt worden. Die mathematische Methode Borns 
schlieBt sich eng an die Darstellung an, die D. Hilbert dem gleichen 
Gegenstmd in seiner Vorlesung uber Opt& 1913 gegeben hat, und die 
den G e d d e n  zur konsequenten hchfiihrung bringt, mathematische Ent- 
wicklungen der Potentiale nach Potenzen der kleinen GrziBen k,, k, a, ,!?, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy 

1) Vgl. P. Debye, Der Lichtdruck auf Kugeln. Diss. p. 60. 
2) T. Havelock, Roc. Roy. SOC. London 80. p. 28. 1907. 
3) P. Langevin, Sur les birefringence8 Bectrique et magnbtique. 

Le Radium. 7. 1910. 
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vonunehmen. Born behandelt das Problem in allgemeiner Fassung, 
nfimlich fiir beliebige schiefwinklige und aus mehreren Elektronen(1onen)- 
arten zusammengesetzte Gitter. AuBerdem berucksichtigt er, daB die 
Ladungen nicht an raumfeste Gitterpunkte, sondern nur untereinander 
elastisch gebunden sind, und daS deshalb mechanische Schwingungs- 
zusttinde die elektrischen begleiten. Der in meiner Dissertation behandelte 
Fall ergibt sich aus den Bornschen Formeln, wenn ein rhombisches Gitter 
genommen wird, in dem alle einfachen Gitter, aus denen es aufgebaut 
ist, bis auf eines unendlich groBe Massen haben. Die eine ubrig bleibende 
Gattung von Ladungen schwingt dann, als ware sie an feste Punkte ge- 
bunden. 

Die Ergebnisse, die Born selbst &us seiner Darstellung gezogen hat, 
gehen in einem Punkte bedeutend uber die Ergebnisse dieser Arbeit 
hinaus: in der Erklarung des optischen Drehungsvermogens. Pflanzt 
sich ein Strahl l k g s  der optischen Achse fort, so ist die Polarisations- 
richtung und die Geschwindigkeit in erster NIherung voneinander un- 
abhangig. Erst in dem zweiten Grad der Anniiherung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- demselben, 
der bei uns den Unterschied zwischen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvzy und vrr ergeben wiirde - findet 
sich der gesuchte Zusammenhang, den man bekanntlich so aussprechen 
kann: zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Strahlen pflanzen sich 
mit ungleicher Geschwindigkeit fort. 

Zahlenrechnungen im Sinne einer Entscheidung, welcher Anteil der 
Doppelbrechung dem EinfluB der Lage, welche dem der Lagerung zu- 
zuschreiben sei, finden sich bei Born nicht. 

Ich habe fur die vorliegende Darstellung der Dispersionstheorie 
dem Hilbertschen Kolleg den Gedanken der konsequenten Reihen- 
entwicklung nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk, usw. an der Stelle entnommen, wo f i i r  ein kubisches 
Gitter die ifbereinstimmung der Dispersionsformel mit der Lorentz- 
Planckschen gezeigt werden sol1 (8  9). 

8 5. Muthematiache Vorbereitungen. 

Zur Ausfuhrung der Summation der Einzelpotentiale er- 
weisen sich zwei Darstellungen von 

i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkI2 

R 

als besonders geeignet , da sie nicht die irretionale Grolje 
R = (x2 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy2 + z2)$, sondern die Koordinaten quadratisch 
cder linear enthalten, Wir nennen die eine Darstellung das 
einfache, die andere das dreifache Integral. 

I. Das einfache Integral .  
Die Grolje k 2  liege in der komplexen Ebene unter dem 

Winkel 2q, gegen die reelle Achse. 
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Dann konvergiert, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(1) S e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA--r"+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdE,  

wenn E so gefuhrt wird, daB fur kleine bzw. groBe E gilt : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
%e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6) < 0,  bzw. %e (e2) > 0 ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn 
E &&halb des Sektors - nJ4  + y 
und -x/4 aus dem Nullpunkt aus- 
tritt und in dieser Richtung gerad- 
linig ins Unendliche kuft. 

Der Wert des Integrales IiiBt 
sich leicht ermitteln (vgl. Riemann- 
Weber, d. part. Dgl. d. math. 
Physik I, 5 .  Auflage, p. 28): 

I c-Ebene 

Fig. 3. 

Setzen wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE = R - 7, so wird der Integrationsweg nicht wesent- 
lich verhdert und es ist 

Schreiben wir schlieBlich 
fwh Integral zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk R fiir k, so erhalten wir das ein- 

(3) 

dessen Weg, bis auf den Austritt am dem Nullpunkt inner- 
halb des Winkels 9" der Fig. 3 auf die reele Achsa gezogen 
werden kann (Fig. 3). 

11. Das dreifache Integral .  
Um a w  der obigen Darstellung (3), welohe die Koordinaten- 

quadrate R2 = a9 + y2 + z2 enthalt, eine Derstellung zu ge- 
winnen, bei welcher der Exponent von e eine lineare Funktion 
von syz  ist, verfahren wir am einfachsten so: 

Es ist 

-m - W  

Annslen der Phynik. IV. Folge. 49. 2 
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Erwtzen wir in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(3) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe-xzEZ durch das hieraus folgende In- 
tegral nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAil und ebenso e-ypEs und e-zpE' durch analoge In- 
tegrale nach Varia.beln zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,u und v, so erhalten wir ein vierfaches 
Integral: 

Die Integrationsfolge darf hierbei vertauscht werden und 
die Integration nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE kann ausgefiihrt werden: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

kZ- 1 2  - p? - y l  

4 &'i - 2 
p - IS - pe - va . (6) i e  B 3 d ~ = -  

(0) 

Es bleibt das dreifache Integral 
+ m  

- -m 

dies Integral hat die gewiinschte fur die Summation auflerst 
bequeme Form. 

Es sei bemerkt, daB die Substitution von - il, . . an Stelle 
von +A, . . nichts Sindert auBer dem Vorzeichen der Exponenten. 
1st ferner R der Abstsnd des Punktes zyx vom Punkte X Y Z ,  
so gilt das allgemeinere Integral 

SchlieBlich sei bemerkt, daI3 die Integrationswege von 
der reellen Achse verschoben werden konnen, wobei aber nicht 

werden darf. Insbesondere durfen bei nicht verschwindendem 
imaginaren Teil von k die drei Variabeln auf identischen Wegen 
in kleinem Abstand uber  der reellen Achse (zwischen diePer 
Achse und dem Punkt k) laufen. 

k2 - 1 2  - p2 - y2  = 0 

Q 6. Dae Gesamtpotential und das optieche Feld. 

Urn das Gesamtpotential des rhombischen Punktgitters 
zu baden, haben wir, zunachst unter Benutzung des dreifachen 
Integrals [$ 5,  (S)], die Einzelpotentiale 
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dbdpdu zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ i l . (X - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf i p  (I‘ - y) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 i v  (Z - z) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
eJJJe- k,* - 1 9  - y9 - pP 

, i ( k , R - k S )  

zu summieren. 

(1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR- =- 

Die Koordinaten der Gitterpunkte sind 

X = 2 a b ,  Y = 2 b r n ,  Z = 2 c n ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
wo 1, m, n alle ganzaahligen positiven und negativen Werte 
annehmen. (a, b, c) sind die halben Abstiinde von Nachbar- 
punkten auf den Achsen und zugleich die Abstiinde benech- 
bmter Symmetrieebenen des Systems. lo, ist die Ausbreitungs- 
konstante der einzelnen Kugelwellen, IC die der Dipolphase . 
Wir setzen 

t2) { = a X + B Y + y Z ;  
dabei ist 

(24 
Das Gesamtpotential ist nun 

kS = k (X  cos(S, 2) + Y cos(S, y) + 2 cos(S, 2))  

a2 + P2 + y2  -- k2. 

Fiihren wir die Summation am Integranden aus, so zerflillt die 
drdeahe Summs m das Produkt dreier einfacher geometrisoher 
Reihen, von denen die erste hea t  

6 2 i a l ( + l - a J  T i l z .  2 -00 

Die Konvergenz dieser Summe fur positive und negative 1 
kann dank der Unbestimmtheit des Vorzeichens von 1 erreicht 
werden, sobald der imaginlire Teil h2 grohr ist als k2 (vgl. 5 3). 
In diesem Falle ist es niimlich moglich, 1 auf einer uber a ge- 
legenen Perallelen 5ur reellen Achae laufen 5u lassen, ebenso ,u 
uber @, Y uber y l), so daB also + 1 - a einen positiven ima- 
ginhen Teil hat, was 5ur Konvergenz der Summe uber positive 1 
geniigt. Die Summe iiber die negativen Z konvergiert, wenn 
wir das Vorzeichen von t umkehren. 

1) Den Beweis findet man in der Dissertation Note 1. 
2*  
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(4) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Die Summation nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI ergibt demnach 

. s i n ~ ( x  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 2 a )  - e2 iaa  s i n k s  

Entsprechend gestalten sich die Summationen nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm und n. 

=- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 I c o s 2 a I - c o s 2 a a  

Das Gesamtpotential ist also 

I 
i ~ ~ ~ ~ i n 1 ( s + 2 a ) - e ~ ~ ~ " a . i ,  sinp(y+2b) - e2i'bsinpy 

COB 2 a I -  cos Baa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4 2n' ~ i n v ( x + 2 c ) - e ~ ~ ~ y s i n v x ,  d k d p d v  , 

wobei als Integrationswege fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(Ap v) die Parallelen zur reellen 
Achse oberhalb von (czpy) gelten (Weg 1, Fig. 4). 

Aus den Integranden 1aLSt sich ein Ted entfernen. Schreiben 
wir im &Integral 

cos 2bp  - COB 2 4 9  

COB 2vc - cos 2 c y  koS - 1 3  - p2 - 

s inA(s+  2 a ) - e e i a a s i n I s  
cos 2 a A - COB 2 a a 

- s inkxcos2ak  + c o s A x s i n 2 a k -  e a i a a  Bin 1 s  

= sinA.2 + 

- 
c o s 2 a l  - c o s 2 a a  

COB A II; sin 20  I - i sin I s sin 2 a a 
c o s 2 a I -  c o s 2 a a  9 

so hat der erste Term sin 2s den Nenner, welcher Pole des 
Integranden bedingt, verloren. Wir konnen dann fiir diesen 
Teil des Integrals den Weg von 1 auf die reelle Achse ver- 
schieben; da sin Ax eine ungerade, ko2-  A2-p2- v2 eine gerade 
Funktion von jz ist, ist das Integral Null und es bleibt ubrig, 
wenn das gleiche fur die p- und v-Integration vorgenommen 
wird : 
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I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA17= i ~ ~ J c o a l x s i n 2 a l - i a i n l x s i n B a a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 . .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 7z' c o s 2 a l - c o s 2 a a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- .  d b d p d v  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r.,9 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp - p8 - y:! zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(6) I ... 

Es ist bequem, von diesem Integral auf e k e  Summe uber- 
zugehn, in&m man die Residuen an den Pobn cles Inkgranden 
bildet. Die Pole fhr die I-Integration liegen bei 

l n f a a  cos 2 a 1, = COB 2 a a ,  

wo 1 eine positive oder negative ganze Xahl. In der I-Ebene 
liegen die Pole auf den beiden Parallelen zur reellen Achse, 
die durch die Punkte & a  gehen (Fig. 4). 

2, = 
a '  

I h - E b e n e  

Fig. 4. 

Beachten wir, daB der Integrand eine ungerade Funktion 
ist, so konnen wir bei der Substitution 1' = - I den bisherigen 
Weg (1) (Fig. 4) vonI  ersetzen durch den symmetrisch zu (1) 
unterhalb der unteren Polreihe liegenden Weg (2), der in umge- 
kehrter Richtung zu durchleufen ist. Nehmen wir unter Hin- 
zufugung des Faktors 1/2 fur jede Integration in allen drei 
VariabelnEbenen den Weg (1) + (2), so entsteht 

coa Is sin 2 a I  - i sin Is sin 2 u  n 

- d l d u d v  

n=-- ... 
16 n2 

... k * - l U - p 2 - p 2 r  

der durch das Unendlichferne geschlossene Weg (1) + (2) laBt 
sich zu Umltiufen um die Pole zusammenziehen, wobei diese 
in negtltivem Sinne umkreist werden. 

a erhal ten 
wir durch Entwicklung des Integrandennenners nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(A - 4): 

In f a a  
Das Residuum an einem der Pole & = 
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COB I ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz sin 2 a I ,  - i sin I ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx sin 2 a a 

- 2 a sin 2 a I ,  ( I  - A,) + . . . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(cus a, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz - isin 2 a a - 

sin 2 I ,  a 
1 - 1  

I - A ,  ‘La 
sin 2 a a 

I - I ,  2 a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf sin 2 a a 

=-.- 

) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf . . .  ---.- - - ’  (oos~,a- i is in~,z---  

. 2  
- + i l = + a a  

e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa + ..., - ____.__ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I - - & ,  2 a  

wobei die oberen Vorzeichen sich auf die Pole der oberen Reihe 
beziehen und umgekehrt. Die Summe aller Residuen, die von 
der Integration nach I herruhren, ist 

oder da die meite Summe identisch ist mit der ersten (man 
setze - 1 statt 1 fiir den Summationsbuchstaben): 

.In + a a  
f - m  -t-x 

2 n i  -3, e a  

Bei analoger Ausfuhrung der anderen Integrationen erhalten 
wir das Gesamtpotential : 

(7) 

Diese Reihe, welche tiquivalent ist den Integralen (5 )  und (6), 
stellt das gemue elektromagnetische Vektorpotential dar, welches 
durch Superposition der Kugelwellen entsteht. 

Zieht man den Faktor 
- i ( a s + B y + y r )  = - i k s  

vor das Summenzeichen, so hat das Potential die Form 

n=-- 
(7 a; 2 a b c  

wo die ubrigbleibendo Summe C eine periodische Funktion 
(Fourierreihe) ist mit dem Entwicklungsbereich fa, f b, & c. 
Der Faktor e-ika unterscheidet sich von dem fur die Dipol- 

C? . - i k s  . 72 



Theorie zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAder Dispersion, Reflexion und Brechung. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA23 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
phase angesetzten Faktor nur darin, daB an Stelle der sprung- 
haften Veriinderlichen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS (der Koordiziste emes Dipols) die 
stetige Koordinate s getreten ist. 

Um eine lebhaftere Vorstellung des durch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(7s) dargestellten 
Potentials zu bekommen, muB man sich vor Augen halten, 
tlaB der Entwicklungsbereich der periodischen Funktion un- 
gemein klein ist gegeniiber der Strecke, die der Faktor e-ilra 
zur vollen Periode braucht. Sind doch die Abstlinde der 
dtome in den Korpern von der GroBenordnung 10-*om, 
wahrend Lichtwellen such in starkbrechenden Korpern cm 
nicht unterschreiten. Es kommen also 100-1000 Atome auf 
eine Lich twellenliinge zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 

Der Faktor e--ik8 verlindert sich innerhalb eines Elementar- 
parallelepipeds also kaum. Um auf (7a) zu kommen, habenwir 
uns zuniichst eine periodische Funktion von ziemlich kom- 
pliziertem Charakter vorzustellen, sie sich um jedes Atom herum 
wiederholt. Sodann haben wir, von Atom zu Atom wandernd, 
die Amplitude dieser Funktion gemiiB dem MaBstab, der durch 
den langsam veriinderlichen Faktor gegeben ist, zu regulieren. 

Fiir die optische Welle kommt es auf die Schroffen und 
Zacken des mikroskopischen Feldes nicht an und die periodische 
Funktion wirkt in ihrer Wiederholung von Atom zu Atom 
nur durch ihren Mittelwert. Dieser ist - das konstsnte 
Glied 000 der Fourierschen Reihe - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

nnd daher ist das Potential des optischen Feldes: 
_. 

, , - - i k a  . 
(8) a I I = a - -  2 a b e  Jp - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAh . 2 '  

es stellt mit dem Zeitfaktor e- in t  versehen, eine ebene Welle der 
Richtung - -s dar, &ren Exponent nicht, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwie der der eilzzelnen 
Kugelwellen als chwakteristische Grope zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk,,, s d r n  k enthdt. 
Dementsprechend erfiillt es die Ausbreitungsgleichung 

Die urspriinglich fur die Dipolphase angesetzte GroSe k selbst, 
bzw. das Verhiiltnis 

An+ k2F= 0. 

k 
v =  

ko 
ist aus der ,,dynamischen Gleichgewichtsbedingung" (10, f 2) 
en best immen . 
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Der Faktor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(k02 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- k2)-1 bestimmt die Amplitude a der mit- 

schwingenden Elektronen, wenn die Intensitat der beobachteten 
optischen Welle gegeben ist: fur kleine Werte von (ko - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk), 
d. h. wenn der Berechnungsindex nicht vie1 von 1 abweicht, 
sind die Amplituden besonders klein; dies ist aber im Gruncle 
nur die Umkehrung der Aussage, daB wenig mitschwingende 
Elektronen den Brechungsindex wenig beeinflussen. 

§ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7. Zweite Summation; erregendes Feld. 

Die im vorigen Paragraphen abgeleitete Form des 
Gesamtpotentials gestattete zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAin durchsichtiger Weise die Ent- 
stehung des optischen Feldes zu verfolgen. Besonders war 
leicht zu sehen, daB das Gesamtpotential an allen Gitter- 
punkten gleiche Phase e iks  wie die Dipole hatte. Hierdurch 
kommt es, daB wir uns zur Berechnung cler Dipolschwingungen 
(10, $2)  auf den Dipol im Nullpunkte beschranken durfen. 
Fur dimen haben wir das erregende Potential bzw. dessen 
zweite Ableitungen zu bilden, welche mittels der Determinante 
11, 5 2 die Phasenkonstante L bestimmen. 

An der Summe (7) des vorigen Paragraphen 1aBt sich die 
Wirkung des Aufdipols 000 nicht abziehen; dies liegt daran, 
daB die Summe fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx = y = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx = 0 unendlich wird. indem sie 
ungleichmaBig konvergiert und schlieBlich divergiert. Der abzu- 
ziehende Beitrag R-1 ei lroR hingegen divergiert in ganz anderer 
Weise. Daher lassen sich beide Ausdrucke nicht verschmelzen, 
bevor sie unendlich werden. Ubrigens gestattet die Form, in 
der I7 erscheint, auch nicht eine zweimalige Differentiation. 

Es ist nun auch im Hinblick auf die numerische Rechnung 
besonders erfreulich, daB mit Hilfe des einfachen Integrals 
fur das Einzelpotential (3, $ 5 )  sich die Summation ebenfalls 
ausfiihren 1aBt. Man erhalt ein einfaches Integral iiber ein 
Produkt von Thetafunktionen und Exponentialfunktionen und 
kann am Integranden die Substraktion des unendlich werden- 
den Gliedes wirklich vornehmen, so dab bei dieser Berechnung 
des erregenden Potentials kein Term 00 - 00 auftritt. Dies 
ist im Grunde das Verdienst der 6-Transformationsformel, 
d. h. des Umstandes, dab jede #-Funktion zwei ganz verschiedene 
Entwicklungen zuliiBt. In der einen Entwicklung stellt fur UPS 

jedes Glied die Wirkung eines Dipols dar und deshalb kann 
der Beitrag des Aufdipols gesondert erkannt und abgezogen 
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werden. Bei der anderen Entwicklung sind die Anteile der 
einzelnen Dipole gem durcheinander geworfen und jedes Glied 
der Entwicklung entspricht einem der Terme, aus denen wir 
im vorigen Paragraphen das Gesamtpotential als dreifache 
Summe aufgebaut haben. Indem nun beide Darstellungen 
geeignet benutzt werden, gelingt es leicht, den Anteil des 
Aufdipols abzuziehen und doch die wesentlichen Teile des 
Feldes von den andern zu trennen. 

Wir gehen aus von dem Integral 3, $ 5 :  

in dieses fuhren wir eine dimensionslose Variable E ein, indem 
wir setzen 

wo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd eine Lange von der GroBenordnung der a, b, c sei, welche 
wir spiiter als das geometrische Mittel dieser Kantenlilngen 
wiihlen werden. Dann ist 

Die Bestimmung deb zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5 5 uber die Richtung des Auslaufem aus 
dem Nullpunkte wird durch die Transformation nicht gebdert. 

Multiplizieren wir mit dem Dipolphasenfaktor und sum- 
mieren, so erhalten wir das Gesamtpotential zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(4) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn =  

Der vom Summationsbuchstaben I abhiingige Teil des zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEx- 
ponenten ist 

Die einfaohste Thetafunktion (welche auch @oo oder I ? ~  genannt 
wird) liiBt folgende Reihenentwicklung zu: 
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(5) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ W  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- - O D  

I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAit) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ , - n Z * r - 2 n i Z U *  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Bei Vertauschung von Summations- und Integrationsfolge 
haben wir daher in (4) 

vor uns und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAGesamtpotential ist 

Lassen wir bei der Summation den Dipol 000 aus, so fdlt das 
Glied 000 fort und wir erhalten das erreged Potential: 

(7) 

m 
-pasa+X09 

d s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 IT = d , f t  7 9 . 7 9 . 9 .  - 1 1  e 

(6) 
Urn die Integrale ausfiihren zu konnen benutzen wir die 

Reihenentwicklungen der 6. Die urspriingliche Reihe (5) kon- 
vergiert schnell, wenn E groB ist; eine zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfiir kleine E brauchbare 
Entwicklung erhalten wir durch die &-Transformetionsforme1 ') 

Mittels der ,,transformierten" und der ,,urspriinglichen" Reihe 
ergeben sich folgende Integrale fiu n: 

Die Integranden sind fur jedes E identisch gleich. Wir wollen 
abkurzend die Exponenten im ersten und zweiten Integral 

1) Vg1.z. B. A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, p. 96. Teubner. 
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durch I und I1 bezeichnen. Dann sind die Ableitungen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn,,: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa 9  Iz a 9  1~ 
ax zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa y  

=IT,, und - - 

Wir mussen nun von II, das zweimal nach x differenzierte 
Eimelpotential des Aufdipols abziehen. Zu dem Zweck teilen 
wir die Integration, welche D,, liefert, in zwei Teile: von 0 
bip zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE und von E bis 00. E ist zuniichst unbestimmt. Auf der 
ersten Weghalfte benutzen wir die Reihen mit dem Expo- 
nenten I, auf der zweiten die Reihen mit 11. Abzuziehen ist 
(vgl. (8) dieses Paragraphen) 

a 2  
(12) 

Teilen wir 
zwei Teile, 
Gliede 000 

auch dies Integral durch die Ubergangsstelle E in 
so ist das Integral von E bis 00 identisoh mit dem 
der zweiten Htilfte von IT-. Die Substraktion l&Bt 

sich also durch einen Akzent an der Summe ausftihren und es 
ist, wenn wir gleichzeitig zu 2 = y = z = P = 0 ubergehen 

ITZT = D(1) + n@ ; 
x z  52 

wo die Exponenten fiir den Nullpunkt sind: 
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In n:: l&l3 t sich das allgemeine Summenglied leicht integrieren, 

wenn man beachtet, da13 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE - ~  d e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA;Zd (4) ist. Das un- 
bestimmt integrierte Glied liefert bei e = 0 wegen der Rich- 
tung des Auslaufens aus dem Nullpunkt keinen Beitrag; es 
bleibt der Wert an der oberen Grenze E und man hat zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 

Man sieht hier deutlich den Zusammenhang mit dem Gesamt- 
potential in der Form des zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6. Fur E = CD geht nl, uber in 
das (formal) differenzierte Gesamtpotential (7), 5 6, genommen 
am Nullpunkte und vermindert um das (ebenfalls unendliche) 
vom Aufdipol herrlihrende Glied. Wird aber E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAim Endlichen 
beibehalten, so sind alle Terme endlich, weil sich der unendlich 
groBe Teil der Wirkung des Aufdipols in lIi2L herausgehoben hat. 

Durch analoge Rechnung ergibt sich: 
17’ = nc1, + f l ( 2 )  

( I cy  ZY X Y  

In nL1i fehlt das Integral, welches bei l7:: dem von der Summe 
abzuziehenden Einzelpotential entspricht ; dies liegt daran, daB 
bei der Differentiation von (3) nach 2 und y kein unabhtingig 
von der Richtung unendlich werdendes Glied auftritt. Der 
Akzent an der Summe in I72: darf trots des Faktors 2 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm 
nicht fortgelassen werden, da das Integral uber das Glied 
I =  m = n = 0 unendlich ist. 

Die Reihen (14) fiir l7:: und (13) fiir lIf2 geben die zur Be- 
rachnung der Hauptbrechungsindizes notigen Daten, soweit sie 
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sich ohne Vernachl&sigungen finden lassen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIm folgenden 
Paragraphen werden nun die Vereinfachungen benutzt, welche 
die wirklichen GroBenverhaltnisse bei der Ausbreitung des 
Lichtes in festen Korpern mit sich bringen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 8. Vernachlliesigungen wegen der Kleinheit von x ,  xw 

Die in 0 7, (11) und (12) aufgestellten Formeln zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfiir die 
Ableitungen des erregenden Potentials am Orte des Dipols zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0oO 
konnen erheblich vereinfacht werden, wenn x,, x und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd.a, d.!, d.y 
kleine Zahlen sind. Dies ist stets der Fall, sobald es sich um 
sichtbares Licht und feste Korper handelt, da d von der GrijBe 
der Atomabstande, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk ,  k, a, B, y von der Ordnung l / A  shd. 
Wie schon oben festgestellt wurde, ist das Verhaltnis d / A  
von der Ordnung bis l/lm, und von der gleichen Ord- 
nung sind die obigen GroBen. 

Unter diesen Umsthden spielen Terme wie d u/n in den 
Reihen (13), (14), 0 7, nur dann eine Rolle, wenn I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= m = 
n = 0 ist. 

Wir streichen deshalb in allen Gliedern der Reihe die 
kleinen GroBen, nachdem wir das Glied 000 abgesondert haben. 
Dieses Glied lautet fur I7i: nach (14), 6 7:  

wobei v = x / x o  der Brechungsindex ist. 
von der GroBenordnung 1 in bezug auf xa. 

Das Glied ist also 

Das in (14) des vor’gen 6 auftretende Integral 

j G r P d r  
(0) 

hat wegen der Kleinheit von x, einen Integranden, der erst 
dort von c2 erheblich abweicht, wo der Inbgrmd ohnehin 
sehr klein ist. Wir begehen einen Fehler htjobtens von der 
Ordnung x,2,  wennwir dies Integral ersetmn dnrch das von x, 
una b hangige 

(0) 
Im ganzen wird hiernach der erste Teil des erregenden Pofentiala 
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wo y:: in dieser Anniiherung weder von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx, noch von 
der Ausbreitungsrichtung der Welle, sondern allein von den 
a, b, c abhiingt. 

Die analoge Betrachtung wird an der Reihe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(13), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA$j 7, 
fur I722 durchgefuhrt. Auch hier konnen die kleinen GroBen 
von der Ordnung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq2 im Exponenten der e-Funktion vernach- 
liissigt werden, sobald sie neben Gliedern der GroBenordnung 1 
stehen. Nur fiir das Summenglied 000 wiire dies nicht der 
Fall; da dieses Glied aber durch den Akzent sowieso ausge- 
schlossen ist, so wird Ilf2 ganz und gar unabhangig von den 
kleinen GroBen. Wir schreiben in dieser Niiherung 

und haben im ganzen fiir das erregende Potential, wenn noch 
yl + y2= y gesetzt wird: 

I 

=& = Babe 7-c ( l--ye zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAyB COB (AS, z) cos (8,y)). 

Bei nlrm und den analogen Differentiationen tritt offenbar 
kein Glied yW auf; denn dieses wiire j a  unabhangig von der 
Richtung und also bei Ausbreitung 1hgs einer der Koordi- 
natenachsen auch vorhanden. Wir wissen aber, da13 aus Sym- 
metrie in diesem Fall zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlPm = 0 ist (vgl. oben). 

SchlieBlich ist in dieser Bezeichnungsweise auch 

13) 

9. Die Dieperaioneformel. 

In  0 2 hatten wir sechs Falle zur Berechnung der Haupt- 
brechungsindizes unterscheiden mussen, je nach der Richtung 
von Schwingmg und Strahl, hatten aber bereite dort vermutet, 
daB je zwei dieser Indizes so nahe zusammenfielen, daB ihre 
Unterscheidung praktisch unnotig ware. In der Tat konnen 
wir jetzt die Bestimmungsgleichung bei Ausbreitung der 
optischen Welle in der z-Richtung und Schwingung in der 
2-Richtung aufschreiben : 
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und finden dann, daB in unserer Annliherung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwegen der zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUn- 
sbhbgigkeit der y von der Richtung des Strahles zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdie identische 
Gleichung auch f i i r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvW, d. h. bei Q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= y =  0, @ = k, gelten 
wiirde. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAWir lassen daskcclb zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd m  Untersehkd moisolaen v m  und v,, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
fort, indem wir ve fiir den Hauptbrechq&i9kdee bei D+ol- 
schwbgungen parallel der x-Ache schreiben. 

Nennen wir v des einen Dipol enthaltende Volumen Sabc, 
so haben wir f i i r  den Brechungsindex die Gleiohung 

%* ___ - (1) 

(2) 

.,* - 1 - 5 J-2 + dv  - vm 
oder 

1 

yJ2 + A ~ - y , = ~ - 1  
4 n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvzz = 1 + 

Erinnern wir uns der Bedeutung der Elektronenkonstanten 
Q (9, 0 2) 

- ( ~ ~ 0 2 - n a - i n ~ ) *  m 
ep 7 7 2 ’  

dabei SOU, um durchsiohtige Kriatalle zu betrpcthten, der 
Reibungskoeffizient g = 0 gesetzt werden. Dsnn ist die Dis- 
pet.sionsfoPmel: 

(3) 
1 

_- nos - (1 - A y ,  +ye=) - --n8 
4 n  er 4 n  eld 

v n t  
v ; = 1 +  v m  

(4) 

2 n c .  . oder unter Einkhrung der Wellenliinge A = 

(5) v 2  = 2 + ksB= - 4nacaA - 
Wir haben hier eine Dkpersionsformel mit zwei Konstasten 
vor uns, von gleicher Bauart, wie die H. A. Lorentzschel) 
und die Planckschel) Formel. Letztere lautet in unseren 
Bezeichnungen 

IS 

1) Zitate unter 5 4. 
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wiihrend Lorentz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(6 + s) statt - 6 hat, wobei s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAun- 
,bestimmt bleibt. In allen drei Formeln bedeutet dieser Term 
den EinfluB der Dipole im Korper auf einen Aufdipol. Der 
Ted 6 stammt von der zu einem homogenen Medium &us 
gebreiteten weiteren Umgebung des Aufdipols, wahrend in 
Lor en t z' s die unbestimmte Einwirkung der Nachbarmolekiile 
beriicksichtigt ist. Fiir den Fall kubischer Anordnung der 
Nachbarmolekiile zeigt H. A. Lorentz ,  da5 s = 0 wird, so 
da5 seine Formel mit der P 1 anc kschen identisch wird. 

Auch bei uns erhiilt man fiir ein kubisches Gitter den 
Term +. Man hat dann niimlich aus Symmetrie 

(6) l - A ~ + + . r y , , = l - $ d ~ .  

Nun liiBt sich aber d y  auf folgende Art bestimmen: Man ent- 
wickele das Gesamtpotential (7), 8 6 nach Potenzen von k. 
Man erhiilt 

wenn nur die niedrigste Potenz ausgeschrieben wird. 
Um das erregende Potential zu erhalten, mnB hiervon 

e i k R  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 
_ _ a  - + ik - ... 

R R  

abgezogen werden. 
von 
Daher hat man 

Das Glied mit k-2 in der Entwicklung 
geht unveriindert in die Entwicklung von 17' uber. 

- -- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4 n  ( - + [k ...-...I) 
2, l-aJ 

Durch Vergleich mit (3), .§  8 ergibt sich also 

A y = l ,  

und daher nach (6) 

1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALl y + y2 = 9 .  
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Insoweit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAder isotrope Korper durch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAeine kubische A w d n u n g  
ersetxt werden dar f ,  stimmt also umere Fmmel ganzlich mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAder 
Lor e n  t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI a n  c kschen iiberein. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Die Diskussion der erhaltenen Dispersionsfomel wiirde, 
was Abhangigkeit des Brechungs- und Absorptionsindex von 
der Wellenliinge betrifft, nichts anderes ergeben, als was bereits 
von Planck ausgeftihrt wurde. 

Nur was die Besonderheiten, die durch die Anisutropie 
der Formel (3) entstehen, betriff t, soll hier folgendes bemerkt 
werden: 

1. Aus zwei Messungen von vs konnen A und B, (Formel 4) 
berechnet werden. Da die zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAly durch die Kantenlangen des 
Gitters gegeben sind, so erhalt man unter Benutxung der Werte 
eines einzigen Hauptbrechungsindex bei zwei verschiedenen 
Welbnlangen die vollstiindige Dispersionsforme1 nicht nur fur 
diesen Index, sonaern auch fiir die beiden anderen Haupt- 
brechungsindizes . 

2. Die Konstante ,4 hat unabhangig davon, an welchem 
Brechungsindex sie bestimmt wird, den fur das Gitter cha- 
rakteristischen Wert v/4n*m/e z. Sie sollte also gleich groS sein, 
einerlei welchen Hauptbrechungsindex man zu ihrer Be- 
stimmung benutzt. Man findet aber diese Beziehung nicht 
erfiillt. Z. B. ist fur Anhydrit 

-4, = 1,6125.10-33; 9, = 1,6726*10-83; A, 1,5501.10-33, 

also Abweichungen von 8 Proz. 

Dies liegt einmal daran, daS das von den Elektronen mit 
der Eigenfrequenz no gebildete Gitter kein so einfaches Bra-  
vaissches ist, wie hier vorausgesetzt wurde; ferner aber gibt 
es neben den Elektronen mit der Eigenfrequenz no andere 
mit anderen Eigenfrequenzen und eventuell Ionen mit Eigen- 
frequenzen im Ultrarot. 

Die zweikonstantige Formel (3) ist dann als Annaherung 
an eine Formel komplizierterer Bauart aufzufessen und die 
Konstante A der Dispersion verliert hierbei ihre einfache Be- 
deutung und kann von der Ausbreitungsrichtung der Welle 
oder dem Polarisationszustand abhiingen. Hierher gehort die 

Aunaleo der Phpsik. I V  Folge. 49. 3 
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Bemerkung von Drudel),  daB im Kalkspath bei Einfall senk- 
recht zur optischen Achse auf den ordentlichen Strahl scheinbar 
funf, auf den auBerordentlichen zwei Elektronen pro Molekul 
mitschwingen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3. Aus der Formel (3) geht ohne weiteres hervor, daB 
die Wirkung der Gitterstruktur auch aufgefaBt werden kann 
wie eine anisotrope Lagerung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAder Elektronen in den Molekiilen. 
Die bderung der Dispersionsformel, welche beim Ubergang 
von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvz zu v y  bzw. von 1yw: zu yvv stattfindet, kann ja, wie (3) 
zeigt, fiir alle Wellenliingen ersetzt werden durch eine ge- 
eignete Abanderung der Eigenschwingung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn,,. Innerhalb des 
Gitterverbandes besitzt ein Dipol, der an sich isotrop gebunden 
ware, durch den EinfluB der Struktur von selbst drei ver- 
schiedene Eigenschwingungsdauern und Frequenzen. Die beiden 
Ansichten, von denen die eine die Doppelbrechung auf Aniso- 
tropie der k lehten Teilchen, die andtre auf die anisotropr 
Lage der isotrop gedachten kleinsten Teilchen zuruckfuhren 
will, stimmen in ihren qualitativen Folgerungen uberein. 

g 10. Die Gleichung der Normalenflache. 

Wir haben uns bisher ausschlieBlich mit den Haupt- 
brechungsindizes beschaftigt, deren wir urspriinglich sechs 
unterscheiden muBten. Mit Vernachlassigung der Glieder von 
der Ordnung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a /A)2 erkannten wir je zwei, die sich auf den 
gleichen Polarisationszustand beziehen, als einander gleich, so 
daB die Eigenschaften des Gitters in dieser Hinsicht mit denen 
eines zweiachsigen Kristalles ubereinstimmen. 

Es fragt sich, ob dies fur alle Richtungen gilt, d. h. ob die 
Bexiehung zwischen Richtung der Wellennormalen S und dem 
Brechungsindex, welche in der Determinante (1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, 8 2) enthalten 
ist, 2ron der gleichen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAArt ist, wie bei rhmbischen Kristallen. 

Indem wir mit demselben Grad der Genauigkeit rechnen, 
tragen wir die Werte ( l ) ,  (2), (3) aus 4 8 in die erste Zeile 
der Determinante ein. Diese wird: 

1) Ann. d. Phys. 14. p. 691. 1904. 
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I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN sin2 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- N ,  - N cos 1 cos 2 - N cos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 00s 8 
- N Cosl 0 0 ~ 2  - N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcos 2 COB 3 

- No081 cos3 - N C O S ~  C O S 3  N ~ i n ~ 3 - N ~  
Nsin2 2 - Nw = 0. 

oder, 

1 
N-N,  

( 1 - m )  1 / = o  

bis auf einen Fektor: 

N COB* 1 N cosa 2 N  COB^ 3 
N-N,  -k N-N,  -k X-N.  - l = O .  

Dies ist aber nichts eruleres als die Gleichung der Normalen- 
fliiche ekes zweiachsigen Kristalls. Ersetst man niimlich 
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die 1 durch cos2 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ cos22 + cos2 3 und die zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN . . .  durch ihre 
Ausdriicke in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv, so erhalt die Gleichung die ubliche Form: 

Wir sehen hierdurch, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdap ein Punktgitter der betrachteten Art, 
sich nach allen Richtungen wie ein Kristall verhalt und daB vom 
Standpunkt der Optik nichts gegen eine noch so einfache 
Gittervorstellung der Kristalle einzuwenden ist. 

3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA11. Die Doppelbrechung D. 

Bereits in den allgemeinen Betrachtungen des 0 2 war 
auf eine Beziehung zwischen den Hauptbrechungsindizest hin- 
gewiesen worden, welche nach (14), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 2 hieB 

Die Indizes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx an den Klammern sollten daran erinnern, 
da13 die Potentiale sich beiderseits auf den Fall der Ausbreitung 
des Feldes ltlngs z (allein y =I. 0) beziehen, daB aber links der 
Brechunasindex vs f i r  Schwingungen a = G, rechts v y  fuz a = ay 
gemeint is t . 

Setzen wir in diese Beziehung die angentlherten Werte 
(l), (2), (3), 5 8 ein, so entsteht 

9 

oder da d y  in beiden Fallen das gleiche ist: 

Die links stehende Zahl, welche bereits von T. H.  Havelock als 
unabhangig von der Wellenkinge erkannt wurde, finden wir iiber- 
haupt nur abhangig von den Verhaltnissen a : b : c des Gitters 
und nennen sie das Map der strukturellen Doppelbrechung. 

Durch die Reihen des 0 7 sind wir in der Lage, diese Kon- 
stante fur beliebige Verhaltnisse a : b : c auszurechnen. Die 
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Reihen konvergieren bei passend gewtihlter Teilungsstelle zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE 
geniigend schndl, um eine bequeme Zahlenrechnung zu er- 
moglichen. 

Es kann aber heute noch keinen Erfolg versprechen, die 
Rechnung an einen bestimmten Kristall anzuknupfen in der 
Hoffnung, eine Ubereinstimmung zwischen berechnetem und 
beobachtetem Wert zu finden. Denn keiner der bisher 
(Herbst 1915) ihrer Struktur nach bekannten Kristftlle hat 
eine so einfache Konstitution, daB mit einiger Sicherheit ge- 
schlossen werden zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkann, daB e k e  Elektronensorte zu seiner 
Beschreibung In optischer Hinsicht ausreicht. 

Die numerische Rechnung und die Ausdehnung der Theorie 
auf kompliziertere Raumgitter sol1 daher hier unterbleiben. 

Nur zur Orientierung uber die zu erwartende GroSen- 
ordnung des Effektes sei angegeben, daB unter Zugrunde- 
legung des Verhtiltnisses a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: b : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc = 0,8932 : 1 : 1,0008 (An- 
hydrit) sich ergibt : 

Day = 0,17848 Dze = 0,17983 DYz = 0,00133: 

wiihrend beobachtete Werte sind (ebenfalls Anhydrit) 

D,, = 0,05145 D,. = 0,05925 D,, = 0,00854 

Hieraus kann geschlossen werden, dap die ankotrope An- 
ordnuq alkin geniigt, urn Doppelbrechung der beobackteten 
Grope zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu erkliiren. 

DaS die einfachen Annahmen uber das Rsumgitter nicht 
hinreichen, um im speziellen Fall den Erscheinungen gerecht zu 
werden, zeigt sich auch dman, daS in der Beobachtung D nur 
bis zu einem gewissen Grade unabhiingig von der Wellenlgnge 
gefunden wird. So ist bei Quarz die Anderung von D zwischen 
den Linien C und E des Spektrums 15mal geringer, als die 
Anderung der Doppelbrechung (w - E )  in gewobnlichem Sinne. 
Bei den meisten Kristallen ist die hderung von D etwa 3 bis 
6mal kleiner als die der gewohnlichen Doppelbrechung - 
es gibt aber einige, bei denen sich D s t t ke r  als die Doppel- 
brechung iindert. 

Ob die Konstanz von D in beliebig zusammengesetzten 
Pnnktsystemen aus gleichen Elektronen gilt, moge dahin- 
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gestellt bleiben; sicherlich gilt sie nicht in einem aus ver- 
schiedenertigen Ionengittern zusammengesetzten Punktsystem, 
da es nicht moglich ist, aus den zwei Dispersionsgleichungen 
fur vz und v y  die zwei oder mehr Elektronenkonstanten zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQi 
zu eliminieren. 

Bei zwei Elektronengattungen 1Sil3t sich leider keine ent- 
sprechende einfache Beziehung zwischen den drei Haupt- 
brechungsindizes angeben, welche unabhiingig von der Wellen- 
liinge gilt, 

(11. Teil im folgenden Heft.) 


