ZUR DARSTELLUNGSTHEORIE UND INVARIANTEN-
ABZAHLUNG DER PROJEKTIVEN, DER KOMPLEX -
UND DER DREHUNGSGRUPPE.
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in ZURICH.

Gestiitzt auf Carran’s umfassende Untersuchungen iiber infinitesimale Grup-
pen! und vor allem auf die tief eindringende Charakteristiken-Methode, welche
I. Scnvr nach dem Muster der endlichen Gruppen (Fropewivus) an der reellen
Drehungsgruppe entwickelte®?, habe ich kiirzlich eine allgemeine Theorie der Dar-
stellung kontinuierlicher halb-einfacher Gruppen durch lineare Transformationen
aufgestellt.®* Zu den halb-einfachen gehéren insbesondere die Gruppe g1 aller
homogenen linearen Transformationen von der Determinante 1 sowie die Drehungs-
gruppe ® und die Komplexgruppe ¢, welche in der ersten enthalten sind. Von
den Formeln ihrer primitiven Charakteristiken sollen hier einige naheliegende
Anwendungen gemacht werden. Die erste betriftt die Abzdhlung von Invarianten;
es war dieses Problem, von welchem I. ScHur seinen Ausgang nahm, und fiir
die Zwecke der Invariantentheorie stellle Hurwirz zuerst jenen das Kontinuum
der Gruppe als Integrationsgebiet verwendenden Integralkalkiil auf; der die Seele
der Scmurschen Methode ist. — Die zweite Anwendung betrifft die folgende
Fragé: jede primitive (irreduzible) Darstellung der Gruppen g1, ¢, D in ¥ Dimen-
sionen liefert zugleich eine Darstellung der entsprechenden Gruppe in »—1 Dimen-
sionen; wie setzt diese sich aus pfimitiven zusammen? — Endlich dehne ich

! Vor allem die Théses (Paris 1894) und: Bull. Soc. Math. de France 47, p. 53.

® Drei Abhandlungen in den Sitzungsber. d. Preuss. Akademie 1924, p. 189, p. 297, p. 346
(zitiert als: Schur 7, 2, 3).

3 Drei Abhandlungen in der Math. Zeitschr. 1925, Bd. 27, p. 271, Bd. 24, p. 328 und p. 377
(zitiert als: I, II, III).
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drittens die Charakteristikenformeln fiir die Gruppe d auf die Gruppe d aller
orthogonalen Transformationen aus, welche neben den eigentlichen auch die un-
eigentlichen Operationen von der Determinante —1 enthilt.

&€ 1. Rekapitulation.

Wir operieren im zentrierten affinen Raum r von » Dimensionen. Statt g 1
werden wir hier (obwohl sie nicht halb-einfach ist) die volle Gruppe g aller ho-
mogenen linearen Transformationen von nicht-verschwindender Determinante be-
trachten. Im Falle der Komplexgruppe ist » notwendig gerade =2#, im Falle
der Drehungsgruppe unterscheiden wir ungerade und gerade Dimensionszahl:
v=2n+1 oder y=2n. Die vier behandelten Klassen von Gruppen sind also —
und wir werden fortan immer diese Reihenfolge innehalten —:

g, v=n; ¢v=2n; 0,v=2n+1; D, v=2n.

Dem »schiefen> und dem »skalaren» Produkt, d. i. der invarianten schiefsym-

metrischen bezw. symmetrischen Bilinearform zweier Vektoren
’ ’
x={X}, Ly, ..., Tn, Lyy..., Lo und ¥,

welche der Definition der Gruppe ¢ und d zugrunde liegen — das in { } gesetzte

Glied tritt nur bei ungerader Dimensionszahl auf —, geben wir die Gestalt
(1) . [yl = @y =y )t -+ @y a—yn @),

(2) (z y) = {xo Yoy + (2 ?/11 +¥4, x)+ - + (n ?/’n + Yn %)

Indem wir uns innerhalb der Gruppen avf die unitiren Transformationen
beschriinken, entstehen die geschlossenen Kontinua gu, ¢u, Du. Innerhalb dieser
Gruppen ist jede Transformation z zu einer »Haupttransformation» (¢} konjugiert,
in deren Matrix nur die Hauptdiagonale mit Zahlen &, &,. .., & besetzt ist,
welche nicht verschwinden. Die ¢ sind vom absoluten Betrage 1. Wir setzen
ein fir allemal

e=e=e(p), clp)=c(p)+e (;'91)), sip)=e(p)—e(—g).

Im Falle ¢ und b sind die ¢ zu je zweien reziprok:

;I
{eo==1}; €y ..., &n} 8;=—) ..., Ep="""
& &n
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Die nur mod. 1 bestimmten Grossen g, Pay oy Prt

61_‘:"(¢1)a €2=e((p2), cees Ell:e(‘l’n)

heissen die Drehwinkel der Operation z. Das Volumen
AQ=44dp, de,:.. dg,

desjenigen Teiles, welcher aus der Gruppe gu, ¢ oder D, dadurch ausgeschnitten
wird, dass man die Drehwinkel auf den Spielraum ¢;... @;+dg; beschrinkt,
berechnet sich fiir die vier unterschiedenen Gruppen aus:

/l=i£[k(€ (@) — el@r),

4:{15(@) T (elg)—clpy),

4:]}3 (Z{') I (e (@) — ¢ (),

2] i>k

A4=1L(c(p)) —c(px).
>k
Die Indizes ¢ und % durchlaufen die Werte von 1 bis », @ bezeichnet allgemein
die zu ¢ konjugiert-komplexe Zahl.

Bei einer primitiven oder irreduziblen Darstellung der Gruppe durch lineare
Transformationen in N Variablen (N-dimensionale Darstellung) kann man das
Koordinatensystem im N-dimensionalen Bildraum immer so wihlen, dass den
Hé,upttransformationen (¢) Haupttransformationen (E) korrespondieren; und zwar
stehen in der Hauptdiagonale von (E) lauter Terme von der Gestalt

e(®y), Oy =k, p,+ by s+ - 4 b pa.

Die vorkommenden Linearformen @; heissen die Gewichte; die Summe der e(®;)
ist die Spur von (E) und damit zugleich die Spur y(z) derjenigen Transformation
T, welche in der Darstellung dem Element = der gegebenenen Gruppe korrespon-
diert. Wenn wir uns bei d und g auf die eindeutigen Darstellungen beschriinken
(fiir b existieren auch zweideutige, fiir g sogar unendlichvieldeutige), so sind die
Koeffizienten % ganze Zahlen. Die endliche Fourierreihe y ist invariant gegen-
iiber denjenigen auf die ¢ auszuitbenden Substitutionen S, welche (¢) in ein kon-
jugiertes Element seiner Gruppe tiberfithren. Die Gruppe der S besteht im Falle
g aus allen Permutationen; im Falle ¢ und b, »=2n+ 1 sind ihre Erzeugenden die

Transpositionen und die Vorzeicheniinderungen an je einer Variablen ¢, im Falle
33—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 3 mars 1926,
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9, v=2n die Transpositionen und die Vorz’eiéhenéinderungen an je einem Variablen-
paar. Die Ordnungen sind bezw. =n!, 2".xl, 2°~.n!. Bei lexikographischer
Anordnung der Glieder von y — nach dem Prinzip, dass k@ + ks @yt - +kna
hoher steht als %, @, +%, s+ -+ + % nn, wenn die letzte von o verschiedene der
Differenzen k,—k,, ky—Fk,, . . ., kn—K'n positiv ist — tritt ein hochstes Gewicht auf

(3) D=g,p;+gsPst -+ Jn@Pn;

dieses ist stets von der Multiplizitit 1 und bestimmt die primitive Darstellung
eindeutig. Die ganzen Zahlen g; geniigen jenen Ungleichungen, welche ausdriicken,
dass @ micht tiefer steht als die dquivalenten (aus @ durch die Substitutionen 8
hervorgehenden) Linearformen. »

Um die Charakteristiken y bequem ausdriicken zu konnen, habe ich die
Elementarsummen eingefiihrt:

§(l)=2ie(l, Prtlgst - +laga).
(8

Die Summe erstreckt sich alternierend iiber diejenigen Terme, die sich aus dem
hingeschriebenen durch Ausiibung der Substitutionen S ergeben. In Determinanten-

form ist
EO =1 (),
() =|eke — &% (¢ und b, v=2n+1),
28(0) =& + &7 | + | el — 7% (d, »=2m).

Stets ist Q= [dQ (die Integration erstreckt sich nach allen Winkeln ¢,, ¢,, . .., ¢u
von o bis 1) gleich der Ordnung der S-Gruppe, ferner ./=£&(I°) mit

B0,

(0,1,...,m—1) : g und D, y=2n;

=(1,2,...,n) : c;

I .
,3,...,n——— : b,yv=zn+1.
2’ 2

Die Charakteristik y der primitiven Darstellung vom hochsten Gewicht (3) aber
berechnet sich aus der Formel

ZzggT(;))‘, l¢‘=gi+l(i).

~—
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Die verschiedenen yx bilden ein Orthogonalsystem fiir das Integrationselement
df2. Jede (bei g und D scilicet: eindeutige) Darstellung zerfillt in primitive.

§ 2. Die Formeln fir die Invariantenabzihlung.

Liegt eine M-dimensionale Darstellung $:7—T' vor, so versteht man unter
einer zugehdrigen Invariante ¢ eine Linearform der Koordinaten ¥,,¥,, ...,y des
Bildraumes, welche durch die simtlichen Transformationen T in sich iibergeht.
Ist X die Charakteristik der Darstellung £, so ist nach Scrur die Anzahl der
linear unabhiingigen zu £ gehorigen Invarianten’

=?‘2fx (¢)d Q.

Der Begriff der (skalaren) Invariante ist zu verallgemeinern zu dem der énvarianten
Griosse. Bs sei §j: —¢ die primitive p-dimensionale Darstellung mit dem hoch-
sten Gewicht (3); eine zu § gehorige invariante Grosse vom Typus §) oder vom
Typus (g, gz, < -, gn) ist ein System von p Linearformen (i, ts,. .., der Koor-
dinaten w, ,‘yg,. .., ¥, welche untereinander die Transformation { erleiden, wenn
T auf die Variabeln y ausgeiibt wird; dabei sind ¢, T' die beiden Transfofmationen,
welche in den Darstellungen § und § demselben willkiirlichen Element 7 unserer
Gruppe entsprechen. Die Anzahl der linear unabhingigen unter ihnen betrigt,
wenn y den Charakter der Darstellung §) bezeichnet?:

=5 [x@pae.

Wir wollen jetzt © spezialisieren. Es sei x=(z,, %y, . . ., 2») ein willkiirlicher
Vektor des zugrunde liegenden Raumes t. Jede homogene Funktion der Ordnung
7 von x ist eine lineare Kombination der siimtlichen Monome

(4) y=arap. ..,

deren Exponentensumme = r ist. Die Monome erfahren bei Ausiibung der Trans-
formation 7 auf die Koordinaten x untereinander eine Substitution 7'; da (4) sich
durch die Haupttransformation (¢) mit &% . .. ¢ multipliziert, ist die Charak-
teristik X dieser Darstellung $:7— T gleich

' 8chur 1, p.-20l.
? 111, p. 393, Formel (24).
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2 ghglr. el
(gt - - - +iy=1)

oder gleich dem Koeffizienten von ¢ in der Potenzentwicklung des Reziproken
der Funktion

fle)=(1—¢ 2)(1—e2).. . {1—ev2).

Dies charakteristische Polynom ist, wenn dJ die »-dimensionale Einheitsmatrix

bedeutet,
flz)=det (0 —z1).

Sind allgemeiner al:, a%', ... mehrere willkiirliche, insgesamt e Vektoren in t und

wollen wir diejenigen Invarianten oder diejenigen invarianten Grossen von be-

stimmtem Typus §) finden, welche ganze rationale Funktionen von aé, xz, .

bezw. der Ordnung 7,,7,,. . ., 7 8ind, so ist fiir X der Koeffizient von zj127:. . .2¢¢ in

der Potenzentwicklung der Funktion

1

Sle) fles). .. flee)

zu nehmen, Hs ist klar, dass solche invarianten Groéssen nur fiir die eindeutigen
Darstellungstypen ) existieren, die 7 ein ganz rational von v abhingiges ¢ zuordnen.

Satz. Um die Anzahl Arir,. . v, der linear unabhingigen wnter denjenigen in-
varianten Grossen von gegebenem Typus B, welche von e willkiirlichen Vekitoren ganz
rational bezw. in der Ordwung vy, 7s, ..., 7e abhdngen, simultan fir alle Ordnungen
"1, Fay - - oy Te 2% bestimmen, hat man die erzeugende Funktion

F(ZI!ZZa .. 'aZC):Z Arlrg. .. Te 31“327‘2. L. 2o

r=0 .

zu konstruzeren. IEs ist

o1 2(p)dQ
(5) r=g f Fedfle . fe

(Konvergenz herrscht dort, wo alle ¢z dem absoluten Betrage nach < 1 sind.)
Gruppe g. Von irgend welchen Grossen 2, 2,,... bedeute

D)= (z;—z)

>k

das Differenzenprodukt. Ist ) die Darstellung vom hochsten Gewicht
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9191t ga@et o tgngpan n=g=-=g4)

— es ist klar, dass g¢,==o0 sein muss, wenn iiberhaupt invariante Grossen der

gewiinschten Art existieren sollen —, so setze man wie oben
=g, lhb=gs+1,..., lh=gnt+mn—1.
Dann ist nach §1
A=D(), dy=|é e, ..., ], Q=n!.
Der Zihler unter dem Integralzeichen der Formel {5) lautet mithin
feml e e | Die)dp,de,. . . dpn.

Lést man die Determinante in ihre »! Glieder auf, so liefert jedes den gleichen
Beitrag zum Integral, da die verschiedenen Bestandteile durch die Vertauschungen
der Variablen g; ineinander iibergehen. Infolgedessen haben wir

(6) F= f fj fll's EE }(e)()dqvldqu---dqvn.

Nach dem Vorgange von Scuur! rechnen wir zuniichst den Fall ¢e=#% durch und

iibertragen hernach das Resultat successive auf e=n+1, n+2,.... (Die Fille
¢ <n sind natiirlich in der Formel fiir ¢e=#» mitenthalten.)

1) e=». Wir multiplizieren F(z) mit D(z). Nach einer vielgebrauchten
Formel von Cavcay ist

_D()D(e) :| |
Sle).. flem) |1—ez

Beriicksichtigen wir in der Determinante rechts zunichst das Hauptglied, so
haben wir das folgende Integral zu berechnen

1 11
_ & heTh g
I_f ff(l_elzl)(l“”%zz)-'~(I"'8n3n)d(pld% g
0 00

Dies zerfillt aber in ein Produkt einfacher Integrale von der Form

! Schur p‘. 2, 307.
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1
f ¢ dp=2 (lz]l<1; 1=z0).

I1—e¢2
0

(Wenn die ganze Zahl ! <o ist, bekommt das Integral den Wert o — im Ein-
klang damit, dass fiir g, <o iiberhaupt keine invariante Grosse vom Typus f
existiert, die eine ganze rationale Funktion der Vektoren 92', 93, ... ist). Das Inte-
gral I hat demnach den Wert zhzk. . .ZZ'; die iibrigen zu beriicksichtigenden
Glieder gehen daraus durch Vertauschung von z,,2,,..., 2, hervor. Unser Resul-

tat ist demmnach

e 2

Tz, 20 Y fir e=n.

(7) F(z)
2) Ubergang von e(=n) auf e+1. Wir werden, auf Grund der eben ge-
wonnenen Erfahrung, allgemein
D(zl’zm . -7ZC)F(ZI)Z27 . '7Z€)=F*(Zlyz21 .. ':Ze)

setzen. Wir gehen zur niichst hoheren Argumentzahl e+ 1 iiber, indem wir ein
weiteres Argument ¢, einfiihren. Die letzte Kolonne in

Dz, 2y, ...,20=]|1,2,...,2%|

kann dann ersetzt werden durch

f(e)

e—n . — - .
z (""I)neng...sn

Tut man dies, so erhiilt man aus (6) eine Rekursionsformel fiir F*:
1?(;) (201 311 ey Ze)z(——l)e—n{zoe_nF(l.‘H) (ZI’ Z2v . '133) —+- }

Der Index (/) deutet auf das System der ganzen Zahlen [;,l,, ..., hin; in ({4 1)
sind alle diese Zahlen um 1 erhoht. Die Summe in der geschweiften Klammer
besteht aus e+ 1 alternierenden Termen, in denen 2oy 21, - .,2¢ der Reihe nach
die Rolle iibernehmen, welche z, im hingeschriebenen Glied spielt. Daraus ge-
winnen wir sofort F*(z,,2,,...,2.) in Gestalt einer Determinante:

! Den Grundgedanken des Schurschen Induktionsschlusses (Schur 2, pp. 307—31I) habe
ich hier so modifiziert, dass er fiir alle ¢ zn einer geschlossenen Formel fiihrt.
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1,2,..., gcnlige—nth . | ge—nily |

Denn der behauptete Ausdruck ist richtig fiir e=# und erfiillt beim Ubergang
von e auf e+ 1 die aufgestellte Rekursionsformel. Schreiben wir noch zur Ab-
kiirzung e—n=f, so lisst sich das Ergebnis in die Gleichung fassen:

) 7 |1,2,..., & tiglta  gle—l+au|
R P P AN |
Gruppe ¢. Fir irgendwelche Gréssen z;, 2,, ... schreiben wir
1 1 2, o .
re=0HI {(z+=)—|a+=)=]|..., 2+2 2+, 1}
i<k &) - 2y

und daneben mit anderm Vorzeichen
/' (2)=D (z+§)= f1, 2+27, 2+272. . .

Die integrale Grundformel (5) vereinfacht sich auf die gleiche Art wie vorhin

f ffﬂ{ _l—s 8_8 )}.7’(8)d¢1d«¢e-~-d¢n.

Das Produkt IT erstreckt sich stets iiber einen von 1 bis e, bezw. von 1 bis #»

zunichst zu:

laufenden Index, der dem Zeichen 2z, bezw. @, ¢, I anzuhingen ist.
(el—g) (e—e ) =gt (1— &)+ eV (1—e2).

Gemiiss den beiden Summengliedern auf der rechten Seite zerfillt das Integral
nach ¢, in zwei gleiche Teile, die durch die Substitution ¢,— — ¢, ineinander
iibergehen. Das Gleiche gilt fiir ¢,,..., @u; daher

=1 (p—
F——-f jf I{e™" (1—~e } 7 d¢1d¢2"'d9’"-

1. e=n. fle) ist

=" - ié {(e+ 2) - (ei + :—i)}=2"‘f*(z).
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Fir

F¥(e)=(IT2)" 7 (e) F(2)
bekommt man demnach einen Ausdruck, in welchem man nach der Cauchyschen
Formel

1
(1—eze) (1—e 1 2)

Ms)_ ersetzen kann durch IIz-

S*e) ... S* )

Tiir das Hauptglied der rechts stehenden Determinante bricht das »-fache Integral

wieder auseinander in ein Produkt einfacher Integrale vom Typus

] gl (1—&f)dp 1 (& (1—e)de
f(l—ez)(l—a—lz) T 2md f (1—e2) (e—2)

[

dessen Wert gleich 2!, dem Residuum im einzigen innerhalb des Einheitskreises
gelegenen Pole ¢=z ist; und wir finden schliesslich

(9 F#(z)=|zh, 2=, . .., 2| fiir e=n.
2. Ubergang wvon e auf e+1 durch Hinzufiigung eines Arguments z,. In
rle)=|e+e ..., 2+, 1| (=2, 24,.. -, 2¢)
kann 2°+2z¢ ersetzt werden durch
(@t gten) f * (2).

Darum ergibt sich die Rekursionsformel (fiir e=n ist der erste Faktor rechts zu
ersetzen durch 1):

F*(zy, 21, .y 2 =(e" ™+ 2, M) F*(zy,. .., Ze)_.“-l-

und damit
F*(e,, ..., 2= |etn1dgmetntl  qizh . Zal,
(10) F:| 1200 L, PP e
TR T o e |

Gruppe ®, v=2n+1. Die Behandlung ist ganz analog. f(2) ist

=(1—2) 2" f*(2), f*(Z)Ziﬁ {(Z+§) _(8i+ i)}

=1 &
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Setzt man einen Augenblick li:kj‘i‘é’ um auf ganze Zahlen %; zu kommen, so

erhilt man im Falle e=#:

IZkl l,~ Zk2 1, ey Zk"-i.ll
—_—) . ", . = .

Den F vorzusetzenden Faktor withlt man so, dass sich fiir e=# eine Determi-
nante ergibt; man fihrt also allgemein

IO{1—2) (" +z """}y p(2) F=F*

ein und hat dann

(11) Fr=|zh gk, ..., 2} fir e=n.
Beim Ubergang von e auf ¢+ 1 ersetzt man in der Determinante
II(FP+270) p (o) =|etti+aletd), | #4278 (=2, 2y, . . ., 2e)
das Glied in der ersten Kolonne durch
(gen+i 4 g(e n D) - £ (2)
und kommt auf diesem Wege zu:

R AT AN L hs

| .
(12) F= IT(1—2%) |1 +2260, . 22420, 271

Gruppe D, v=2n. Mit denselben Bezeichnungen lautet das auf dem gleichen
Wege gewonnene Resultat hier:

1—2%, ..., dT1—gt it gl tan|

_
(13) L (=28 |1+, .., 22420 2o

§ 3. Diskussion der Formeln.

Gruppe 9. Was in der klagsischen Invariantentheorie als Invariante »vom
Gewichte g» bezeichnet wird: eine einzelne ganze rationale Funktion ¢ mehrerer
willkiirlicher Vektoren, die bei einer beliebigen Koordinatentransformation ¢ des
zugrunde liegenden zentrierten affinen Raumes gich mit der g-ten Potenz der

Transformationsdeterminante multipliziert, tritt hier als invariante Grosse vom
34—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 3 mars 1926.
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Typus 9. 9,--., g) auf. Nach dem »ersten Fundamentalsatz> ist jede solche In-
variante ein Aggregat derjenigen Determinanten, die sich aus irgend # unter den
Argumentvektoren bilden lassen. Zwischen diesen Determinanten bestehen Rela-
tionen, die im »zweiten Fundamentalsatz> aufgezihlt werden, jedoch ihrerseits
wieder durch Beziehungen untereinander verkniipft sind; und es gelingt kaum,
das Gewirr dieser »Syzygien» so vollstindig zu durchblicken, dass man daraus
ableiten konnte, wie viele linear unabhingige Invarianten von gegebener Ordnung
71, Yay -« oy T in den Argumentvektoren schliesslich sich ergeben. Hier springt
unsere transzendente Methode ein: sie liefert jene Anzahlen als die Koeffizienten
einer ganzen rationalen Funktion F von e Argumenten z,, 2,, . . ., 2., deren Nenner
die Determinante bildet

|1, 2,..., 21|

und deren Zihler daraus so entsteht, dass man die Exponenten der letzten » Ko-
lonnen um g erhdht. (Bs ist klar, dass nur solche Invarianten vom Gewichte g
vorkommen kénnen, deren Ordnungen 7y, 73, ..., 7 die Summe ng ergeben.) So
erhellen der erste Fundamentalsatz und diese Anzahlbestimmung die beiden
dussersten Enden eines Zusammenhangs, den wir in allen seinen Stufen nicht
vollig durchschauen konnen. Nur bei der niedrigsten Argumentzahl, die tiberhaupt
etwas liefert, e==n, fallen Anfang und Ende in eins; da lehrt die Formel

F=(z,25...20)0

direkt, dass nur eine einzige Invariante vom Gewichte g existiert, nimlich die
g-te Potenz der aus den Argumentvektoren gebildeten Determinante. (Und von
hier nimmt der Beweis des ersten Fundamentalsatzes seinen Ausgang, indem auf
die hoheren Fille geschlossen wird mittels jener einfachen CapErrischen Tdentitiit
— vergl. etwa WEevL, Math. Zeitschrift 20, p. 134, Formel (2) —, in welcher die
Zahl der Argumentvektoren die Dimensionszahl iibersteigt und der Cayrevsche
0-Prozess nicht auftritt.)

Ahnlich einfache Gesetze beherrschen die Anzahlen der linear unabhiingigen
invarianten Grossen von beliebigem Typus (g;, ¢, - - -, 9gn)- Besonders merkwiirdig
ist hier die Formel (7) im niedrigsten Falle e=n, weil sie ganz und gar iiberein-
stimmt mit der Formel fir die zugehorige Charakteristik:

R T C

(r4) - Z~|I,e,‘..,e"“ll'

Darin liegt eine Art von Reziprozititsgesetz:
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Satz (iber die Gruppe o). Die Anzahl der linear unabhingigen vnvarianien
Grissen von gegebenem Typus B, welche von n Arguhzentvektoren bezw. in der Ord-
nung 1,75 ..., 70 abhdngen, ist ebenso gross wie die Multiplizitit des Gewrchtes
i@+ ra@yt -+ ra@a tn der Darstellung §.

Die fiir beliebige Anzahl e der Argumentvektoren giiltige Formel (8) lehrt
zunichst die selbstverstindliche Tatsache, dass fiir jede invariante Grosse vom
Typus (g, 9s, - - -, gn) die Gesamtordnung r=7, +ry + -~ + 1. der Grosse in den Ar-
gumenten gleich dem Gesamtgewicht g—g, + ¢, + - + g» des Typus sein muss.
F ist nach ihr allgemein von analogem Bau wie die Charakteristik (14); man
hat in ihr % durch e, die ¢ durch die # zu ersetzen und als g-Reihe die folgende
zu nehmen:

0,0,..:50,01,93y -+, 9n.

Nun kann man aber die Koeffizienten des Polynoms y der & ausdriicken durch
die Charaktere der Vertauschungsgruppe P, von » Dingen. Ordnet man nimlich

die » Ziffern von 1 bis # in ein Trep-

g=o B penschema (g) wie das nebenstehende
’ - ein, dessen Stufen bezw. die Linge
=2 ! 01> a5 - - » gn haben, so gehort dazu eine
bestimmte primitive Darstellung der

9:=75 endlichen Gruppe B, und damit ein
einfacher Charakter o von ihr. Zu

94=5 l seiner Berechnung stehen zwei Me-
v — . thoden zur Verfiigung, iiber die in I

9,=6 | referiert wurde. Und die Formel in

I, p. 306 fir den dort mit 7 x,... %,
bezeichneten Koeffizienten liefert jetzt den »

Satz. Die Anzahl der linear wnabhéngigen tnvarianten Grossen vom Typus
(91, Gsr « + +» gu)y welche in den e Argumentvektoren von der Ordmung vy, 7s,..., %
sind, betrigt, falls o den zum Treppenschema (g) gehirigen Charakter der Permu-
tationsgruppe B bedeutet: k

_ Za(P)

rlagl .ol
Die Summe st zu erstrecken iber alle rilr,l...r.! Permutationen P, welche ber
Zerlegung der Ziffernrethe in successive Abschnitte von der Linge ry,75,. .., 1e die

Ziffern jedes Abschnitts nur untereinander vertauschen.
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Gruppe ¢.
r(2) ist= II(Z"_Zi) (1—2:2)
i<k 22k y
daher
(Hef=tp @=|1+240, . o2 4 2,200 |= D (o) (1 — 213).

i<k

Daraus geht hervor, dass F'(z) hier die Gestalt hat:

(15) ganze rationale Fkt.
(1 —zz2)
i<k

Was das zu bedeuten hat, machen wir uns zuniichst an den skalaren In-
varianten klar. Die in der Formel (10) als Zihler auftretende Determinante
lisst sich, wenn alle g;=o0 sind, dadurch vereinfachen, dass man von der (r + 2)ten,
(n+3)en, ..., (2n+ 1) Kolonne bezw. die =%, (n— 1)%, ... 1'® subtrahiert. Sie
lautet dann: '

|1+ g2y gt g peigem vl pey | gel),

Solange e=<» + 1 ist, gilt insbhesondere

o) r)= g

Skalare Invarianten sind die schiefen Produkte je zweier der Argumentvektoren

ik
iy = [xx (e < k).

Die Gleichung (16) bedeutet, dass soviele unabhiingige Invarianten vorhanden
sind als Monome der =, die in den Argumentvektoren von der gewiinschten
Ordnung sind. Stiitzt man sich auf den »ersten Fundamentalsatz»>, der aussagt,
dass alle Invarianten Aggregate der 7 sind (sieche WEyrn, Math. Zeitschr. 20,
p. 140 fi), so schliesst man daraus, dass diese voneinander algebraisch unab-
hiingig sind, solange die Anzahl der Argumentvektoren » + 1 nicht iibersteigt.
Stiitzt man sich umgekehrt auf die leicht einzusehende Tatsache, dass die i
unter dieser Voraussetzung algebraisch unabhingig sind — man kann niimlich
den 7;; beliebige Werte verleihen; diese Behauptung ist im wesentlichen damit
gleichbedeutend, dass man jede nicht-ausgeartete schiefsymmetrische Bilinearform
in die Normalform (1) iiberfithren kann —, so liefert jene Formel den Fundamental-



Die projektive, die Komplex- und die Drehungsgruppe. 269

satz fir e<v+ 1. (Es geniigt, ihn fiir e=» zu besitzen, um ihn daraus mit
Hiilfe der einfachen Carerrischen Identitit allgemein zu gewinnen.)

Auf Grund des Gesagten wird man nun wohl den Umstand, dass F(2) all-
gemein die Gestalt (15) besitzf,, dahin verstehen miissen, dass bei gegebenem
Typus (g, 9s,...,9s) und gegebener Argumentzahl ¢ nur bis zu einer gewissen
Gesaﬁtordnung 7 hin wirklich neue invariante Grossen vom Typ‘us' (g9) auftreten,
von da ab jedoch nur solche, die aus Grdssen niedrigerer Ordnung durch Vor-
setzen von Faktoren [ry] entstehen. Dies ist nun wirklich richtig, und zwar
existiert, wie [xy| die einzige elementare Invariante ist, bes vorgegebenem Typus
(91, 925 - - -» gn) unabhdingig von der Anzahl e der Argumentvektoren nur eine endliche
Zahl invarianter  Elementargrossen dieses Typus’, die hochstens g=g, + gs + -+~ + gn

Argumente z,y, ... linear enthalten. Das heisst: man erhilt alle invarianten

Grossen des Typus, die von irgend einer Anzahl willkiirlicher Vektoren alc, a

y v

abhingen, durch folgende Operationen: man setzt fiir die Argumente x,¥,... in

den Elementargrossen irgendwelche der Vektoren a},', :3, ... ein, multipliziert mit
invarianten Faktoren von der Gestalt [xy| und addiert mehrere Grossen gleicher
Ordnung, die man so gewann. ‘

Der Beweis bernht auf dem Fundamentalsatz und der Tatsache, dass die
primitive Darstellung § vom hochsten Gewicht g, @, + g s + - + gn pu gemiiss
threr in II, p. 335 skizzierten Konstruktion in der Darstellung ¢ enthalten ist
und darum nach dem Satz von der vollen Reduzibilitit ¢ in ) und einen wei-
teren Bestandteil zerfillt. Die #¢ Variablen der Darstellung ¢?: t— T sind die
Koeffizienten einer willkiirlichen Linearform von g kontravarianten Vektoren
& om ..

(17) - Nfir. Gime .
i,k

Dass sich aus ihr die g-dimensionale Darstellung h: 7—t rein abspalten lisst,
besagt offenbar:
1) man kann pu unabhiingige Linearkombinationen der fix... bilden:

(18) ¢y, - - ., tu = Linearkomb. (£ . ),

die sich untereinander nach ¢ transformieren, wenn die fi¢. . der Transformation
T unterworfen werden.

2) Man kann umgekehrt die f;z. . so als Linearkombinationen von g unab-
héingigen Variablen ¢, ..., ansetzen:



270 H. Weyl.
(19) - Jir...= Linearkomb. (¢, ..., ),

dass bei Ausiibung der Transformation ¢ auf die ¢ die fix... die Transformation
T erleiden.

3) Setzt man in (18) rechts fiir f;x .. die durch (19) eingefiihrten Ausdriicke
ein, so entstehen identisch die linken Seiten ¢,, ..., .

Nimmt man nun eine beliebige Invariante

I=2fie.. (@2, .. Y. ..

. 1 2 R
her, die ausser von den Argumentvektoren x,z,... in den Ordnungen 7,,7,,...
noch von g kontravarianten Vektoren &, 7, ... linear abhiingt, so erhilt man nach
den Gleichungen (18) aus ihr eine invariante Grosse ¢= ¢, ..., ¢,) des gewiinsch-

ten Typus und der gewiinschten Ordnung in den verschiedenen Argumenten

910, gc, .... Ist umgekehrt (¢,,..., ) eine beliebige Grosse dieser Art, so gewinnt

man dazu mittels der -Gleichungen (19) eine Form (17), welche gegeniiber der
Gruppe ¢ invariant ist und aus der durch den Prozess (18), wie die Aussage 3)
lehrt, ¢ wiedergewonnen wird. Unser Erzeugungsprozess liefert infolgedessen
alle invarianten Grossen der gewiinschten Art. — Da nun alle skalaren Invarian-
ten, die ausser kogredienten z, y, ... .auch kontragrediente Vektoren & 1, ...
ehthalf,en, nach dem Fundamentalsatz sich aus Elementarinvarianten von der
Gestalt

zyl, (8= & +txb+  + s, £ 7]

zusammensetzen, geniigt es den geschilderten Prozess auf Invarianten I anzu-
wenden, die ein Produkt solcher Elementarinvarianten sind; und damit ist unsere
Behauptung bewiesen.

Genau der gleiche Satz gilt offenbar fiir die Gruppe g.

Gruppe . Und mit einer geringen Modifikation auch fiir die Gruppe d.
Der »erste Fundamentalsatz> besagt hier, dass jede Invariante sich aus Deter-
minanten von » Vektoren |z,y,...| und skalaren Produkten (xy) zusammensetzt.
In jedem Gliede des Aggregats braucht man nur e/ne Determinante auftreten
zu lassen, weil das Produkt zweier Determinanten sich durch die skalaren Pro-
dukte ausdriickt. Es konnen ohne weiteres auch kontravariante Vektoren 3
zugelassen werden, da mit £ ein kovarianter x=§ durch die Gleichungen

{xoz‘go}’ x1:§’1; y=F&,..., Za="En, ¥n="En
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verbunden ist. In einem Aggregatglied mag daher neben Faktoren

(2 8), (), )

auch ein Faktor von der folgenden Art vorkommen:
|&,u,9,...] oder |&,7,v,...] u. 8. w.

Infolgedessen muss man damit rechnen, dass die invarianten Elementargrossen
eines gegebenen Typus (g, ds, - . ., gn) bis zu g+ y— 2 (statt g, wie es oben hiess)
Argumentvektoren x,y, ... linear enthalten kionnen.

Im iibrigen sind #hnliche Bemerkungen wie gelegentlich der Gruppe ¢ zu
machen. Der Nenner in den Formeln (12), (13) fiir F lautet

D) II{1—z21),

i=k
i B
dem Umstande entsprechend, dass jetzt neben den skalaren Produkten (x x) zweler

verschiedener Argumente auch die skalaren Produkte (920 %) der Argumente mit sich
selber zu beriicksichtigen sind. — Fiir die Skalarimvarianten (alle g;= o) lisst
sich der Zihler verwandeln in:

| Iiz&e—v, e ze—vizvfize—w+l, ey Ze—ll'

Das obere Vorzeichen entspricht ungerader, das untere gerader Dimensionszahl ».
Ist die Anzahl e¢ der Argumente = »—1, so erhilt man also

I

(20) F=IT

=k 1—2zier’
wihrend fir e=9» kommt:
I

F= ez IT .
(21) (1+2,2, Z)igkl‘——zizk
Das ist natiirlich mit dem Fundamentalsatz im besten Einklang. Der Faktor
1+2%...2, in der letzten Formel bedeutet, dass bei » Argumenten zu den
»geraden> Invarianten, die sich aus den algebraisch unabhingigen skalaren Pro-

dukten (olc gc) der Argumente aufbauen, die »ungeraden» durch Multiplikation

mit der Determinante |« z ... x| hinzukommen. — Mit Hilfe dieser im wesent-
lichen aus dem Fundamentalsatz abgelesenen Formel hat Herr ScHUR in umge-
kehrter Wegrichtung den Ausdruck des Volumens dQ hergeleitet.!

! Schur 7, p. 350.
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Ich mache zum Schluss noch auf einen merkwiirdigen Umstand aufmerksam,
welcher der Ausdeutung und Aufklirung bediirftig ist: fiir » Argumentvektoren
(e=m) und alle moglichen Typen (g, g5, ..., gn) stehen die zu den Gruppen g, ¢, D
gehorigen Funktionen /' in dem einfachen Zusammenhang:

Fo=IT-—F,, Fo=IT—"

i<k 1—&;&r ik I—&i &k

q-

§ 4. Reduktion der Darstellung bei Reduktion der Dimensionszahl.

Gruppe g. Wir betrachten die primitive Darstellung § mit dem héchsten
Gewicht (3). Beschrinken wir uns auf diejenigen Transformationen = des zugrunde
liegenden »-dimensionalen Raumes, welche die ersten »—1 Koordinaten untereinan-
der transformieren und die letzte ungeidndert lassen, so haben wir darin zugleich
eine Darstellung §,—; der Gruppe ¢ in »—1 Dimensionen. Wir sagen, sie »liege>»
in der Darstellung §) von ¢,. In was fiir irreduzible Bestandteile zerfillt sie?
Ich behaupte:

Satz. Die Darstellung der Gruppe g,—1 in v—1 Dimensionen, die in der
premstiven  Darstellung der Gruppe ¢, vom Typus (g, 9s, - . ., gn) liegt, enthdilt die-

- jenigen primitiven Darstellungen von g,—., deren Typus (g., ¢., - . g'n—) den
Ungleichungen
(22) % §y’1§ggé e S a éy’n—légn

geniigt, eiwmal und keine anderen.
Der Beweis ist sehr einfach. Die Charakteristik von ¥,_; entsteht aus der
Charakteristik (14) von h=Dh,, wenn man &, =1 setzt. Der Nenner

Dy, (&)= IT (e;—&x) (¢>Fk; 4, k=1,2,..., n)

geht dadurch iber in
Dy (e) - (1—&) (1—&) - (1—en).
Um den zweiten Faktor aus dem Zéihler herauszudividieren, subtrahieren wir in

der Zihlerdeterminante von jeder Spalte (ausser von der letzten) die niichstfol-
gende. Weil dadurch die letzte Zeile sich in (o, o,. .., 0, 1) verwandelt und z. B.

Ell— elg
I%=€l‘+811+1+ oo gkt
—&

ist, hat sie nach vollzogener Division sich in die (»—1) gliedrige Determinante
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umgewandelt. Diese aber ist die Summe aller Determinanten von der Form
| &, slé, coey &t |
deren Exponenten !’ den Ungleichungen geniigen
LEl<b=l< <l <la<l,.

Und an der summatorischen Zerlegung der Charakteristik in primitiveb erkennt
man den Zerfall der Darstellung in irreduzible Bestandteile.

Das  Resultat enthilt, wenn es absteigend bis zur Dimensionszahl o ver-
wendet wird, eine rekursive Bestimmung der Dimensionszahlen der primitiven
Darstellungen von g,, fiir die freilich auch eine géschldssene Formel existiert
(I, p. 300, Satz 6). .

Gruppe ¢ und d. Bei ihnen fihrt genau die gleiche Methode zum Ziel.

D, v=2n+1. Anstelle von (22) treten die Ungleichungen

gl =0.= = gu1 S gn=gn.

Die in der primitiven Darstellung des Typus (g9) von b, liegende Darstellung von
D,—1 enthilt alle primitiven Typen (g') einmal, welche diesen Ungleichungen ge-
niigen, '.und keine anderen.

b, v=2n. Hier lauten die entsprechenden Ungleichungen

=9 =0.=  =gnr=gn1=gn.

Die Ergebnisse sind iibrigens weder bei g noch bei d beschrinkt auf die eindeu-
tigen Darstellingen. Nur muss zur vollstindigen Formulierung hinzugefiigt wer-
den, dass, wie die g (und die ¢’) untereinander sich lediglich um ganze Zahlen
unterscheiden, so auch die ¢"-Reihe von der g-Reihe um ganze Zahlen differieren soll.

Gruppe ¢. Thre Dimensionszahl »= 2% kann nur um 2 springen. Da aber
die Charakteristikenformel fiir ¢», im wesentlichen identisch ist mit derjenigen
fiir Don+1, lisst sich das Resultat aus dem zwiefachen Abstieg Duyt1— Don—Dans
ablesen. Man schreibe also jedes Zahlensystem ¢';, ¢s, . . ., ¢'» einmal auf, das den
Ungleichungen geniigt

Oég églégéé T §gn—1§g,'n§gn

und entwickle aus jedem von ihnen diejenigen Zahlsysteme g7, g5, - - ., gn—1, fiir welche
85 - 25389. dcta mathematica. 48. Tmprimé le 4 mars 1926,
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. ' " ,
N=9:1=0:= =g 1=Ih-1=0n

gilt. Die in der primitiven Darstellung der Gruppe ¢, (v=2%) vom Typus (g) lie-
gende Darstellung von ¢, 5 enthilt alle und nur die primitiven Darstellungen,
deren Typus eines der Zahlsysteme (¢”) ist, und jede in derjenigen Vielfachheit,
wie sie das beschriebene Verfahren liefert. Explizite: der Typus (¢) tritt so oft
auf, wie die folgende Formel angibt, vorausgesetzt dass alle darin auftretenden
Faktoren positiv sind; sonst aber iiberhaupt nicht.

[1+min (g, g7)] [1+min(g,, g5) — max (g, 97)] - [1+go—max (gn—1, gn1)].

§ 5. Die Darstellungen der zweischichtigen orthogonalen Gruppe o'

Neben der Gruppe d aller (xx) invariant lassenden homogenen linearen
Transformationen von der Determinante 1, welche ein einziges zusamenhiingendes
Kontinuum ausmacht, betrachtet Hr. Scuur!' die Gruppe D', in die ausser den
eigentlichen auch die uneigentlichen Operationen von der Determinante — 1 auf-
genommen werden. Zur Vervollstindigung meiner fritheren Untersuchungen mége
dieser Fall hier auch auf dem von mir gewiihlten Wege erledigt werden. Bed
ungerader Dimensionszahl v=2n+1 sind die Verhiltnisse sofort zu iibersehen,
weil die »Nebengruppe» zu d innnerhalb ' dadurch erhalten wird, dass alle Ma-
trizen = von » in — 7 verwandelt werden. Jeder primitiven Darstellung z—> ¢ von

d entsprechen zwei primitive, zueinander »assoziierte> Darstellungen von ’; nimlich
I. T, —1—t;
2, T—t —1—>—L.

Damit sind die primitiven Darstellungen erschopft. Denn der Spiegelung am
Nullpunkt, der »-dimensionalen negativen Einheitsmatrix — ¢ muss, da sie zu b’
gehort und mit allen Operationen von D’ vertauschbar ist, in einer primitiven
Darstellung von D’ ein Multiplum o der Einheitsmatrix korrespondieren. Wegen
(—6)®=d muss a®=1 sein; es gibt also nur die beiden Moglichkeiten, dass — ¢
durch die Einheitsmatrix oder durch die negative Einheitsmatrix ddfgestellt wird.

Viel verwickelter ist die gerade Dimensionszahl v=2n. Bine Charakteristik
von D’ muss invariant sein gegeniiber dem Vorzeichenwechsel jedes einzelnen
Drehwinkels @. Denn innerhalb b’ ist mit der Hauptmatrix (¢) auch diejenige
konjugiert, die aus ihr durch Vertauschung von & mit ¢! entsteht. Darum
miissen die Koeffizienten des hochsten Gewichts den Ungleichungen

! Schur 2 und 3.
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(23) O=gI=h=...=¢n

geniigen, und muss -y (innerhalb der Hauptgruppe b) additiv zusammengesetat

sein aus den Elementarsummen
E 0, by oy W) =E0, Iy -, L) =1, ¢lly@), . . ., ellag);
Bl by ) =8, by o L)+ E(=1, by, 1)
=|clyp), cllyp), ..., cllag)| (l,>o0).

U]
A

fx-(mz-(z)|dw|=zf|dw|=f|dr|,

der - Mittelwert von |x|*® fiir eine primitive Charakteristik y aber =1 sein

Da im zweiten Fall fir =" bei Integration iiber  die Gleichung besteht

muss, kann die primitive Charakteristik der Gruppe b’ vom héchsten Gewicht
9191193 @3+ - +gn P, 9,>0 nur so lauten:

|t e L it
|1, e+, ... e 1+

%(7)

’ li=gi+{—1),
(24)
fiir die eigentlichen Operationen =,
x(z)=o0 fiir die uneigentlichen Operationen.

Ihre Dimensionszahl ist doppelt so gross wie die korrespondierende von b, und
sie zerfillt fiir die Operationen von b in die beiden »adjungierten> irreduziblen
Darstellungen vom Typus (* g,, g, . . ., gu). Dass die Gewichtskoeffizienten g; unter
Einhaltung der Ungleichungen (23) und g¢,>o0 willkiirlich vorgegeben werden kén-
nen, ergibt sich fiir ganzzahlige g mittels der alten Konstruktion; fiir halbganze

g kiime es nur darauf an, die primitive Darstellung des Typus (é, é,m, é) von

b’ anzugeben. Dies gelingt algebraisch, wenn man die entsprechende Darstellung
von D an den Operationen von D selber, nicht an den infinitesimalen Erzeugenden
schildert; durch die transzendente Methode (IIL, p. 390) ist die Existenz auf jeden
Fall gesichert.

Ist g,=o0, so muss man auf die Nebengruppe eingehen. Als Normalform
ihrer Operationen, auf die sich jede durch geeignete Wahl eines »orthogonalen»
Koordinatensystems bringen lidsst, kann man benutzen
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n

,
—1
oe,

Indem man die Transformation
du— du—(e) du(e) !

im Gebiet der infinitesimalen Drehungen du studiert, bekommt man als Ausdruck
desjenigen Volumenteils der Nebengruppe, auf welchem die » Drehwinkel» ;" dem
Spielraum ¢;’ ... @/ +dp; angehoren: -

AL =44 dg, ... dp, mit
A'=I s(p)- Hlelp)—clp,) (E<k; 4,k=2,3,...,n).

Da () durch Verwandlung eines ¢’ in —¢’ in eine innerhalb d’ zu (&)’ konjugierte
Operation iibergeht, ebenso, wenn man ¢,, ¢, ..., ¢, untereinander vertauscht,
muss der mit 4 multiplizierte primitive Charakter y innerhalb der Nebengruppe
sich.aus Ausdriicken von der Form zusammensetzen

E'(l) = IS(ll- w;c)li,k=2,3»,...,n.

Danach ist zu erwarten, dass es zwei und nur zwei zueinander assoziierte primi-
tive Darstellungen der Gruppe d’ vom Typus (g,=0, ¢s, - . ., gn) gibt und ihre Cha-
rakteristiken so aussehen:

_ | ellg)- .., clg)|
| I, C(@), RS c((n_l)¢)|
(25) N |s(l@’), . . ., s(lag”)]

%:—_' n
lgs(¢;) : I I, C(w,), ceey c((n—z)w')l

x fiir die Operationen von b,

fiir die Operationen der Nebengruppe.
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Die Determinanten sind so zu lesen, dass anstelle von ¢ der Reihe nach ¢, ¢,, ... ¢»,
anstelle von ¢’ aber nur ¢,, ..., ¢, gesetzt werden. Die Dimensionszahl ist die
gleiche wie fiir die Gruppe d. Doch bedarf unsere Behauptung noch der niheren
Begriindung.

Eine primitive Darstellung von b’ des gewiinschten Typus erhilt man nach
IT, indem man die kleinste lineare Mannigfaltigkeit bildet, welche alle durch die
Transformationen von b’ aus dem Hypervektor

E1=ez" (eﬂX e,._l)l"n—l - (011)( .o X 82)1)"'

entstehenden Hypervektoren umspannt; e, es,. .., éen; €,¢,, ..., én bedeuten dabei
die Grundvektoren, das Koordinatensystem des Raumes rt, p; ist die ganze Zahl
gi—gi-.-lzo. Das Koordinatensystem im Darstellungsraum kann aber so ange-
nommen werden: E|, F,, ..., dass jeder der Hypervektoren E; linear zusammen-
gesetzt ist aus Produkten, welche p, eindimensionale Grundvektoren, p,-: zwei-
dimensionale, . . ., p, (#—1)dimensionale als Faktoren enthalten, und welche alle
das gleiche Gewicht besitzen. Nur E, hat darunter das hochste Gewicht
gePz+ -+ gnn. Bei Ausiibung der Substitution (¢) gilt daher

El"’e(.929"2+ +gn9)1’s)- E;,

und die iibrigen Koeffizienten der (¢)’ in der Darstellung korrespondierenden
Matrix (E) enthalten nur Glieder von niedrigerem Gewicht als das hingeschrie-
bene. Somit beginnt die Charakteristik unserer irreduziblen Darstellung fiir die
Elemente der Gruppe b mit dem héchsten Glied e(g, g; + -~ + gn@n) und fiir die
Elemente der Nebengruppe mit dem hochsten Glied e(go@y+ -+ gngpn). Es
gilt also

A=)+ e EWL)+ in der Hauptgruppe,
A y=EN+c )+ in der Nebengruppe.
€.y ... €., ... sind konstante Koeffizienten, die mit ihnen behafteten Zusatzterme

stehen niedriger als der den Koeffizienten 1 tragende Hauptterm. Die Forderung
aber, dass der Mittelwert von |x|® gleich 1 sein muss, liefert die Beziehung

(14 ]e 4 )+ (el ) =2,

aus welcher das Verschwinden der Zusatzglieder hervorgeht. Damit ist sicher-
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gestellt, dass die beiden assoziierten Darstellungen ©, D— mit den Charakteristi-
ken (25), =%+ und y- wirklich existieren.

Es kann aber auch keine andere geben von demselben hochsten Gewicht.
Denn fiir eine solche © wiirde die Charakteristik { innerhalb der Hauptgruppe
die Gestalt besitzen

4§:c§(l) + ct'§(l$) +-
WO €50, ¢,, ... ganze Zahlen sind. Da [|{|*|dz| gleich dem doppelten Volumen
bl

von D sein muss, gibt es nur die Moglichkeiten: 1) #/-{=§(l) in der Hauptgruppe;
2) 4-5=E() £ £(l) in der Hauptgruppe, {=o0 in der Nebengruppe. Im Falle 2)
muss die erste Komponente des Zahlensystems [, gleich o sein, da sonst die
Symmetrieeigenschaften von [ verletzt wiren. Dann aber geniigt { nicht der

ffx*|d7|=0
J

gegeniiber der durch die Formeln (25) fiir /=1, gelieferten Charakteristik y,.
Bleibt also nur die erste Moglichkeit, dass die Charakteristik { von ® innerhalb
der Hauptgruppe mit der Charakteristik 3 von ©; und D_ iibereinstimmt. Wire

Orthogonalititsbedingung

nun D weder mit Dy noch mit D_ #quivalent, so bestiinden die Orthogonali-

f§%+|d7’|:0, fix_ldflzoa
b’ o

deren Addition zu der unmoglichen Gleichung

2f5x|d¢|=2fa_cxld1|=0
b ]

Vergl. Schur 2, pp. 301/302.
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