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Gestiitzt auf CA~TX~'S umfassende Untersuchungen fiber infinitesimale Grup- 

pen 1 und vor allem auf die fief eindringende Charakteristiken-Meth0de, welehe 

I. ScHu~ nach dem Muster der endlichen Gruppen (F~o~E~Ius) an der reellen 

Drehungsgruppe entwiekelte ~, habe ieh kiirzlich eine allgemeine Theorie der Dar- 

stellung kon~inuierlicher halb-einfacher Gruppen durch lineare Transformationen 

aufgestell t :  Zu den halb-einfachen gehSren insbesondere die .Gruppe gI  aller 

homogen'en linearen Transforma~ionen yon der Determinante I sowie die Drehungs- 

gruppe b and die Komplexgruppe c, welche in der ersten enthalten sin& Von 

den Formeln ihrer primitiven Charakteristiken sollen hier einige naheliegende 

Anwendungen gemacht werden. Die erste betrifft die Abzdhlung yon Invar ianten;  

es war dieses Problem, yon welchem I. SCHVR seinen Ausgang nahm, und fiir 

die Zwecke der Invariantentheorie stellte HURW~TZ zuerst jenen das Kontinuum 

der Gruppe  als Integrationsgebiet verwendenden Integralkalkfil auf, der die Seele 

der SCHURschen Methode ist. Die zweite Anwendung be~rifft die folgende 

Frage: jede primitive (irreduzible) Darstellung der Gruppen ~] I, c, b in v Dimen- 

sionen liefert zugleich eine Darstellung der entspreehenden G ruppe in v "  ! Dimen- 

sionen; wie setzt diese sich aus primitiven z u s a m m e n ? -  Endlich dehne ich 

1 Vo~ allem die Theses (Paris I894 ) und: Bull. Soc. Math. de France 4z, p. 53. 

2 Drei Abhandlungen in den Sitzungsber. d. Preuss. Akademie I924, p. 189, p. 297, p. 346 
(zitiert als: Schur z, 2, 3). 

8 Drei Abhandlungen in der Math. Zeitschr. I925, Bd. 23, p. 27i, Bd. 24, p. 328 undp. 377 

(zitiert als: I, II, I I I ) .  
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drittens die Charakteristikenformeln fiir die Gruppe b auf die Gruppe b' aller 

orthogonalen Transformationen aus, welche neben den eigentlichen auch die un- 

eigentlichen Operationen yon der Determinante - - I  enthiilt. 

w I. Rekapitulation. 

Wir  operieren im zen~rierten affinen Raum r yon ~ Dimensi0nen. Start g I 

werden wir hier (obwohl sie nieht halb-einfaeh ist) die voile Gruppe g aller ho- 

mogenen linearen Transformationen yon nieh~-versehwindender Deterlninante be- 

traehten. Im FaUe der Komplexgruppe ist ~ notwendig gerade -~2 n, im Falle 

der Drehungsgruppe unterseheiden wir ungerade und gerade Dimensionszahl: 

u----2 n + I oder u----2 n. Die vier behandeRen Klassen yon Gruppen sind also - -  

und wir werden fortan immer dlese Reihenfolge innehalten - - :  

g , v ~ n ;  c,v~-2n; b , ~ - ~ 2 n + i ;  b , ~ 2 n .  

Dem ))schiefem) und dem ~)skalaren)) Produkt, d. i. der invarianten schiefsym- 

metrischen bezw. symmetrischen Bilinearform zweier VekCoren 

x-~{Xo} , x l , . . . ,  x,, x ' l , . . . ,  x'~ und y, 

welche der Definition der Gruppe c und b zugrunde liegen - -  das in { } gesetzte 

Glied trit t  nur bei ungerader Dimensionszahl auf -- ,  geben wir die Gestalt 

(I)  [ x y ] :  ( X l y i - - y l X : ) ~  "'" "~- (Xny"a- -ynX 'n) ,  

(2) (32 y) = (X 0 Y0} ~- (Xl Y: -~ Yl Xi) "~- " " " "~- (X,t~ y"l, Jv yn  Xtn) �9 

Indem wir uns ianerhalb der Gruppen auf die unit~ren Transformationen 

besehri~nken, entstehen die gesehlossenen Kontinua g~, Cu, b~. Innerhalb dieser 

Gruppen ist jede Transformation $ zu einer ))Haupttransformation* (8) konjugier~, 

in deren Matrix nur die ttauptdiagonale mi~ Zahlen ~,  8.~, . . . . ,  8~ besetz~ ist, 

welche nicht verschwinden. 

ein fiir allemal 

8 = e 'W = e 

Die 8 sind vom absolu~en Be~rage I. Wir  setzen 

Im Falle c und b sind die 8 zu je zweien reziprok: 

, I , I f "h 

~60=I)~ ; 81, . . . ,  8n; 8 , = - - , . . . ,  8 n = - - "  
81 8n 
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Die nur rood. i bestimmten GrSssen ~1, r  r 

heissen die Drehwinkel der Operation ~. Das Volumen 

desjenigen Teiles, welcher aus der Gruppe 6~, r oder b, dadurch ausgeschnit~n 

wird, dass man die Drehwinkel auf den Spielraum ~v~... 90~+tt~o! beschr~nkt, 

berechnet sich ffir die vier untel~chiedenen Gl~xppen aus: 

A = H (e (~,) --  e (q~,.)), 
i>k  

i i>k  

- rt(  - 

t > k  

Die Indizes i und k durchlaufen die Werte yon I bis n, fi bezeiehnet aUgemein 

die zu a konjugiert-komplexe Zahl. 

Bei einer primitiven oder irreduziblen Darstellun~ der Gruppe durch lineare 

Transformationen in N Variablen (N-dimensionale Dars te l lung)kann man das 

Koordinatensystem im N-dimensionalen Bildruum immer so w~hlen, dass den 

Haupttransformationen (e) Haupttransformationen (R) korrespondieren; und zwar 

stehen in der I-Iauptdiagonale yon (E) lauter Terme yon der Gestalt 

e (q~k), Ok = kl 901 + k~ 90~ + -" + k, ~ .  

Die vorkommenden Lineafformen qJk heissen die Gewiehte; die Summe der  e((D~) 

ist die Spur yon (E) und damit zugleieh die Spur X(v)derjenigen Transformation 

T, welche in der Darstellung dem Elemen~ ~ der gegebenenen Gruppe korrespon- 

dier~. Wenn wir uns bei b und ~ auf die ei~deutigen Darstellungen beschr~tnken 

(fiir b existieren auch zweideutige, fiir 6 sogar unendlichvieldeutige), so sind die 

Koeffizienten k ganze Zahlen. Die endliche Fourierreihe Z ist invariant gegen- 

fiber denjenigen auf die ~o auszuiibenden Substitutionen S, welehe (~) in ein kon- 

jugiertes Element seiner Gruppe iiberfiihren. Die Gruppe der S besteht im Falle 

g aus allen Permut~tionen; im Falle r und b, ~ 2  ~+  ~ sind ihre Erzeugenden die 

TransposRionen und die Vorzeichen~inderungen an je einer Variablen ~, im Falle 

3 3 - - 2 5 3 8 9 .  Acta mathematlca. 48. I m p r l m 6  ]e 3 mar s  1926. 
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b, v = 2 n die Transpositionen und die Vorzeicheniinderungen an je einem Variablen- 

paar. Die Ordnungen sind bezw. = n!, 2 n. hi, 2 **-~ �9 n!. Bei lexikographischer 

Anordnung der Glieder yon Z - -  nach dem Prinzip, dass k ~ g t + k , 9 , + . . .  +k,~q~,,, 

hSher steht sis k'~ ~1 + k'~ ~, + - . .  +k 'nr  wenn die letz~e yon 0 verschiedene der 

Differenzen kl--k'  . k~--k'~,.. . ,  k~--k' ,  posRiv ist - -  tr i t t  ein h5chstes Gewicht auf 

(3) O~g191 +g~ q~ + "" +g-  9"; 

dieses ist stets yon der Multiplizit~t i und bestimmt die primitive I)ars te lhng 

eindeutig. Die ganzen Zahlen g~ genfigen jenen Ungleichungen, welche ausdrfieken, 

dass �9 nieM r sr als die ~quivalenten (aus �9 durch die Substitu~ionen S 

hervorgehenden) Lineafformen. 

Um die "Chara~teristiken Z bequem ausdrficken zu k5nnen, habe ich die 

Elementarsummen eingeffihr~: 

is) 

Die Summe erstreel~ sieh alternierend fiber diejenigen Terme, die sieh aus dem 

hingesehriebenen durch Ausiibung der Substitutionen S ergeben. In Determinanten- 

form ist 

(~) = I ~ I (~), 

~ ( z ) = l @ - , ; ' ~ l  (c und b, ~ = 2 , , +  ~), 

2 ~ (z) = I ,~  + ,i -'~ I + I ,~  - ,F  '~ I ( b , ,  = 2 ~). 

Stets ist ~ ---- fd~ (die Integration erstreekt sieh nach allen Winkeln 91, ~02,. " "  ~ 9n 

yon O bis I) gleich der Ordnung der S-Gruppe, ferner .d=~(1 ~ mit 

0 ( r  ~ , . . . , , -  ~) : 

= ( i , 2 , . . . , . )  

.q und b ,v -~2n ;  

. 

C, 

b , v ~ 2 n +  I .  

Die Charakteristik Z der primitiven Darstellung vom h5ehsten Gewicht (3) aber 

berechnet sich aus der Formel 

(l) 1~= g, +/~-. z =  ~(~) ,  
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Die versehiedenen Z bilden ein 014hogonalsystem fiir das Integrati0nselemen~ 

d ~ .  Jede (bei 6 und b scilicet: eindeutige) Darstellung zerfi~llt in primitive. 

w 2. Die Formeln ffir die Invariantenab#thlung. 

Lieg~ eine M-dimensionale Darstellung ~:  v--*T vor, so versteht man unter 

einer zugehSrigen Invar iante  t eine Linearform der Koordinaten YD Y~,---, Y~ des 

Bildraumes, welehe dureh die si~mtliehen Transformationen T in sich iibergeht. 

Is~ X die Charakteristik der Darstellung ~, so ist nach SCHUR die Anzahl der 

linear unabhgngigen zu ~ gehSrigen Invarianten 1 

Der Begriff der (skalaren) Invariante ist zu verallgemeinern zu dem der invarianten 

GrSsse. Es sei ~: , - ~ t  die primitive /,-dimensionale Darstellnng mit dem h5ch- 

sten Gewieht (3); eine zu ~ gehSrige invariante Gr5sse vom Typus ~ oder vom 

Typus (g~,g2,.. :.,g,*) ist ein System yon tt Linearformen (h, t~ , . . . ,  tv) der Koor- 

dinaten y~, y~ . . . .  , yM, welche untereinander die Transformation t erleiden, wenn 

T auf die Variabeln y ausgeiibt wird; dabei sind t, T die beiden Transformationen, 

welche in den Darstellungen ~ und ~ demselben wiUkiirlichen Element , unserer 

Gruppe entsprechen. Die Anzahl der linear unabhi~ngigen unter ihnen betrggt, 

wenn Z den Charakter der Darstellung I} bezeiehnet~: 

Wir wollen jetzt ~ spezialisieren. Es sei x ~- (xl, x~ , . . . ,  x,) ein willkiirlieher 

Vektor des zugrunde liegenden Raumes ~. Jede homogene Funk*ion der Ordnung 

r yon x ist~ eine lineare Kombination der siimtlichen Monome 

(4) v = 4 ' , . . .  x ; , ,  

deren Exponentensumme = r ist. Die Monome erfahren bei Ausiibung der Trans- 

formation , auf die Koordinaten x untereinander eine Substitution T; da (4) sich 

durch die Haup*transformation ( , )mi t  e~ ~', e.~;2 . . .  ,,~ multipliziert, ist die Charak- 

teristik X dieser Darstellung ~:~: ~ T gleich 

t 8ehur 1, p.-2oL 
HI, p. 393, Formel (24). 
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Z i,  i2 iv 
6 l  &z. �9 �9 .g~, 

(it+i.z+ - . - + i v = , ' )  

oder gleich dem Koeffizienten von z r in der Potenzentwick lung  des Reziproken 

der Funk t ion  

f ( z ) - - ( I  - -  81 g ) ( I  " 8 e z ) . . .  ( I  " ~ ,  z ) .  

Dies eharakteris t ische Po lynom ist, wenn d die 

bedeuteg, 
f ( z )  = de~; (d - -  z ,). 

v-dimensionale EinheRsmatr ix  

1 2 
Sind al lgemeiner x,  x , . . .  mehrere  willkiirliche, insgesamt e Vektoren in t u n d  

wollen wir diejenigen Invar ian ten  oder  diejenigen invar ianten GrSssen yon be- 
1 2 e 

s t immtem Typus ~)finden,  welche ganze rat ionale  Funk t ionen  yon x,  x , . . . x  
*C bezw. der Ordnung  rl ,  re . . . .  , re sind, so ist fiir X der Koeffizient  yon z~l z r~ . . .  z, in 

der Potenzentwicklung der Funk t ion  

f ( z l ) f ( ze )  . . .f(ze) 

zu nehmen.  Es ist klar, dass solche invar ianten GrSssen nur  fiir die e indeut igen 

Dars te l lungs typen 1} existieren, die �9 ein ganz ra t ional  yon ~ abhgngiges t zuordnen. 

Satz. Um die Anzahl Arlr~...r~ der linear unabhh'ngigen unter denjenigen in- 

varianten Gr&sen von gegebenem Typus ~, welche yon e wiltkiirliehen Vektoren ganz 

rational bezw. in der Ordnung rl, r e , . . . ,  re abhh'ngen, simultan fii,r aUe Ordnungen 

r:, r e , . . . ,  re zu bestimmen, hat man die erzeugende Funktion 

zu konstruiereu. 

(5) 

oo 

F (Zl~ ze~ . . .  ~ z e )  ~ Z A 1,1~, . . . .  re Z l  T1 Ze r2" " ~ zere 

r~O 

Es ist 

(Konvergenz herrscht  dor~, wo alle z dem absoluten Betrage nach < I sin&) 

Gruppe ~. Von irgend welchen GrSssen zl, z e , . . ,  bedeute  

D = I I  - -  z k )  
i > k  

das Differenzenprodukt .  I s t  ~) die Dars te l lung vom hSchsten Gewicht  
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gl ~01 + g~ ~0~ + ..- +g~ ~,~ (gl < g~ < " "  < g,~) 

- -  es ist klar, dass gl > o sein muss, wenn i iberhaupt  invariante  GrSssen der 

gewiinschten Ar t  exist ieren sollen - - ,  so setze man wie oben 

l l ~ g l ,  l~----g~ + I , . . . ,  l ~ - - g n + n - - I .  

Dann ist  naeh w x 

~ = D (~), ~ z = I ~,, ~ , . . . , ~ ' n  I , ~=~!. 

Der  ZiChler un te r  dem Integralzeichen der  Formel  (5) laute t  mi th in  

I ~-~', ~-'=, �9 �9 ~-':~ i D (~) d~,  d ~ . . .  d~,,,. 

LSs~ man die Dete rminan te  in ihre n[ Glieder  auf, so l iefert  jedes den gleichen 

Bei t rag zum Integral ,  da die verschiedenen Bestandtei le durch die Ver tauschungen  
,) 

der Variablen ~0i ine inander  iibergehen. Infolgedessen haben wrr 

1 1 1 

(6) ~= f ... f ['~'-~*-'~:-~:'~D(~) a 
0 0 0 

Nach dem Vorgange yon SCHUR t rechnen wir zun~ichst den Fall  e-~n durch und  

t ibertragen hernach  alas [~esultat successive auf  e - ~ n +  I, n + 2 , . . . .  (Die F~lle 

e < n sind natiirl ich in der Formel  fiir  e =  n mitenth~lten.)  

~) e = n .  W i r  mult ipl izieren ~'(z) mit  D(z). Nach  einer v ie lgebrauchten 

Formel  yon CAUCHY ist 

/ ( ~ . - . / ~ / -  ~ "  

Beriicksich~igen wir  in der Det~erminante reehts  zuniiehst~ das Haupt~glied, so 

haben wir  das folgende In t eg ra i  z.u berectmen 

1 1 1 

0 o 0 

Dies zerfi~llt ~ber in ein P roduk t  e infacher  In~egrale yon der Form 

t S c h u r  p .  2,  3 0 7 .  
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1 

8--1 

.9 
0 

d ~ = ~ '  ( 1 ~ 1 < , ;  t__>o). 

(Wenn die ganze Zahl 1 < o ist, bekommt das In tegra l  den W e r t  o im Ein- 

klang damit,  dass fiir g~ < o f iberhaupt  keine invar iante  GrSsse vom Typus  
1 2 

existiert,  die eine ganze ra t ionale  Funk t ion  der Vektoren  x, x , . . .  ist). Das Inte- 

gral  I ha t  demnach den Wer~ zt~zZ#...z~; die fibrigen zu beri icksichtigenden 

Glieder  gehen daraus durch Ver~auschung yon z~ , z~ , . . . ,  z ,  hervor. Unser  Resul- 

t a t  ist demnaeh 

- -  - _  I z~, JL �9 �9 z l~ ] fiir e = n 

2) Ubergang von e(>=n) auf e+I .  W ir  werden, auf  Grund  der eben ge- 

wonnenen Erfahrung ,  aUgemein 

D (~,, z ~ , . . . ,  ~,) F (~,, z ~ , . . . ,  ~,) = F *  (~1, ~ ,  �9 �9 ~,) 

setzen. Wi r  gehen z u r  n~chst  hSheren Argumentzahl  e + I fiber, indem wir ein 

weiteres Argumen t  Zo einfiihren. Die letzte Kolonne  in 

D(zo,Z~,. . . ,z , )=l i , z , . . . , z e  I 

kann  dann ersetzt  werden dureh 

~ ~  f (~ )  

Tut  man  dies, so erhglt  man  aus (6) eine Rekurs ionsformel  fiir F * :  

FI,5 (~o, ~,,  �9 �9  ~ , ) =  ( -  I ) ' -"  (Zo e - "  F i h l l  (z,, ~ , . . . ,  ~e) - + . . - } .  

Der  Index  (1) deute t  auf  das System der ganzen Zahlen l l , l~, . . . , ln hin;  in ( l+ I) 

sind alle diese Zahlen um I erhSht. Die Summe in der geschweif ten Klammer  

besteht  aus e + I a l ternierenden Termen,  in d e n e n  Zo, z l , . . . , ze  der Reihe naeh 

die Rolle i ibernehmen, welche zo im hingeschriebenen Glied spielt. Daraus  ge- 

winnen wir  sofor~ F *  (za, zs, .  �9 Ze) in Gestal t  einer Dete rminan te  1: 

~Den Grundgedanken des Schurschen Induktionsschlusses (Schur 2, pp. 3o7--3II)habe 
ich hier so modifiziert, dass er fiir alle e zu einer geschlossenen Formel ftihrt. 
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,g, . . . ,  Z e - n - 1  : ze--n+l ,  . : ", Z~ln~-~n I. 

Denn d e r  behauptete Ausdruck is{ richtig ffir e-~n und erfiill~ beim lJbergang 

yon e auf e + I die aufgesr Rekursionsformel. Schreiben wir noch zur Ab- 

kiirzung e--n~f ,  so lgsst sich das Ergebnis in die Gleichung fassen: 

i2,fTgl Z(e--1) +gn ] 
(8) F = l ~ ' z  . . . .  , z J - ' ~  , . . . ,  . 

I I , *  . . . .  , z / - 1  z], . . . .  ,e--11 

Gruppe c. Ffir irgendwelche GrSssen zl, z~, . . ,  schreiben wir 

] 7 ( Z ) = i / / < k l ( g ' i - ' ] - g ~ . ) - - 7 ( g ' / r  , 2 " + 2  ' -2  , Z-}-Z -1 ,  1l  

und daneben mR anderm Vorzeichen 

Die inteffrale Grundformel (5) vereinfaeht sich auf die gleiche Art wie vorhin 

zuniichs~ zu: 

1 1 1 

.~  = ~  1 f f f . a , - , , ) , , 1 ( , )  ( 8 - 8 - 1 ) '  " 17"/' (8)d{jo I dgi92...d~ipn. 

o o o 

Das Produk~ / / e r s t r e e k t  sich stets fiber emen yon x bis e, bezw. yon I bis  n 

laufenden Index, der dem Zeichen z, bezw. ~, e, 1 anzuhgngen ist. 

(~-,_~,) (~_~71)=~,-1 (i - ~')+ ~-~'-1) ( i -  ~-'). 

Gemgss den beiden Summengliedern auf der rechten Seite zerfgllt das Integral 

nach go, in zwei gleiche Teile, die durch die Substitution gq--+--go I ineinander 

iibergehen. Das Gleiche gilt fiir ~ , . . . ,  ~ . ;  daher 

1 1 1 

o 0 o 

I. e = n .  f ( z )  i s t  
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Fiir e *  (z)= (nz) n e (z) F(z) 

bekommt man demnaeh einen Ausdruek, in welehem man nach der Cauehyschen 

Formel 

F(z) .F ' (*)  ] I I f *  ( g l ) . . . f *  (g,;) erse~zen kann durch I I z .  ( i , , , z , ) ( i  - - , , - '  zk) " 

Fiir das Hauptgl ied der rechts stehenden Determinante bricht das n-fache Integral  

wieder auseinallder in ein Produk~ einfacher In tegral ,  veto Typus 

1 

l-_~,--'I ( I - - . 2 )  d~o _ I �9 , ( . '  1 ( 1 _  .2) d * ,  

j ( , - ~ g ) ( , - , - , g ) -  ~ j G--E)  ~ - ~  

dessen Wert  gleich z 1-1, dem Residuum im einzigen innerhalb des Einheitskreises 

gelegenen Pole , = z i s t ;  und wir finden schliesslich 

(9) • (g)--I ~", z',,..., Jn I fiir e- - - - , , .  

2. ~bergang yon e a u f  e+  I dureh Hinzufiigung eines Arguments z o. In  

F ( g ) = l ~ e + z - e , . . . ,  Z+Z--', '1 (g=go, g~,''  ", ge) 

kann g e + z - e  ersei;zt werden dureh 

(z e-n + z -(e-n) ) f *  (z). 

Darum ergibt sich die Rekursionsformel (fiir e ~--n ist der erste Faktor reehts zu 

ersetzen durch I): 

F *  (g'O' g i , ' "  "', ge) = (gO e-'n-[- gO -(e-n)  ) F *  ( g l ,  �9 �9 ' ,  ge) - + . . .  

und dam~ 

0o) 

F *  ( z , , . . . ,  Ze) --  IZ e - n - '  + Z--*+n+', �9 �9 ' I Z", . . . .  zln I, 

F =  l i + z ~ ( i - , ) , . . . ,  z;-~ + zl, zJ -1 iJ+g,,..., zr I 
I I + Z S ( e - - 1 ) ,  �9 �9 " ,  ge--2-Fge, Ze--ll 

Gruppe b, v = 2 n + I. Die Behandlung ist ganz analog, f ( z )  ist 

n U I \ _ _ / , i  + ~  I 
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Setzt man einen ikugenbliek l t=ki+ I-, um auf ganze 
2 

9.65 

erhiil~ man im Falle e=n: 

Zahlen ki zu kommen,  so 

I q/cxq-1 g~'uq-1) . . . ) Z kn..t.1 I 
I I ( I - - Z ) ' I l z n ' F ( g ) ' F ( z ) - - ' ~  ' / / ( I  +Z) 

Den F vorzusetzenden Faktor wiihlt man so, dass sieh fiir e = n  eine Determi- 

nante ergibt; man fiihrt also allgemein 

ein und hat  dann 

( i i )  

n {(~-~) (~'/' +~-'/') ="}. e (~) F = e *  

F *  = I z~', z l , , . . . ,  z~,, I f t ir  e = n ,  

Beim t~bergang yon e auf e+ I ersetzt man in der Determinante 

n ( ~ 9 " l - e - V ~ ) ' F ( Z ) = l z e + ~ - l - Z ' - - ( e - i - ~ ) , . . . ,  e '~-bg-~ I (Z-'~-Zo, Z~ . . . .  , Ze) 

das Glied in der ersten Kolonne dureh 

(ze--n+~ _[_ z--(e-n+~)) . f .  (z) 

und kommt auf diesem Wege zu: 

( , ~ )  F =  I ,  _~ g 2 f - - i  . . . . .  gf--l_[_2~f!2,fq-gx, . . . .  z(,-1)+g, I 

H( I  --z~) �9 11 + z  ~('-') . . . .  , z '-2 +z ' ,  z~-i I 

Gruppe b, r ~ 2 n .  Mit denselben Bezeiehnungen lautet das auf dem gleiehen 

Wege gewonnene Resul~at bier: 

I,-z~<,..., z f - - i - z f  -t-1 i ;~ fq- , , , . . . ,  zCe-i)+g,,J 

(,3) F =  n ( , _ ~ )  i ,+~( ,_~)  . . . .  , ~,-~+z,,  e - ' l  

w 3. Diskussion der Formeln. 

Gruppe g. Was in der klassischen Invariantentheorie als Invariante >>yore 

Gewichte g>> bezeichnet wird: eine einzelne ganze rationale Funk~ion t mehrerer 

willkiirlicher Vektoren, die bei einer beliebigen Koordina~entransformation �9 des 

zugrunde liegenden zentrierten affinen Raumes sich mit der g-ten Potenz der 

Transformationsdeterminante multipliziert, t r i t t  hier als invariante GrSsse vom 

3 4 - - 2 5 3 8 9 .  Acta nmthematica. 48.  I m p r i m ~  le  3 m a r s  1926.  
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Typus (g, g , . . . ,  g) auf. Nach dem >>ersten Fundamen~alsatz>> ist jede solche In- 

variante ein Aggregat derjenigen Determinan~en, die sich aus irgend n under den 

Argumentvektoren bilden lassen. Zwischen diesen Determinanten bestehen Rela- 

~ionen, die im ~)zweiten Fundamentalsa~z>> aufgez~h'l~ werden, jedoch ihrerseits 

wieder durch Beziehungen un~ereinander verkniipf~ sind; und es geling~ kaum, 

das Gewirr dieser ~>Syzygien* so vollstgndig zu durchblicken, dass man daraus 

ableRen kSnnte, wie viele linear unabh~ngige Invarianten yon gegebener Ordnung 

rl, r e , . . . ,  re in den Argumentvektoren schliesslich sich ergeben. Hier springt 

unsere transzendente Methode ein: sie liefert jene Anzahlen als die Koeffizienten 

einer ganzen rationalen Funktion F yon e Argumenten zl, z ~ , . . . ,  ze, deren Nenner 

die Determinante bildet 

und deren Z~hler daraus so ents~eht, dass man die Expouenten tier letz~en n Ko- 

lonnen um g erhSht. (Es ist klar, dass nur solche Invarianten yore Gewichte g 

vorkommen kSnnen, deren Ordnungen rl, r~ , . . . ,  r~ die Summe ng ergeben.) So 

erheUen der erste Fundamentalsatz und diese Anzahlbestimmung die beiden 

gussersten Enden eines Zusammenhangs, den wir in allen seinen S~ufen nich~ 

v511ig durchschauen kSnnen. Nur bei der niedrigsten Argumentzahl, die iiberhaupt 

etwas liefert, e = n ,  fallen Anfang und Ende in eins; da lehrt die Formel 

F = ( z ,  z ~  . . . Zn)'~ 

direkt, dass nur eine einzige Invariante vom Gewich~e g existiert, n~mlich die 

g-re Po~enz der aus den Argumen~vel~oren gebildet.en Determinante. (Und yon 

hier nimm~ der Beweis des ersten Fundamen~als~tzes seinen Ausgang, indem auf 

die hSheren F~tlle geschlossen wird mit~els jener einfachen CxP~.~sischen Iden t i t~  

--- vergl, etwa W~vs, Math. Zeitschrif~ 2o, p. ~34, Formel (2) - - ,  in welcher die 

Zahl der krgumentvektoren die Dimensionszahl iibers~eig~ und der C x ~ Y s C h e  

~-Prozess nicht auftritt.) 

~hnlich einfache Gesetze beherrschen die Anzahlen der linear unabh~ngigen 

invarian~en GrSssen yon beliebigem Typus (g~, g~, . . . ,  g,~). Besonders merkwiirdig 

ist bier die Formel (7) im niedrigsten Falle e=n ,  weil sie ganz und gar iiberein- 

s~immt mit tier Formel fiir die zugehSrige Charakteristik: 

I &  ~-~, . . . .  ~"~l 
(I4) " z =  I 

Darin liegt eine Art yon Reziprozi~g~sgesetz: 
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Satz (iiber die Gruppe 8J. Die Anzahl  der linear unabhffngigen invarianten 

Grb'ssen yon gegebenem Typus ~, welche yon n Argumentvektoren bezw. in der Oral- 

hung r~,r~. . . ,r ,~ abhSngen, ist ebenso gross wie die Mult ipl iz i tSt  des Gewiehtes 

rl T1 4- r~, 9~ § ... q ~ r~ 9~,~ in der Darstellung ~. 

Die fiir beliebige Anzahl  e der Argumentvek toren  giiltige Formel  ( 8 ) l e h r t  

zungchs~ die selbstverstgndliche Tatsache, dass fiir jede invariante  Gr5sse vom 

Typus (g~, g ~ , . . . ,  gn) die Gesumtordnung r ~ rl + rs + ... + r~ der Gr5sse in den Ar- 

gumen ten  gleich dem Gesamtgewich$ g : g t  + g~ + "'" 4- g~ des Typus  sein muss. 

F ist nach ihr  allgemein yon analogem Bau wie die Charakteris~ik (I4); man  

ha t  in ihr  n (lurch e, die ~ durch  die z zu erse~zen und  als g-Reihe die folgende 

zu nehmen:  

o ,  o ,  . . . ~ ,  o ,  g ~ ,  g ~ ,  . . . ,  g, .  

Nun  kunn man aber die Koeffizienten des Polynoms Z der t ausdriicken durch 

die Charaktere  der Ver tauschungsgruppe ~ yon r Dingen. Ordnet  man n~mlich 

die r Ziffern yon I bis r in ein Trep- 

g l ~ O  

g e = 2  

g~ = 5 

g~ = 5 

g~ = 6 

j 

i 

bezeichnet~en Koeffizient;en l iefert  jetz~; den 

penschema (g) wie das nebenstehende 

ein, dessen S tufen  bezw. die L~nge 

g~, g ~ , . . . ,  g~ haben,  so gehSrt  dazu eine 

best immte primitive Dars te l lung der 

endlichen Gruppe ~r  und damit  ein 

e infacher  Charakter  a yon ihr. Zu 

seiner Berechnung stehen zwei Me- 

thoden  zur Verfiigung, fiber die in I 

refer ier t  wurde. Und die Formel  in 

I,  p. 3o6 fiir den dor t  mit  r~., k . . . .  k,~ 

Satz. Die Anzahl  der linear unabhh'ngigen invarianten Grb'ssen vom Typus 

(gl, g~ . . . .  , g~,), welehe in den e Argumentvektoren yon der Ordnung rl,  r~, . . ., re 

sind, betrh'gt, fa l ls  a den zum Treppensehema (g) gehb'rigen Charakter der Permu- 

tationsgruppe ?~ bedeutet : 

r l ! r ~  ! . . . re! 

Die Summe ist zu erstrecken iiber alle r~! r ~ ! . . ,  r~! Permutationen P, welche bei 

Ze~'legung der Ziffernreihe in successive Abschnitte yon der LSnge r~, r2, . . . .  re  die 

Zif feru jedes Abschnitts nur untereinander vertauschen. 
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Gruppe c. 

/ 7  (Z)  i s ~  = /-1" (Zk - -  ~ i )  ( I  - -  Zi Zk) 

i<k ~i ~k 

duher 

(/ZZ)e--1 (Z) = I I + , . . . ,  z r + z ~, z ~-~ [ =  D ( z ) ' / / ( I  - -  Zi Zk). 
i<k 

Duruus geh~ hervor, dass F(z) bier die Gestalt hat: 

( I 5 )  
gunze r~ionule Fkt. 

i < k  

Was das zu bedeuten hat, machen wir uns zuni~chs~ an den Skalaren In- 

varianten klar. Die in der Formel (IO) als Ziihler auftregende Determinante 

liissg sich, wenn alle g i =  o sind, dadurch vereinfachen, dass man yon der (n + 2) t~, 

(n + 3) t~ , . . . i  ( 2 n +  I) ten Kolonne bezw. die n t~ (n-- ~)t~,... ~t~ subtrahlerK Sie 

l~ute~ dunn: 

[ I -J- ~.2(e--1)--v, �9 . ", g g - - , - - 2  _~ g e i  g e - - , - - 1  , ~,e--v, . . ", g e - - ] l .  

Solange e_-- < v + I ist, gil~ insbesondere 

( ,6)  i 

Skalare Invarian~en sind die schiefen Produkte je zweier der Argumentvektoren 

Die Gleichung (16) bedeu~et, dass soviele unabhi~ngige Invarianten vorhanden 

sind als ~Ionome der zik, die in den Argumentvektoren yon der gewiinsch~en 

Ordnung sin& Stiitzt man sich auf den ~>ersten Fundamen~alsatz>>, der aussag~, 

dass a l le  Invarianten Aggregate der z,k sind (siehe WEYL, Math, Zeitschr. 20, 

p. I4O ft.), so schliesst man daraus, dass diese voneinander algebraisch unab- 

h~ngig sind, solange die Anzahl der Argumen~vek~oren ~ + I nich~ iibers~eigt. 

Stiitz~ man sich umgekehr~ auf die leicht einzusehende Tatsache, dass d ie  zik 

unter dieser Vorausse~zung algebraisch unabhi~ngig sind -- man kann n~mlich 

den z~k beliebige Wer~e verleihen; diese Behauptung ist im wesentlichen dami~ 

gleichbedeutend, dass man jede nicht-ausgear~ete schiefsymme~rische Bilinearform 

in die Normalform (I) iiberfiihren kann - - ,  so liefer~ jene Formel den Fundamental- 
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satz fiir e=<v+ I. (Es geniigt, ihn fiir e = v  zu besitzen, um ihn daraus mit 

Hiilfe der einfachen CAr~,LLlSehen Identitgt allgemein zu gewinnen.) 

Auf Grund des Gesagten wird man nun wohl den Umstand, dass F(z) all- 

gemein die Gestalt (15) besitz~, dahin verstehen miissen, dass bei gegebenem 

Typus (gl ,g~, . . . ,g~)  und gegebener Argumentzahl e nur bis zu einer gewissen 

Gesamtordnung r hin wirklieh neue invariante GrSssen vom Typus (g)auftreten, 

yon da ab jedoch nur solche, die aus GrSssen niedrigerer Ordnung durch Vor- 

~ tzen  yon Faktoren [x y] enr Dies ist nun wirklieh richtig, und zwar 

existiert, wie [x y] die einzige elementare Invariante ist, bei vorgegebenem Typus 

(gl, g~ , , . . ,  g,~) unabhdngig yon der Anzahl e der Argumentvektoren nur eine endliehe 

Zahl invarianter ElementargrSssen dieses Typus', die hSchstens g -~ gl + g~ + "'" + g~ 

Argumente x , y , . . ,  linear enthalten. Das heisst: man erhiilt aUe invarianten 
1 2 

GrSssen des Typus, die yon irgend einer Anzahl wiUkiirlicher Vel~oren x, x , . . .  

abhgngen, durch folgende Operationen: man se~zt fiir die Argumente x, y , . . .  in 
1 2 

den ElementargrSssen irgendwelche der Vektoren x, x , . . .  ein, multipliziel4 mit 

invarianten Ft~ktoren yon der Gestalt [x y] und addiert mehrere GrSssen gleicher 

Ordnung, die man so gewann. 

Der Beweis beruht auf dem Fundamen~alsatz u n d  der Tatsache, dass die 

primitive Darstellung ~ vom hSchsten Gewicht gi ~1 + g~ ~ + "'" + g,~ ~ gemi~ss 

ihrer in II,  p. 335 skizzier~en Konstruktion in der Darstellung c g enthalten ist 

und darum nach dem Satz yon der vollen Reduzibilitiit c a in ~ und einen wei- 

teren Bestandteil zerfgllt. Die ng Variablen der Darstellung cg: , - - ) T  sind die 

Koeffizienten einer willkiirliehen 

~, ~ , . . . :  

(17) 

Linearform 

Dass sich 

von g kontravarianten Vek~oren 

i ,  k , . . .  

aus ihr die ~-dimensionale Darstellung 5: ,--~t rein abspalten liisst, 

besagg offenbar: 

I) m a n  kann ~ unabh&ngige Linearkombinationen der i lk . . ,  bilden: 

(I8) tl, . . . , tV = Linearkomb. (f/k...), 

die sich untereinander nach t transformieren, wenn die d~ . . .  der Transformation 

T un~erwoffen werden. 

2) Man kann umgekehrt die )%. , .  so als Linearkombinagionen .yon # unab- 

hiingigen Variablen t t , . . . ,  tv ansetzen : 
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i lk . . .  = Linearkomb. (h . . . .  , t~), 

dass bei Ausiibung der Transformation t auf die t die j~k.., die Transformation 

T erleiden. 

3) Setzt man in (18) rechts fiir i lk . . ,  die durch (I9)eingefiihrten Ausdriicke 

ein, so entstehen identisch die linken Seiten h , . . . ,  ~ .  

Nimmt man nun eine beliebige Invariante 

2 

•  (;, x , . . . )  

1 2 

her, die ausser von den Argumentvektoren x,x, . . .  in den Ordnungen r l , r 2 , . . .  

noch yon g kontravarianten Vektoren ~, 7 , . . .  linear abhgngt, so erhii.R man nach 

den Gleichungen (I8) aus ihr eine invariante Gr5sse t = ( t l , . . .  , t~)des gewiinsch- 

ten Typus und der gewiinschten Ordnung in den verschiedenen Argumenten 
1 2 

x , x , . . . .  Ist  umgekehr~ ( t~ , . . . ,  t~) eine beliebige GrSsse dieser Art, so gewinnt 

man dazu mittels der Gleichungen (I9) eine Form (I7), welche gegeniiber der 

Gruppe c invariant ist und aus der durch den Prozess (I8), wie die Aussage 3) 

lehrt, t wiedergewonnen wird. Unser Erzeugungsprozess liefert infolgedessen 

alle invarianten Gr5ssen der gewiinschten Art. - -  Da nun alle skalsren lnvarian- 

ten, die ausser kogredienten x, y , . . .  auch  kontragrediente Vektoren ~, ~2,... 

enthalten, nach dem Fundamentalsatz sich aus Elementarinvarianten yon der 

Gestalt 

Ix v], (x ~) = x~ ~1 + x~ ~ + + x, ~ ,  [~ 7] 

zusammensetzenl geniigt es den geschilderten Prozess auf Invarianten I anzu- 

wenden, die ein Produkt solcher Elementarinvarianten sind; und damit ist unsere 

Behauptung bewiesen. 

Genau der gleiche Satz gilt offenbar fiir die Gruppe 6. 

Gruppe b. Und mit einer geringen Modifikation auch fiir die Gruppe b. 

Der ~>erste Fundamentalsatz>> besagt hier, dass jede Invariante sich aus Deter- 

minanten yon �9 Vel~oren Ix, y . . . .  l und skalaren Produk~en (x y) zusammensetzt. 

In  jedem Gliede des Aggregats braucht man nur eine Determinante auftreten 

zu lassen, weft das Produkt zweier Determinanten sich durch die skalaren Pro- 

dukte ausdriickt. Es kSnnen ohne weReres auch kontravariante Vektoren 

zugelassen werden, da mit ~ ein kovarianter x = ~' durch die Gleichungen 

{x0=~0}, x~=~'~, x ' , = ~ , , . . . ,  x,,=~'~, x ' ~ = ~  
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verbunden is~. In einem Aggregatglied mag daher neben Fak~oren 

(x ~), (x y), (~ ~) 

auch ein Fal~or yon der folgenden Ar~ vorkommen: 

[~',u,v,...[ oder [g ' ,~ ' , v , . . . [  u . s . w .  

Infolgedessen muss man dami~ rechnen, dass die invarianten ElementargrSssen 

eines gegebenen Typus (gl,g~,. . . ,g~) bis zu g + v - - 2  (stat~ g, wie es oben hiess) 

Argumentvektoren x, y . . . .  linear enthalten kSnnen. 

Im iibrigen sind ~hnliche Bemerkungen wie gelegentlich der Gruppe c zu 

machen. Der  Nenner in den Formeln (I2), (I3) fiir / r  lau~et 

.D ( z ) .  H ( I - -  g i  gR'), 
i_-<k 

U stanao e tspr eho=a, class neben den  kalaren e oan en zweier 

i t 
verschiedener Argumente auch die skalaren Produk~e (x x) der Argumente mit sich 

selber zu beriicksiehtigen sind. - -  Fiir die Skalarinvarianten (alle g i = o ) l ~ s s t  

sich der Z~hler verwandeln in: 

1 i_+ z ~ - ' , . . . ,  z~-~+_z~iz~-'+x,..., z~-~ I. 

Das obere Vorzeichen entspricht ungerader, das untere gerader Dimensionszahl v. 

Is~ die Anzahl e der Argumente < v- - I ,  so erh~lt man also 

(20) F = H  ~ 

w~hrend fiir e = v kommt: 

(2I) ~b-'=(I +ZlZe'" "z~)H I ~ "  
i<=k I ~ Z i Z k  

Das i s t  natiirlich mit dem 

I +z~ z2 . . .z~  in der letzten 

Fundamentalsatz im besten Einklang. Der Faktor 

Formel bedeutet, dass bei v Argumenten zu den 

>>geradem> Invarianten, die sich aus den algebraisch unabh~ngigen skalaren Pro- 

dul~en (x ~) der Argumente aufbauen, die ~>ungeradem~ dutch Multiplikation 

mit der Determinante ]~ ~ . .  2 1  hinzukommen. - -  Mit Hiilfe dieser im wesent- 

lichen aus dem Fundamentalsatz abgelesenen Formel hat Herr  ScHuR in umge- 

kehr~er Wegrichtung den Ausdruck des Volumens d~  hergeleitek 1 

i S c h u r  3 ,  P- 35 ~ 
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Ieh mache zum Sehluss noch auf einen merkwiirdigen Umstand aufmerksam, 

welcher der Ausdeugung und Aufkli~rung bediirftig is~: ffir n Argumentvektoren 

(e = n )  mid alle mSglichen Typen (g~, g~, . . . ,  g,) stehen die zu den Gruppen 9, c, b 

gehSrigen Funktionen F in dem einfaehen Zusammenhang: 

I I 

i<k I - - Z i  Zk t<=k I - - Z i  ~k 

w 4- Reduktion der Darstellung bei Reduktion der Dimensionszahl. 

Gruppe g. Wir betrach~en die primitive Dars~ellung ~) mi~ d e m  hSchs~en 

Gewicht (3). Beschr~Lnken wir uns auf diejenigen Transformationen ~ des zugrunde 

liegenden v-dimensi0nalen Raumes, welche die ersten v--1 Koordina~en untereinan- 

der transformieren und die letzte ungei~nder~ lassen, so haben wir darin zugleich 

eine Darstellung ~,-1 der Gruppe 9 in v-- I  Dimensionen. Wir sagen, sie >>liege>> 

in d e r  Darstellung ~ yon 9~. In was ffir irreduzible Bestandteile zerfi~llt sie? 

Ich behaupte: 

Satz. Die Darstellung der Gruppe 9~-~ in v - - I  Dimensionen, die in der 

primit iven Darstellung der Gruppe 9, vom Typus (gl, g~ , . . . ,  g , )  liegt, enthdlt die- 
t p 

�9 jenigen primit iven Darstellungen yon 9,-1, deren Typus (g'~, g ~ , . . . ,  g ~ - l )  den 

Ungleichuugen 

, ~ . . r 
(22) gl <= g, < g~ = �9 <= g,-1 <~ g n-1 <-~ ~n 

geniigt, einmal und keine anderen. 

Der Beweis ist sehr einfach. Die Charakteristik yon ~,-~ ents~eht aus der 

Charakteris~ik (I4) yon ~=~, ,  wenn man en= I setzt. Der l~lenner 

Dn (e)= 2I(8i--~k) ( i > ~ ;  i ,  ~ = I ,  2 , . . . ,  n )  

geht dadurch fiber in 

Um den zweiten Faktor aus dem Ziihler herauszudividieren, subtrahieren wit in 

der Zi~hlerdeterminante yon jeder Spal~e (ausser yon der letzten) die n~chstfol- 

gend e. Weil dadurch die letzte Zeile sich in (o, o . . . . .  , o, I) verwandelt und z. B. 

= e l '  -J-  e l , + 1  . J -  . . . -~- e / - ~ - - I  

I - - t  

ist, ha~ sie naeh vollzogener Division sieh in die (n--x)gliedrige Determinante 
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I ~ll -[- ~:ll+l -]- " ' '  "~- ~vl~--l' " " " '  ~l'l--1 "~ " ' "  -~ ~,l,~--i ] 

umgewandel~. Diese aber is~ die Summe aller Determinanten yon der Form 

deren Exponenten l' den Ungleichungen geniigen 

F 
l~ ~ l~ < l~ _-< l'~ < . . .  < ln--~ _-< l'~-~ < l,,. 

Und an tier summatorischen Zerlegung tier Charakteris~ik in primitive erkenn~ 

man den Zerfall der Darstellung in irreduzible Bestandteile. 

D a s  Resultat en~hiilt, wenn es absteigend bis zur Dimensionszahl o ver- 

wende~ wird, eine rekursive Bestimmung der Dimensionszahlen der primitiven 

Darstellungen yon g,, fiir die freilich auch eine geschlossene Formel existiert 

(I, p. 3oo, Satz 6). 

Gruppe r und b. Bei ihnen fiihr~ genau die gleiche ~Iethode zum Ziel. 

b, v ~ 2  n +  I. Anstelle yon (22) ~reten die Ungleichungen 

[g'l[ ~ g l  ~-~g'2~'" ~----.qn--I <=g;,<=g,. 

Die in der primRiven Dars~ellung des Typus (g) yon b, liegende'Darstellung yon 

b,-1 enth~lt alle primitiven Typen (g') einmal, welche dlesen Ungleichungen ge- 

niigen, Und keine anderen. 

b, ~ 2n. Hier l~u~en die entsprechenden Ungleichungen 

Die Ergebnisse sind iibrigens weder bei ~ noch bei b beschriink~ auf die eindeu- 

tigen Darstellungen. Nur muss zur vollsVandigen Formulierung hinzugefiigt wer- 

den, dass, wie die g (und die g') untereinander sich lediglich um gauze Zahlen 

unterscheiden, so auch die g'-Reihe yon der g-Reihe um gauze Zahlen differieren soil 

Gruppe r Ihre Dimensionszahl ~ - 2 n  kann nut  um 2 springen. Da abet 

die Chamkteristikenformel fiir c2, im wesentlichen idenr ist mi~ derjenigen 

fiir b2,~+1, l~isst sich das ResuRat aus dem zwiefachen Abs~ieg b2,,+1~b~,--*b2,_l 

ablesen. Man schreibe also .jedes Zahlensystem g'~, g 'e, . .  ., g'~ einmal auf, das den 

Ungleichungen geniig~ 

o~g'  <=g~ <=g'~<= .... <=g,~_l~g',, <~gn 

und en~wickle aus jedem yon ihnen diejenigen Zahlsysteme g'~, g~, . . . ,  gn-~, fiir welche 

3 5 -  25389. Acta mathematica. 48. I mpr im( i  lo 4 m a r s  1926. 
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gilt. Die in der primitiven Darstellung der Gruppe c, (v=zn) yore Typus (g)lie- 

gende Darstellung yon c~ 2 enth~lt aUe und nur die primitiven Darstellungen, 

deren Typus eines der Zahlsysteme (g") is t ,  und jede in derjenigen Vielfaehheit, 

wie sie das beschriebene Verfahren liefert. Explizite: der Typus (g") trit t  so oft 

auf, wie die folgende Formel angibt, vorausgesetzt dass alle darin auftretenden 

Faktoreu positiv sind; sonst aber iiberhaupt nicht. 

[I +min  (gl? gl)] [I + m i n  (ge, a ~ ) -  max (g~, g~')].. - [, + g n - m a x  (g,-, ,  g;: ~)]. 

w 5. Die Darstellungen der zweischichtigen orthogonalen Gruppe b'. 

I~eben der Gruppe baUer  (xx) invarian~ lassenden homogenen linearen 

Transformationen yon der Determinante I, welche ein einziges zusamenh~ngendes 

Kontinuum ausmacht, betrachtet HR. SCHUR 1 die Gruppe b', in die ausser den 

eigentlichen auch die uneigentlichen Operationen yon der D e t e r m i n a n t e -  I auf- 

genommen werden. Zur Vervollst~ndigung meiner friiheren Untersuchungen mSge 

dieser Fall hier auch auf dem yon mir gew~hl~en Wege erledigt werdenl Bei 

ungerader Dimensionszahl ~,----2n+ I sind die Verh~ltnisse sofort zu iibersehen, 

well die >>1%ebengruppe >> zu b innnerhalb b' dadurch erhal~en wird, dass alle l~Ia- 

trizen ~ yon b i n - - ~  verwandelt werden. Jeder primitiven Darstellung ~-* t yon 

b entsprechen zwei primitive, zueinander >> assoziierte >> Darstellungen yon b'; n~mlich 

I. ~---~t, --~--~t; 

2. ~--~t, --~=--~ --t.  

Damit sind die primitiven Darstellungen erschSpft. Denn der Spiegelung am 

Nullpunlr~, der ~-dimensionalen negativen E i n h e i t s m a t r i x -  d muss, da sie zu b' 

gehSr~ und mit allen Operationen yon b' ver~auschbar ist, in einer primitiven 

Darstellung yon b' ein l~Iultiplum a der Einheitsmatrix korrespondieren. Wegen 

(--d)~=d muss a~-~I sein; es gibt also nut  die beiden MSglichkeiten, dass -- 

durch die Einheitsmatrix oder durch die negative Einheitsma~rix dargestellt wird. 

Viel verwiekelter ist die gerade Dimensionszahl ~ 2 n .  Eine Charakteristik 

yon b' muss invariant sein gegeniiber dem Vorzeichenweehsel jedes einzelnen 

Drehwinkels ~0. Denn innerhalb b' ist mit der Hauptmatrix (e) auch diejenige 

konjugiert, die aus ihr durch Vertauschung yon et mit ~t -1 entsteht. Darum 

miissen die Koeffizienten des hSehsten Gewiehts den Ungleichungen 

1Schur  2 und 3. 
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(23) o <~ gi<= g~<= . . . <--_ g,~ 

genfigen, und muss H')~ (innerhalb der t{auptgruppe b) additiv zusammengesetzt 

sein aus den Elementarsummen 

~' (o,  l~, . . . ,  1 , , )=~(o ,  l~,. . . ,  l , , )= l  i, e( l~qD), . . . ,  ~(~n~)l; 

~" (11, ~2,. . . ,  ~n)= ~ (~,, (,, . . . ,  ~,,)+ ~ ( - ~ ,  z~, . . . ,  zn) 

=l~(ll~), ~(z~),..., c(Z,~)l (l,>o). 

~'(0 . 
Da im zweRen Fall ffir ~ - = Z  bei Integrat ion fiber b die Gleichung besteht 

f z'(,)P(.)ld.l=2 f id, l= fld.[; 
b b' 

der Mittelwer~ yon I Zl ~ ffir eine primitive Charakteris~ik Z aber = I  sein 

muss, k a n n  die primitive Charakteristik der Gruppe b' yore hSchsten Gewicht 

g i 9 1 + g ~ 9 ~ +  " "  + g n g , ,  g i > o  nur  so |auten:  

. . [ d ,  + ~ - l , ,  d~ + t - ~ ,  . . . ,  d -  + ~ - l ,  ] 

z/,~- ~ ~ _~7,..?, ~ - 1 + 7 : ( , _ ~  I , z , = g , + ( i ' , ) ,  
(24) 

ffir die eigentlichen Operationen ,, 

Z(*)=o ffir die uneigentlichen Operationen. 

Ihre Dimensionszahl ist doppelt so gross wie die korrespondierende yon b, und 

sie zerfiillt ffir die Operationen yon b in die beiden >>adjungierten>) irreduziblen 

Darstellungen yore Typus (+_gl, g.~,.. . ,  g,). Dass die Gewichtskoeffizienten g i  unter  

Einhal~ung der Ungleichungen (23) und g l > o  willldirlieh vorgegeben werdenkSn- 

hen, ergibt sich ffir ganzzahlige g mRtels der alten Konstruktion; fiir halbganze 

g ki~me es nur  darauf an, die primitive Darstellung des Typus ( I,  i, _I~ . . . .  , v o n  

\2 2 2 ]  

b' anzugeben. Dies gelingt algebraisch, wenn man die entsprechende Darstellung 

von b an den Operationen von b selber, nicht an den infinitesimalen Erzeugenden 

sehilder~; durch die transzendente Methode (III, p. 390) ist die Existenz auf jeden 

Fall gesicher~. 

Ist  g l=o ,  so muss man auf die Nebengruppe eingehen. Als Normalform 

ihrer Operationen, auf die sich jede dutch geeignete Wahl eines >>or~hogonalem) 

Koordinatensystems bringen li~sst, kann man benutzen 
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O I 

I O 

(~I'= 

4 o 

0 ~'--i 
, 4 =  e(~i). 

'~n 0 

0 ~n 1 

Indem man die Transformation 

~ - ~  ~ - ( ~ ) '  ~ (~)'-~ 

im Gebiet der infinitesimalen Drehungen 6u studiert, bekommt man als Ausdruck 

�9 ,~ dem desjenigen Volumenteils der Nebengruppe, auf welchem die ))Drehwmkel ~i' 

Spielraum qD/ . . . qD/ + d r  angeh5ren: 

d ~ ' = A '  ~ '  d~'~ . . .  d~'n mit 

~'=n~(~: . ) .m~(~;) . -~(~'~))  ( i<~;  i, k = : ,  3 , . . . ,  -). 

Da (a)' durch Yerwandlung eines ~' in - - ~ '  in eine innerhalb b' zu (~)' kon.iugierte 
F t r 

Operation iibergeht, ebenso, wenn man ~ ,  ~8 , . . . ,  ~ untereinander ver~auscht, 

muss der mit A' multiplizierte primitive Charakter Z innerhalb der Nebengruppe 

sich .aus Ausdriicken yon der Form zusammensetzen 

~'(~) = Is(~i~'k) li, k=~,~ . . . . . .  ~. 

Danach ist zu erwarten, dass es zwei und nur zwei zueinander assoziierte primi- 

tive Darstellungen der Gruppe b' vom Typus (gt= o, g2,- �9 g,*) gibt und ihre Cha- 

rakteristiken so aussehen: 

(~5) 

[ I, c (1, ~ ) , . . . ,  c(!n T) I fiir die Operutionen yon b, 
z = 1 I ,  c (~) , . . . ,  4 ( n -  I1~)1 

[_s(/~') , . . . ,  s(_/,,~')~ fiir die Operationen der Nebenglmppe. 

z=  +--~ 8(~,J . '  I i, ~(~'),..., eC(n--~1~ '11 
( i ~ 2  
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Die Determinanten sind so zu ]esen, dass anstelle yon 90 der Reihe nach 90, 90.z, �9 �9 �9 90,, 

anstelle yon 90' aber nur 90~ . . . .  , 901~ gesetzt werden. Die Dimensionszahl ist die 

gIeiche wie fiir die Gruppe b. Doch bedarf unsere Behauptung noch der n~heren 

Begriindung. 

Eine primitive Dars~eUung yon b' des gewiinschten Typus erh[ilt man nach 

II, indem man die kleinste lineare Mannigfaltigkeit bildet, welche alle durch die 

Transformationen yon b' aus dem Hypervektor 

.E --~""(~,,x~,,_,),',,-, .(~,,x Xe,)": 
1 - -  n . . . . .  

entstehenden Hypervel~oren umspannt; e,, e~, . . . ,  en; e~, e~, . . . ,  e~ bedeuten dabei 

die Grundvektoren, das Koordinatensystem des Raumes r, pi is~ die ganze Zahl 

gi--g~--1 >: o.  Das Koordinatensystem im Darstellungsmum kann aber so ange- 

nommen werden: E ~ , E , z , . . . ,  dass jeder tier tIypervektoren Ei linear zusammen- 

gesetzt ist aus Produk~en, welche p,, eindimensionale Grundvektoren, p~,-~ zwei- 

dimensionale, . . . ,  p~ (n--I)dimensionale als Fak~oren entha.lten, und welche alle 

das gleiche Gewicht besitzen. Nur E~ hat darunter das hSchste Gewicht 

g2 903 + "  + g~90~. Bei Ausiibung der Substitution (e)' gilt daher 

E , ~ e ( q ~ 9 0 ' ~ +  . . .  + g~r E , ,  

und die iibrigen Koeffizienten der (e)' in der Darstellung korrespondierenden 

Matrix (E)' enthalten nur Glieder yon niedrigerem Gewicht als das hingeschrie- 

bene. Somit beginnt die Charakt~ristik unserer irreduziblen Darstellung fiir die 

Element~ der Gruppe b mit dem hSchsten Glied e (g~ 902 + + g n 90n) und fiir die 

Elemente der Nebengruppe mit dem hSchsten Glied e(g~90'~+ . . .  + g,, 90',,). Es 

gilt also 

~ .  x : :  f(1) 4 c. f(~,) + .  

J x : :  ~'(z) + c" ~ ' [ t : ) + . -  

in der t tanptgruppe, 

in der Nebengruppe. 

c . , . . . ,  c ' . , . . ,  sind konstante Koeffizient~n, die mit ihnen behaf~ten  Zusatzterme 

stehen niedriger als der den Koeffizienten I trugende Bauptterm. Die Forderung 

aber, dass der Mittelwert yon IX 1 2 gleich i sein muss, liefert die Beziehung 

(' + I ~. I " §  ) § (~ + I~:1 ~ + ' ) =  ~, 

aus welcher das Verschwinden der Zusatzglieder hervorgeht. Damit ist sicher- 
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ges~ellt, dass die beiden assoziier~en Darstellungen ~+ ,  ~ _  mR den Charakteristi- 

ken (25) ' Z : Z +  und Z-  wirklich existieren. 

Es kann aber auch keine andere geben yon demselben hSchsten Gewicht. 

Denn fiir eine solche ~ wiirde die Charakteristik ~ innerhalb der l~auptgruppe 

die Gestalt besitzen 

+ c.. + . . . ,  

wo cxgo, c , , . . ,  ganze Zahlen sind. Da ~[~[2[d~[ gleich dem doppelten u 

yon b sein muss, gibt es nur die MSglichkeiten: I ) J - ~ : g ( 1 ) i n  der Hauptgruppe; 

2) A- ~ ~- ~ (1) ~ ~ (l,) in der Hauptgruppe, ~ :  o in der Nebengruppe. Im Fal[e 2) 

muss die erste Komponente des Zahlensystems l, gleich o sein, da sonst die 

Symmetrieeigenschaften yon ~ verletzt w~en.  Dann abet geniigt ~ nicht der 

0r~hogon alR~tsbedingung 

f cz.ld l=o 

b' 

gegeniiber der durch die F o m e l n  (25) fiir 1-~l, gelieferten CharakCeristik Z,. 

Bleibt also nut  die erste MSglichkeR, dass die Charakteristik ~ yon ~ innerhalb 

der Haup~gruppe mR der Charak~eristik Z yon Q)+ und ~3-iibereins~immt. W~re 

nun ~ weder mR ~+  noch mR ~ _  ~quivalent, so bestiinden die Or~hogonali- 

t~tsrelationen 

b' b' 

deren Addition zu der unmSglichen Gleichung 

f i ihr t )  

b b 

Vergl. Schur  2, pp. 3oi /3o2.  


