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1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZUY zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkinetischerz Theovie cler einatomigen 

Korper ;  v o n  G u s t a v  X i e .  

1. In  seinen beriihmten Untersuchungen iiber die Kon- 
tinuitat des fiiissigen und gasfhrmigen Zustandes hat van d e r  
W a a ls  die Hypothese eingefuhrt, da6 die Molekule eines fliissigeii 
K6rpers im wesentlichen dieselben Bewegungen ausfuhren, wie 
die eines gasfbrmigen, dessen Nolekiile den Raum sehr dicht 
erfullen. Diese Hypothe ist, soweit mir bekannt ist, in allen 
spateren Untersuchungen uber die kinetische Theorie der Fliissig- 
keiten und speziell die Theorie der Verdampfung beibehalten 
worden. Es sind hier zu nennen die Arbeiten von G. J i iger  l), 
W. Voigt  a), C. Die te r i c i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9, H. Kamer l ingh-Onnes.4)  Auch 
die sehr tief gehenden Untersuchungen von L. Ro l t zmann  6, 

iiber die Dampfclruckkurve beruhen ganz auf der van  de r  
Waalsschen Hypothese. 

Wenn nun diese Hypothese richtig ware, so miiBte die 
Nolekularwarme eines Dampfes immer gleich der seiner Fliissig- 
keit sein. So ist z. B. 
die spezifische Warme des Quecksilbers etwa doppelt so groB, 
wie die seines Dampfes, die des Wassers sogar dreimal so 
groB. Es kann also die van d e r  Waalssche Hypothese 
nicht allgemein richtig sein, iind ebenso auch (lie Theorien 
der Fliissigkeiten, die auf ihr beruhen. 

Andererseits sind nber die Molekularbewegungen in den 
Flussigkeiten jeclenfalls zu kompliziert, als da6 es beim heutigen 

Das ist aber keineswcgs der Fall. 

1) G. J i iger ,  Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Wien Math.- 

3) W. V o i g  t ,  GGttingcr Nachr. Math.-phys. K1. y. 341. 1896; 

3) C. Die te r i c i ,  Wied. Ann. 66. p. 826. 1898. 
4) H. Kamer l i ngh -Onnes ,  Arch. SBerland. 30. p. 101. 1897. 
5) L. Hol tzmann,  Vorlesungen iiber Gaetheorie 2. p. 167. 1898. 
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Stande unserer Kenntnisse von den Molekiilen moglich ware, 
ohne vereinfachende Annahmen an ihr Studium zu gehen. 
Es schien mir deshalb nicht unnotig, einmal gerade vom ent- 
gegengesetzten Standpunkt auszugehen, wie die eben zitierten 
Untersuchungen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, und die Fliissigkeiten im wesentlichen den 
festen Korpern gleich zu setzen. In  der Tat spricht bei den 
einatomigen Kiirpern, d. h. den Metallen, auf die ich mich 
im folgenden beschranken werde, vieles fur diese Hypothese. 
Drts geschrnolzeneMetal1 unterscheidet sich vom festen in allen 
seinen Eigenschaften sehr wenig. Dichtigkeit, Ausdehnungs- 
koeffizient und vor allem spezifische Warme andern sich durch 
das Schmelzen nur um einige Prozente. Allein die unendlich 
vie1 grogere Plastizitiit hat das fliissige Metall vor dem festen 
voraus. Dagegen besteht zwischen fliissigem Metall und Metall- 
dampf eine scharfe Diskontinuitat , besonders auch in den 
Werten der spezifischen Warme, die irn Dampf auf die Halfte 
heruntergeht. Es wird sich freilich zeigen, da8 man auf dem 
von mir eingeschlagenen Wege nur eine sehr rohe Annaherung 
gewinnt. Aber ich glaube, daB man auch zugleich erkennen 
wird , in welcher Weise die Theorie vervollstandigt werden 
mug, wenn sie die Tatsachen besser wiedergeben soll. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Die Dampfdruckkurve. 

2, Man liann die Dampfdruckkurve angenahert auf einem 
rein thermodynamischen Wege berechnen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl) Es sei zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq die Ver- 
dampfungswarme einer Substanz, gemessen pro Grammmolekul. 
Sie setzt sich aus zwei Summanden zusanimen, namlich erstens 
derjenigen Energie Q, welche die Substanz selbst bei der 
h d e r u n g  ihres Aggregatzustandes aufnimmt , zweitens der- 
jenigen Energie , die infolge der VolumenvergroBerung der 
Substanz unter Wirkung eines Druckes (des Dampfdruckes) 
nach a d e n  abgegeben wird. Da man die Verdampfungswarme 
stets bei konstant gehaltenem Druck p mi&, so ist die nach 
augen abgegebene Energie p .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(vG - up), wo va und va7 das 
Volumen eines Grammmolekiils im gasformigen und im fllissigen 
Zustande beim Drucke p bedcuten. Da wir nur Annaherungs- 
formeln suchen, so kiinnen wir vF gegen vG vernachlassigen 
und den Dampf als ideales Gas ansehen. Die gesuchte Arbeit ___- 

1) H. Her tz ,  Wied. Ann. 17. p. 177. 1582. 
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ist also p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAva = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR . 0, wo R die Gaskonstante, 0 die absolute 
Temperatur, bei der verdampft wird, bedeuten. 

S a t z  1. Die ,,innere Yerdampfunpenergie" Q und die ,,totale 
Yerdarnpfungsenergie" q stehen in der Be2iehung rueinander : 

(1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf R.O.  
Durch Anwendung der beiden Hauptsatze auf einen be- 

sonderen KreisprozeB, den zuerst H e r  t z in der zitierten Ab- 
handlung benutzt hat, bekommt man einen zweiten Satz. 

Uie innere Yerdampfungsenergie Q eines Kiirpers 
andert sich nahexu linear niit der Temperatur, es ist: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(2) Q = Qo - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(CF - C G ) .  0 , 
wo Qo eine rnit der Temperatur nur sehr wenig variierende Grope 
bedeutet und cF und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcg die spezifischen Warmen der Plussigkeit und 
des Bampfes pro Grammmolekul sind, b eide bei konstantem Yolumen. 

Da man bei Fliissigkeiten immer die spezifische WLrme 
bei konstantem Druck mifit, sei hier die Formell) hingeschrieben, 
nach cler man sie umrechnen muB: 

S a t z  2. 

(3) 

Hier bedeutet vF das Volumen eines Grammmolekuls, tl den 
thermischen Ausdehnungskoeffizienten, x die Kompressibilitat. 
Rechnen wir hier x in 1/Atm. (1 Atm. = 1 kg/qcm = 735,5 mm Hg) 
und vF in ccm, so haben wir als Einheit der Energie natur- 
lich nicht die Kalorie, sondern das Kilogrammzentimeter zu 
nehmem ( I  cal = 42,7 kgcm). I n  diesem MaBsystem ist die 
Gaskonstante R = 84,8. 

Durch einen zweiten KreisprozeB findet man, wie eben- 
falls H e r t z  gezeigt hat, die Abhangigkeit des Dampfdruckes 
von der Temperatur, d. h. die Dampfdruckkurve. 

S a t z  3. Kennt man die Terdampfungswarme einer Substanz, 
so &itt in die Beziehung zwischen Bampfdruck rind Temperatur 
nur noch eine neue, mit der Temperatur sehr wenig veranderliche 
Grope C ein, die man f u r  jede Substanz besonders experimentell 
ermitteln mup. Die Beziehung lautet namlich : 

(4) p = C. (K .  0) R .e R * @ .  

Q CF - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACG - R -____ -__ 

1) G. Kirchhof f ,  Vorlesungen 4. Wiirme. p. 72. 1894. 
42 * 
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Die Formeln zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( 2 )  und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4) gelten nur dann, wenn man die 
spezifischen Warmen bei konstanteni Volumen cF und cG als 
unveranderlich mit der Temperatur ansehen darf. 

Man kann wohl mit Sicherheit sagen, daB in den auf- 
gefuhrten drei Satzen alies enthalten ist, was msn durch rein 
thermodynamische Uberlegungen uber diesen Gegenstand finden 
kann. Die Wissenschaft kann aber hier naturlich nicht stehen 
bleiben. Es drangt sich uns die unabweisbare Frage auf, ob 
nicht die beiden fur die Substanz charakteristischen GroBen Qo 
und C in einem notwendigen Zusammenhang mit ihren anderen 
physikalischen Konstanten stehen. Hier hat nun die kinetische 
Theorie einzusetzen und aus ihren Voraussetzungen ebenfitlls 
die beiden Gleichungen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2) und (4) herzuleiten, um dann zu- 
gleich etwas Genauerea iiher Qo und C auszusagen. 

Geht man nun von der v a n  d e r  Waalsschen Hypothese 
aus, so findet man, da ja c F =  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcG angenommen wird: 

Die innere Verdampfungsenergie ist die Energie der Lage, 
die der Korper gewinnt, wenn man seine Nolekule, entgegen 
den v a n  d e r  W aalsschen Kohasionskraften, auseinanderreifit 
und in weiten Abstanden im Raum verteilt. l) Den Faktor C 
zu deuten, ist L. B o l t z m a n n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa) gelungen. Es ist der reziproke 
Wert des Volumens, das den Zentren der Molekule i n  der 
Flussiglreit fur ihre Rewegung noch zur Verfugung steht. 

Das Boltzmannsche Verteilungsgesetz. 

3. Ich denke mir ein bestimmtes Quantum der zu unter- 
suchenden Substanz, in ein bestimmtes adiabatisches GefaB 
eingeschlossen, bei einer ganz bestimniten Temperatur. Im 
allgemeinen wird ein Teil der Substanz im flussigen (oder festen) 
Zustand vorhanden sein, der andere im gasformigen. Ich denke 
mir nun ferner dieses System ungeheuer oftmal wiederholt 
in der Weise, daW das GefiaB, die Zahl der Molekule und die 
Temperatur jedesmal genau dieselben sind, dagegen die Lage  

1) 1,. B o l t z m a n n ,  Gastheoric 2. p. 60. 1593. 
2) L. BoltzmlLnn, 1. c. p. 169. 
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eines jeden einzehen Molekules sowie seine Geschwindigkeit 
i n  jeder unter den gegebenen Verhaltnissen deiikbaren Art 
variiert. I n  dieser ungeheuren Zahl von Systemen miige nun 
eine gewisse Anzahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu . d p ,  . d p ,  . , . d q, . d qz . . . (von 
Systemen) vorhanden sein , in welchen samtliche Molekule bis 
auf eines genau gleiche Lagen und Geschwindigkeiten besitzen, 
wahrend bei diesem einen herausgegriffenen Molekiil die 
Koordinaten seines Schwerpunktes (p ,  , p a ,  p3)  und diejenigen 
Grogen (p ,  etc.), die die Lage seiner einzelnen Atome zueinander 
bestimmen (die Lag rangeschen  Koordinaten der Atome), in 
einem kleinen Intervall: ( p l ,  p, ,  p , ,  p,, . . .) bis (p ,  + dp,, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Pa + d ~ , ,  p3 + dp3 ,  ~4 + dP4, * * .) auf alle mogliche Weise 
rariieren und ebenso auch die Kornponenten der Bewegungs- 
groBe des Schwerpunktes (55, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq2, q3), und die GroBen (q4 etc), 
die den relativen Geschwindigkeiten seiner einzelnen Atome 
entsprechen, zwischen (q,, 72, q3, q? - .  .) und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(ql + dy,, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 2  4- dq2, 
q3 + d q3, q4 + dq,, . . .). Lassen wir nun einige Zeit verstreichen, 
so werden sich Lage und Zustand sowohl des herausgegriffenen 
als auch samtlicher anderen Molekiile in diesen d N Systemen 
vollstandig geandert haben. Dagegen ist es wohl miiglich, daB 
eine gewisse Anzahl d A;‘ = a‘.  d p ,  d p ,  . . . d y1 . d q2 . . . von 
Systemen, die zur Zeit t = 0 eine ganz andere Anordnung 
hatten, jetzt die Anordnung angenommen haben, welche unsere 
d N Systeme zur Zeit 1 = 0 besagen. 1st nun zu allen Zeiten 
und fur jede beliebig herausgegriffene Anordnung der Xolekiile 
d N = d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAiV’, so ist in der ungeheuer grogen Zahl von vorgestellten 
Systemen die Zustandsverteilung zu allen Zeiten die gleiche. 
Wir  sagen die Zustandsvei teilung unter den Systemen ist 
stationar. 

Eine solchc stationare Zustandsverteilung bekommen wir, 
wenn wir uns die Anordnungen, die die Molekiile eines Systems 
hintereinander in unendlich kleinen, konstanten Zeitintervallen d t 
im Lauf der Zeit annehmen, zeitlich nebeneinander vorstellen. 

L. B o l t z m a n n l )  hat nun aus dem Liouvi l leschen Satz 
deli folgenden sehr allgemeinen Satz hergeleitet. 

S a t z  4. Die Zustandsverteilung in der ungeheuer gropen 
Zahl von Systemen, die wir uns vorsielIen, ist stationar, wenn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1) L. B o l t z m a n n ,  Gasthrorie 2. p. 108. ff. 189S. 
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die h z a l d  d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN deeenigen Systeme, in denen das herausge-qriffene 
Molekiil nach Luge und Zustand in dem Interval1 (pl,p,, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. . . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAgl, q2, . . .) 
his (pl + d p ,  , pa + dp,, - . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAg1 + d q ,  7 Y, + dq8, * -) variiert, 
sich nach der folgenden Formel berechnet : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(5) d N =  c . e - 2 h * E . d p l  . d p , .  . , d g l . d q , .  . . 
vorausgcsetzt, dap das Molekiil mit keinem anderen sicii in einer 
Wechselwirkung befindet. Hier bedeutet : E die Energie, die das 
Molekul im ganzen infdge seines Zustandes, der durch die Gropen 
p, ,  . . , g, ,  qa, . . . beschrieben wird, besitzt, ferner: c eine will- 
kiirliche Konstan fe, endlich ist A definiert durch : 

L = R . @ ,  2 h  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
wo n die Zahl der Molekiile in einem Grammmolckiil, R die Gas- 
konstante, @ die ahsolute Temperatur des betrachteten Kcrpcrs. 

Steht jedoch das Molekiil mit einem oder meheren anderen 
in Wechselwirkung , und ist die dieser Wirkung entsprechende 
Energie der Lage E ,  sind ferner die cigenen Energien der 
einzclnen,miiwirkenden Molekiile: El, E,, , . . Ev, so ist die An- 
zahl d N deTjen[qen Systeme, in denen die Lagen und Zustande 
dieser v Molekiile in dem Interval1 ( P ' , ~  . . . q',, .. . p y ,  . .. yy, . . . 
p y ) ,  . . . & I , .  . .) bis (p i  + dp', , . . . g', + dg' , ,  . . . p',' + dp',', . . . 
9:' + d q',', . . . p(;)  + dp$), . . . q(;) + d q(;), . . .) variieren, wahrend 
alle nicht beieiligten Molckiile genau gleich angeordnet sind, nadi 
folgender Formel zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu berechnen : 

, ~ , e - 2 h . ( E ' f E l f E , + . . .  i- E,) 

. dp', . . . dq; . , . dpy  . . . dg',' . . . dp( ; )  . . . d q(;) . . . (7) i d fV= 
l l ier sind c und h dieselhen Zonstanten, wie in Formel (5). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4. Urn diesen Boltzmnnnschen Satz auf die Theorie der 
einatomigen Korper anzuwenden , iniissen wir die Energien 
der Atome berechnen. Im Dampf stehen die Atome nur 
wahrend verschwindend kleiner Zeiten, namlich beim Zusnmmen- 
prallen , in Wechselwirkung. Wir konncn deswegen die Zahl 
der Atome, die mit anderen in Wechselwirkung stehen, gegen 
die sich ganz frei bewegenden vernachlassigen, d. h. so rechnen, 
als ob alle Atome sich frei bewegten. Die einzige GroBe, die 
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fur die Berechnung der Energie in Betracht kommt, ist jetzt 
die Geschwindigkeit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu. Sei die Tragheit des Atoms m, so ist zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

Das B o 1 t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz m a nn sche Verteilungsgesetz wird also hier zu dem 
M axwellschen Gesetz, das den einfachsten Spezialfall des 
ersteren darstellt. 

In  dem flussigen (oder festen) Teil der Substanz kommt 
zu der Bewegungsenergie noch die Energie der Lage. Wir  
nehmen an, wie es ubrigens schon der Liouvi l lesche Satz, 
also auch das Bol tzmannsche Verteilungsgesetz, voraussetzt, 
da6 zwischen den Atomen nur konservative Krafte im Sinne 
der analytischen Mechanik wirken und dal3 die Energie der 
Lage zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY eine Funktion der Entfernungen zwischen den einzelnen 
Atomzentren ria, r I3 ,  . . . ist. Ferner nehme ich noch an, 
wie man es bei den sogenannten Fernewirkungen immer tut, 
daB sich die Energie der Lage darstellen lasse als eine Summe 
von Ausdrucken, deren jeder nur von der Entfernung je eines 
Atompaares abhangt : 

(9) P = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 c t , ( T i L ) .  

Wir wissen nun, daB die Kraftwirkung zwischen zwei 
Atomen in Entfernungen, die gro6er sind als der Durchmesser 
der Molekularsphare, eine Anziehung ist (die van d e r  W a a l s -  
sche Kohasionskraft), dagegen , sobald die Molekularspharen 
sich beruhren, eine Abstofiungskraft, die mit weiterer Annaherung 
auBerordentlich schnell steigt (die Elastizitat der Molekular- 
spharen). Entsprechend kSnnen wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAct, (rik) in zwei Summanden 
zerlegen : eine positive Gr6Be die nur in kleinen Ent- 
fernungen, hier aber allein in Betracht kommt, und eine negative 
GroBe - Q2, von der gerade das Umgekehrte gilt: 

(10) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(I, = q - @%. 

Wir wollen jetzt ausgehen von einer bestimmten Anordnung 
der Atome, bei welcher der Wert von Y ein Minimum ist. 
Wir bezeichnen diesen Minimalwert mit 7, und den durch- 
schnittlichen Bbstand zweier Atome, deren Molekularsphiiren 
sich beriihren, bei dieser Anordnung mit To .  Die Anordnung 
selbst nennen wir  die Gleichgewichtslage der Atome. In einem 
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festen Korper besteht die ganze Warmebewegung nun einfach 
darin, da8 die Atome um die Gleichgewichtslage Pendel- 
schwingungen ausfuhren zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, indem jedes abwechselnd seine Be- 
wegungsenergie in potentielle Energie umsetzt und umgekehrt. 
Ich nehme an, daB in einem fliissigen Korper der Vorgang 
im wesentlichen derselbe ist, nur da8 hier die Atome weit 
genug gelagert sind, da5 sie bei starkeren Ausschlagen gelegent- 
lich einmal zwischeneinander hindurchschlupfen kiinnen. Da- 
durch wird ihre Konfiguration nur in der Weise geaudert, 
da8 in der entsprechenden Gleichgewichtslage mehrere Atome 
gegen fruher miteinander vertauscht sind. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Urn die Ausschlage der Atome urn die Gleichgewichtslage 
angeben zu konnen, nehmen wir drei aufeinander senkrechte 
Richtungen als zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx-, y-, z-Richtung und nennen die Anderungen 
der Koordinaten eines Molekuls zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm, gegen die seiner Gleich- 
gewichtslage: (z,, y,, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz,), ebenso die eines Molekuls m2 : (x2, y2, 
z,) etc. Bezeichnen wir ferner die Richtungskosinus der Ver- 
bindungslinie ro zwischen m, und m2 in der Gleichgewichts- 
lage (A, y ,  v), so ist die Anderung ihrer Entfernung, die wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT’ 

nennen wollen, wie eine kleine Rechnung ergibt : 

1 
1.’ = (.rl - 2,). 3, + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(y, - y2). y + (zl - z 2 ) .  v + ~ 2 . vo 

Wir haben dabei die hoheren Potenzen von r ’ / ro als unend- 
lich klein hoherer Ordnung gegen 1 vernachlassigt. 

Damit die Rechnung etwas einfacher ist, stelle ich mir 
vor, die ’ Anordnung der Atome in der Gleichgewichtslage sei 
ein kubisches Raumgitter, und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAro sei der konstante Abstand 
eines Atoms von den sechs beruhrenden Atomen. Fur  die 
Wirbung zwischen m, und den sechs urngebenden Atomen 
kommt nsch dem oben Gesagten nur der positive Teil @, der 
Funktion @ in Betracht und zwar ist mit derselben Genauig- 
keit, die wir bei der Berechnung von T’ anwandten: 

Wir wahlen nun als die Koordinatenrichtungen natur- 
gemaB die drei Kanten des Elementarwurfels des Raumgitters. 
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Es sei z. B. die Richtung von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm, nach m2 die x-Richtung, 
dann ist: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
T' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (2, - 4 + F .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA((Y, - ?/2)2 + (21 - %Y) 

und : 

Analog berechnen sich die Werte @(r13) und @(r14)  fur die 
Kraftwirkung zwischen m, und den beiden in den positiven 
Richtungen y und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz gelegenen Molekulen m3 und m4. Fur 
alle entfernteren Moleklile kommt nicht der Teil @,, sondern 
der negative Teil- von (I, allein in Betracht. Aber aus dem, 
was wir oben uber die verschiedene Natur der beiden Funk- 
tionen (I, und bemerkt haben, geht hervor, daB wir gegen- 
uber den groBen Werten, die d (D1/3r  annimmt, jedenfalls 
.d (I,2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA16' T vernachlassigen kiinnen ? ohne einen bemerkbaren 
Fehler zu machen. Wir erhalten somit schlieBlich? indem 
wir beachten, daB sich bei der Summation die linearen Glieder 
wegheben, fur die Energie pro Grammmolekul : 

I1 1) Y =  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAYo + I; 

Hier ist Po die potentielle Energie pro Grammmolekul in der 
Gleichgewichtslage. Die ganze Energie eines Grammmolekuls 
des flussigen (oder festen) Kiirpers ist : Yo + L + T, wenn wir 
setzen: 

(13) T = & * x ( 4 :  + q ;  + q i ) .  

Die Gr'dBe I; + T konnen wir passend den Wtmegehalt  dea 
Korpers nennen. Im Dampf ist die ganze Energie nur T. 
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Die zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACSleichgewichtsbedingung Dampf-Flussigkeit. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5. Wahrend sich fiir ein einatomiges Gas der vollstandige 
Beweis I) fuhren lakit, daB die einzige Zustandsverteilung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, die 
mit dem zweiten Hauptsatz vereinbar ist, durch das Maxwel l -  
sche Gesetz ausgedruckt wird, ist dieser Beweis fur das all- 
gemeine Boltzmannsche Gesetz noch nicht gelungen. Wir 
nehmen indessen mit Bo l t  z m a n n  als hbchstwahrscheinlich an, 
daB er sich fiihren la&, und betrachten das Boltzmannsche 
Gesetz als das richtige Charakteristikum der ungeordneten 
Molekularbewegung. 

Ich denke mir nun die Substanz, die wir untersuchen, in 
ein GefaB eingeschlossen , dessen Wandung wenigstens zum 
Teil warmeleitend ist. Durch diesen Warmeleiter stehe sie 
in Verbindung mit einem anderen Korper gleicher Temperatur. 
Dieses System denke ich mir wieder ungeheuer oftmal wieder- 
holt, indem die Molekule der betrachteten Substanz nach Mag- 
gabe des Boltzmannschen Gesetzesalle mijglichen Anordnungen 
bekommen. Ob und wie gleichzeitig auch die Molekiile des 
mit ihr warmeleitend verbundenen Korpers in Lage und Zu- 
stand variieren, oder ob sie immer dieselbe Anordnung be- 
halten, ist gleichgiiltig. Diese ungeheuere Zahl von Systemen 
bleibe nun einige Zeit sich selbst iiberlassen, ohne daB eine 
auBere Arbeit geleistet oder Warme zu- oder abgeleitet wird, 
und ohne daB nicht umkehrbare Ainderungen, z. B. chemische 
Umsetzungen, eintreten. Nach dem zweiten Hauptsatz mu6 
dann die Temperatur in all den ungeheuer vielen Systemen 
konstant bleiben, aukierdem aber, und das ist uns hier das 
Wesentliche, muB die Zustandsverteilung in der Substanz, die 
wir untersuchen, wie sie es anfangs war, die der ungeordneten 
Molekularbewegung bleiben. Denn wenn dies nicht der Fall 
ware, so hatten wir in dem mit ihr warmeleitend verbundenen 
Korper einen Apparat gewonnen, der die ungeordnete Molekular- 
bewegung in eine anders geartete umwandelt. 

Ich wende diese Betrachtungsweise auf den folgenden Fall 
an. Es sei ein Zylinder aus adiabatischem Material durch 
eine leicht verschiebbare warmeleitende Querwand in zwei 

1) L. Boltzmann, Gastheorie 1. p. 3’2. ff. 1895. 
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Abteilnngen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA und B geteilt. In beiden Raumen befinde sicb 
die untersuchte Substanz, und zwar im Raume A als gesattigter 
Dampf, wahrend in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB mindestens die gleiche Substanzmenge 
als Fliissigkeit vorhanden ist und auDerdem vielleicht auch 
noch Dampf. Die Substanz in A sei die von uns betrachtete, 
der wir bei der oftmaligen Wiederholung alle moglichen An- 
ordnungen nach MaBgabe des Boltzmannschen Gesetzes er- 
teilen, indem wir fur die Konstante c einen ganz bestimmten 
Wert festsetzen. Der Inhalt von B sei der fremde, mit ihr 
verbundene Korper. Die warmeleitende Querwand moge nun 
von Anfang an eine unendlich kleine Geschwindigkeit in der 
Richtung B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- A haben. Es findet dann, indem Substanz in B 
verdampft und in A niederschlagt, ein umkehrbarer isothermer 
Vorgang statt, bei welchem von auBen weder Warme zu- oder 
abgeleitet, noch Arbeit geleistet wird. Die Zustandsverteilung 
in A bleibt also immer die Boltzmannsche. In dem gas- 
formig gebliebenen Teil der Substanz, wo Formel (5) un- 
verandert anzuwenden ist, hat die Konstante c natiirlich den- 
selben Wert, wie zu Anfang. Da aber ferner ein fortwahrender 
Austausch von Molekulen zwischen Dampf und Flussigkeit 
stattfindet, so gilt dasselbe auch fur den fliissigen Teil, wo 
nach Formel zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(7) zu rechnen ist. Diese Gleichsetzung von c 
fur die Molekule im Gnsraum und im Fliissigkeitsraum liefert 
uns die Gleichgewichtsbedingung zwischen Dampf und Eliissig- 
keit. Wenn wir namlich die warmeleitende Querwand immer 
weiter vorriicken lassen, bis endlich die Substanz in A ganz 
verflussigt ist, so bleibt dabei die Konstante c in dem Bol tz-  
mannschen Verteilungsgesetz immer dieselbe. Da ferner auch 
die ungeheuer groBe Zahl der vorgestellten Systeme gleich- 
bleibt, so erhalten wir den folgenden Satz. 

Die GI~icligewicl~tsbedingung zwischen Dampf und 
Flussigkeit ist, dap die gesamte Zahl der moglichen Anordnungen, 
berechnet durch Integration der Bo It zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz m a nn schen Yerteilungs- 
formel (5) und (7) fur  eine gleiche Zahl Molekiile und bei gleich- 
gewahltem c, sick als dieselbe ergibt, wen71 man einmal die Sub- 
stanz im Zustand des gesatttqten Dampfes, das andere Ma1 als 
Fliissigkcit annimmt. 

Wir wollen nun die Substanzmenge in A gerade gleichi 
1 Gritnimmolekiil waihlen (Zahl der Molekule n), ferner wollen 

Sa t z  5. 
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wir ihren Energiegehalt im fliissigen Zustand mit Qp,  im gas- 
formigen durch Qa bezeichnen. Endlich sei die Integration 
iiber alle moglichen Anordnungen im gasformigen Zustand 
durch den Buchstaben G, im flussigen Zustand durch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi? an- 
aedeutet. Danu lautet die Gleichaewichtsbedinnunn: 

Wir haben dabei zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcn beiderseits weggehoben. 

Spezialfall eines sehr allgemeinen Satzes von B o 1 t z man n. l) 
Die Gleichung (14) ist der fur uns in Betracht kommende 

Dampfdruckkurve einatomiger Korper. 

6. Wir wollen unter zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAW den Warmegehalt, d. h. denjenigen 
Teil der inneren Energie des Korpers verstehen, der deri un- 
regelmahigen Bewegungen der Molekule zugehcrt. Nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4. 

ist jYa = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT, Wp = L + T, wo T und .L nach (13) und (12) zu 
berechnen sind. Das Integrationsgebiet der beiden Integrale 
in (14) ist bestimmt durch die Gleichung W==konst. und durch 
die Bedingung, dab die Atome alle innerhalb des Raumes 
vG bez. vF liegen. 1st W eine quadratische Funktion der 
GroBen p und p, so hat Bo l tzmanna)  gezeigt, wie man die 
Integration ausfiihren kann. Nun ist in der Tat 

die Integration iiber alle p ergibt also nach Bol tzmannz):  

Integrieren wir weiter iiber die Koordinaten des Atoms m, : 
pl ' ,  pa', pg t ,  so ergibt sich, wenn wir den von den Wirkungs- 
spharen der Atome eingenommenen Raum gegen den leeren 
Raum als unendlich klein ansehen, mit anderen Worten, wenn 

1) L. Bo l t zmann ,  Gastheorie 2. p. 136. 159s. 
2) 1. c. p. 96ff. 
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wir, wie in den Formeln (l), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2), (4), den Dampf als voll- 
kommenes Gas betrachten: 

Dasselbe Resultat bekommen wir bei jedem Atom und er- 
halten schlieBlich fur die linke Seite der Gleichung (14): 

Fur die Flussigkeit ist die Integration iiber die Koordinaten. 
etwas schwieriger. Wir verfahren ds  so, da8 wir die Mole- 
kiile zuerst um die Punkte eines kubischen Raumgitters herum 
kleine Bewegungen machen lassen und sie darauf auf alle 
mogliche Weise permutieren. Wir haben dann einfach das 
Integral, dits wir fur das kubische Raumgitter erhalten, mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn !  
zu multiplizieren. Leicht auszufuhren ist dlts Integral jedoch 
n u r  clann, wenn man in dem Ausdruck (12) fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/I den Faktor 

vernachlassigen kann. Da die abstofiende Kraft P= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-a@/a r 
an der OberAache der Molekularsphare mit abnehmendem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT 

auBcrordentlich schnell anwachst (vgl. 4.), so ist jedenfalls in 
erster Annaherung diese Vernachlassigung gestattet. Wir 
wollen deshalb zunachst einmal das Glied mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 a @  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
7. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a,). 

streichen, und nachher den Fehler, den wir gemacht haben, 
zu schktzen versuchen. Wir wollen ferner setzen : 

( ~ ~ - ~ ~ ) = E 1 ,  ( Y ~ - Y ~ ) = T ,  7 (zi-z4)=51 und (az @/'ar2)o=b, 

dann ist: 

Feriier ist: 
dp,' dp,' dp,' . dp',' . . . = dx, , d?/, . d . dx, . . . 

= ~ * d ~ l . d ~ , . d < l . .  1 ., 
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A =  

wo d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdie Funktionaldeterminante: 

1 0  0 0 0 0 0 0 0 o . . .  
0 1 0  0 0 0 0 0 0 o . . .  
0 0 1 0  0 0 0 0 0 o . . .  

-1 0 0 1 0 0 0 0 0 o . . .  
0 - 1  0 0 1 0 0 0 0 0 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. .  
0 0-1  0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 1 0 0 0 o . . .  
0 0 0 - 1  0 0 1 0  0 o , . .  

A =  

* I  I . . . . . . . . . . . .  * 
Der Wert dieser Determinante ist einfach A =  1. Man kann 
nun das Integral auf der rechten Seite von (14) ebenfalls be- 
rechnen und bekommt : 

Wir setzen nun die beiden durch die Integration ge- 
wonnenen Ausdrucke einander gleich und ziehen beiderseits 
die ntO Wurzel aus, i d e m  wir beachten, daB: 

T(K) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(K - 1) ! 

r(g) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl/m 
und fur sehr groBe Zahlen: 

K !  = (:)k.12 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk.n.  

Wir erhalten SO: 
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Nun ist aber nach (6): 

Ferner ist I): zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-11_= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA72.0. 
2 h  

Endlich ist die Differenz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQG - QF nichts anderes als diejenige 
Energie, die der Korper gewinnt, wenn man ihn &us dem 
fliissigen (oder festen) Aggregatzustand in ein Gas von gleicher 
Temperatur umwandelt , d. h. also die innere Verdampfungs- 
energie, gerechnet pro Grammmolekiil: 

(16) QG - QF = Q. 
Unsere Gleichung wird jetzt: 

Weiiden wir jetzt noch die Zustandsgleichung der idealen 
Gase auf den Dampf an: p .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvG = R .  0, so bekommen wir 
schliel3lich. die gesuchte Gleichung der Dampfdruckkurve : 

Aus den Gleichungen (15) ergibt sich die spezifische 
W k m e  des Dampfes und der Fliissigkeit bei konstantem Vo- 
lumen pro Gr,zmmmolekiil: 

Die zweite dieser Gleichungen ist das sogenannte Du long-  
Pet i tsche Gesetz.a) 

Man erkennt jetzt, da6 Qleichung (17) in der Tat die 
Formel zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4) in dem Fall einer einatomigen Substanz ist, wenn 
man setzt: 

(1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA8) CG = $ R,  CF = 3 R. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1) L. Holtzmann, Gastheorie 2. p. 100. 1898; 1. p. 50. 1895. 
2) Vgl. F. Richarz,  Wied. Ann. 48. p. 708. 1893. 
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Um diese Formel etwas anschaulicher zu deuten, wollen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= (.xl - x , ) ~  berechnen. Es ergibt sich : mir uns den Mittelwert 

Dasselbe fur und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAg. Wir setzen nun zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
g; + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA71: +z = a*. 

also zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I. = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 / 3 / 2 h 6 .  

Um uns die Bedeutung von A klar zu machen, wollen wir 
durch die drei Atome m, , m3 m4, welche m, benachbart sind, 
eine Kugelflache vom Radius ro legen. In  der Gleichgewichts- 
lage bildet m, das Zentrum dieser Flache. Bei der unregel- 
maJ3igen Warmebewegung vibriert nun erstens diese Kugel 
als Ganzes, zweitens schwingen die drei Atome m,, m3, m4 
tangential auf i h e r  Oberflache, drittens endlich schwingt ml 
um das Zentrum und zwar ist I das quadratische Mittel seiner 
Ausschlage. Derjenige Ausschlag , der am haufigsten vor- 
kommt, ist: 

Aw = l / f h T b .  

Wenn man ferner beachtet, daB n . r i  = w F ,  so bekommt 
man nun durch eine kleine Rechnung: 

oder : 

(20) 

7. Wir mussen jetzt noch den Fehler ermitteln, den wir 
gemacht haben, als wir das Glied mit dem Faktor l / r ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.(a @/d r)@ 
weglieBen. Wir setzen: 



Kinetische Theorie der einatomigen Korper. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA61 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Wir wahlen b, ist eine positive GroBe, die klein ist gegen b. 

jetzt neue Variable 6) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj, indem wir setzen: 

01 

bl 

h, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA!$; = (2, - g - * ( ( X I  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ + k, - 24Y) 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
q ;  = (.!I1 - YJ2 - 6- * ((Yl - Y J a  + (Yl - Y4Y) 9 

* ((zl - z2)2 + (z, - Z3)Z) . g; = (2, - z4)2 - 

Vernachlassigen wir die hoheren Potenzen von b, /6 ,  so ist: 

bi 
2 6  (331 - $2) 

( X I  - $33)' + ($1 - X~Z g1 = (XI - z2) - ~. 

In die Funktionaldeterminante A haben wir einzusetzen : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a==++'. b 6 1  - 33312 + (.1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-2 
a 331 2 6  (331 - 

Man erhalt: 

Nun ergibt eine leichte Umrechnung: 

wenn wir wieder die hoheren Potenzen von 6,lb vernachlassigen. 
Wir berechnen nun gleich, da wir, um die Druckkurve zu 
erhalten, die nte Wurzel ausziehen : 

Annalen der Phydk. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIT. Folge. 11. 43 
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wo cler horizontale Strich wie immer andeuten soll, dafl der 
Mittelwert der betreffenden GroBe zu nehmen ist. Dieser 

Mittelwert laBt sich leider bei den von 
uns gemachten Voraussetzungen nicht 
exakt bereclpen. Wenn wir namlich, 
wie wir bei unserer Berechnung getan 
haben, wirklich nur abstoBende Krafte zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Y zwischen den Atomen annehmen wollten, 
so miiflten wir schlieflen, da6 sich die 
Reihe der auf der x-Achse befindlichen 
Atome (zii denen ml und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm, gehoren) 
gegen die an diese Reihe anstoflenden zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(z. B. m3 und m,) beliebig weit verschieben konnten, ohne 
Widerstand zu erfahren, solange nur in der Reihe selbst die 
Abstande ungeandert bleiben. Wollten wir genau rechnen, so 
miiflten wir noch die Krafte einfuhren, die diese Verschiebung 
verhindern. Ohne die Kenntnis dieser Krafte konnen wir nur 
soviel sagen, daI3 die Mittelwerte zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(., - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.?$/(x, - x.J2 und ebenso zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(x, - ~ ~ ) ~ / ( x ,  - x ~ ) ~  jedenfalls gr6Ber als 1 sind. Es ist also 
A l i n  = k eine nicht sehr groBe Zahl, aber jedenfalls groBer 
als 1, sagen wir etwa k - 1 + bJb. Formel (19) ist zu ersetzen 
durch: 

z +> 
~- 

__ 
C = k . I / s e R 8 .  n . bS 

(22) 

Ungeandert bleibt die Berechnung des W armeinhaltes 
Formel (20) und (21) sind und demgemafl auch Formel (18). 

nur als rohe Annaherungsformeln verwendbar. 

Verdampfungsenergie. 

8. Wenn man eine Fliissigkeit in Dampf verwandelt, so 
andert sich erstens die potentielle Energie, die der Ko1,per 
bei Gleichgewichtslage der Molekille besitzt, zweitens der 
Warmegehalt. Der erste dieser beiden Summanden ist sehr 
oft von der Temperatur nur wenig abhangig, da die Fliissigkeit 
beim Erwarmen ihr Volumen nur wenig andert und folglich 
die Gleichgewichtslage auch ungeandert bleibt, und da in den 
Gasen mit der Volumenanderung uberhaupt keine aesentliche 
Energieanderung verbunden ist. Dieser Summand ist also die 
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in Formel zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2) mit Q,, bezeichnete GroBe. Der zweite Summand 
la&, sich nur dann berechnen, wenn die spezifische Warme 
bei konstantem Volumen in beiden Bggregatzustanden nicht 
oon der Temperatur abhangt. Dann ist der Wiirmeinhalt der 
Flussigkeit c,. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0, der des Gases zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcG. 0. Man erhalt so auch 
durch die kinetische Retrachtungsweise die Formel (2). Speziell 
fur einatomige Kiirper ist (nach 4.) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= - V, - L = Q - # R. 0. 
Wir wollen jetzt versuchen , nach den Voraussetzungen, 

die wir uber die zwischen den Atomen wirkenden Krafte ge- 
macht haben, die GroBe Q,, etwas genauer zu berechnen. Es 
sei, wie in 4. - a2(rik) die potentielle Energie der van de r  
W* it alsschen Kohasionskraft zwischen den Molekiilen mi und m,. 
Setzen wir 

n . + . S c b 2 ( r ) . 4 n r 2 d r  = A ,  

also bezeichnen wir die bekannte Konstante der van d e r  
Waalsschen Theorie, die gewohnlich als a geschrieben wid,  
mit A, so ist der eine Summand der Energie Q,, gleich A/v,.l) 
Von dem anderen Teil deP potentiellen Energie, der den 
elastischen AbstoBungskraften der Molekularspharen entspricht, 
wollen wir annehmen, daB sie sich ungefahr durch einen Aus- 
druck folgender Form berechnen laBt: 

m 

0 

a 
r' 

Ql zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(7.) = --. 
Der entsprechende Summand von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQo ist - 3 n . a l r ; .  Hier 

ist a eine Konstante; r0 -dagegen ist proportional mit Vv,, 
denn vF = n . ri. Wir kijnnen daher setzen: 

3 n . a l r ;  =R.7:37 3 , 

3 -  

V - _  

wo B eine zweite fur die Substanz charakteristische Konstante 
ist. Es  ist also: 

V - -  
(23) Q 0 = A . V ; ' - - B . V ~ ,  , 

V - 
(24) Q = A.v;' - B.v,  3- - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+a. 0 .  

1) L. Bo l t zmano ,  Gastheorie 2. p. 60. 1898. 
43 * 
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Die Konstante zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB steht in einer einfachen Beziehung zu 
der in der Dampfdruckgleichung rorkommenden Konstanten C. 
L)a namlich 

( ! g ) = b = -  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY .  (v  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 ) .  a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 r V + 2  * 

0 

a fL.6 = V . ( .  + l ) .n.--.(n.T;)-” 
r; 

so ist: 

wo k der in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7. eingefuhrte Zahlenfaktor (k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN 1 + bl /b)  ist. Da 

so. ist b, / b  = 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/(v + l), also in der Tat eine ziemlich kleine 
Zahl, wenn v groB ist. 

Fur  den haufigsten Ausschlag der Atome kw liefert nun 
Formel (21): 

Wir wollen endlich, da B . v;v/3 die uberall wiederkehrendo 
GroBe ist, die Formel (‘25) noch folgenderma6en schreiben: 

V 

. (C . , p a .  6 . z . i/i _ _ _  
B.v,  3 =- 

v . (v + I ) .  V k ?  
(27) 

Bemerkung uber mehratomige KBrper. 

9. Alle bisher angestellten Untersuchungen wiirden sich 
auf mehratomige KSrper ohne weiteres ubertragen lassen, wenn 
auch fur sie der Unterschied zwischen der spezifischen Warme 
des Dampfes und der Flussigkeit regelmaBig 3/2.  R betriige. 
Denn in diesem Falle konnten wir annehmen, daB die Be- 
wegungen der Molekiile in der Fliissigkeit dieselben waren, wic 
im Dampf, und da6 zu dem Warmegehalt der Fliissigkeit 0111~ 

noch die durch Formeljl2) definierteGriiSe2 hinzukame, Ich habv 
in der folgenden Tab. 1 die spezifischen Warmen einiger Korper 



Kinetische Theorie zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAder einatomi’en zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAKorper. 677 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
im fliissigen und im dampfformigen Zustande zusammengestellt. 
Dabei ist cF aus der beobachteten Zahl nach Formel zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(3) aus- 
gerechnet. AuBer bei Wasser, welches bekanntlich eine be- 
Bonders kleine thermische Ausdehnung zeigt, ist cFU betrachtlich 
kleiner als das beobachtete cFp .  Leider sind die Zahlen nicht 
ganz sicher, besonders werden fur die Kompressibilitat zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx von 
verschiedenen Beobachtern ziemlich abmeichende Zahlen an- 
gegeben. Fu r  die Fliissigkeiten ist die spezifische Warme 
bei ca. 20°, fur die Dampfe bei hoheren Temperaturen hin- 
geschrieben. Man darf daher nicht allzuviel aus der Ver- 
gleichung der Zahlen schlieBen wollen. 

H*O 

CHC1, 
CS, 

CH,OH 
C,H,OH 

Wasser 
Schwefelkohlenstoff 
Chloroform 
Methylalkohol 
Athylalkohol zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA18.0,98 

76 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.0,15 

120. 0,12 
3 2 .  0,50 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
46.0,48 

Wahrend, mit Rucksicht auf die Ungenauigkeit der Zahlen, 
bei den vier letzten Substanzen sehr wohl die Moglichkeit vor- 
handen ist, daB entwecler die van d e r  Waalssche Hypothese 
oder die dieser Arbeit zu Grunde gelegte das Richtige trifft, 
ist dies beim Wasser ganzlich ausgeschlossen. Die Bewegungs- 
freiheit der Molekiile im fliissigen Wasser ist auflerordentlich 
vie1 hoher als die im Wasserdampf. Wenn im fliissigen Wasser 
alle drei Atome sich vollig frei relativ zueinander und zu den 
benachbarten Molekulen bewegen kbnnen und gleichzeitig bei 
ihrer Bewegung elastische Krafte in Wirkung treten, in der 
Art,  wie wir sie in 4. kenneii gelernt haben, dann erhalten 
wir fur den Warmegehalt eines Grammmolekuls Wasser : 

also fur die spezifische Warme den Wert cF = 9 R. Es scheint 
mir nicht unmoglich, daB sich die Atome der Wassermolekule 
ungefahr in der beschriebenen Weise bewegen. W enn anderer- 
seits in den Dampfmolekulen die Verkettung der Atome se 
ist, daB die beiden Wasserstoffatome sich frei bewegen konnen, 

3 . ( T +  L ) = 9 . R . O ,  



solange ihr Abstand vom Sauerstoffatom nur konstant bleibt, 
also gerade so, als ob jedes an einer starren Stange sitzt, die 
am Sauerstoffatom durch ein Kugelgelenk befestigt ist zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, dann 
hat die Bewegungsfreiheit den Grad: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 + 2 + 2 = 7, und wenn 
bei diesen Bewegungen keine elastischen Krafte ins Spiel treten, 
so erhalten wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcG = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3,5. R. 

Ob die beiden geschilderten Mechanismen die Wirklich- 
keit ungefahr wiedergeben, mussen wir naturlich dahingestellt 
sein lassen. Nur das eine lafit sich mit einem sehr hohen 
Grad von Wahrscheinlichkeit behaupten, dafi die Atome im 
Molekul des Wassers eine grijfiere Beweglichkeit haben, als 
im Molekul des Dampfes. 

In  solchen Fallen aber versagt die Bol tzmannsche Me- 
thode vollstandig, weil der Liouvi l lesche Satz auf sie nicht 
angewendet u-erden kann. 

Bemerkung uber den Liouvilleschen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASatz. 

10. Ro l t zmann  hat aus dem Liouvi l leschen Satz den 
eminent wichtigen SchluI3 l) gezogen, daB jedem Freiheitsgrade 
der Bewegung des Molekuls dieselbe kinetische Energie zu- 
kommt, und zwar gilt dieser Satz ohne Rucksicht darauf, ob 
die Substanz gasfiirmig, flussig oder fest ist. 

Damit ist die Vorstellung, die wir soeben iiber das 
Wassermolekul als sehr wahrscheinlich gewonnen haben, durch- 
aus unvereinbar. Man denke sich nur ein Molekul, das gerade 
aus dem Wasser in den Dampf iibergeht. Solange es noch 
im Wasser ist, miiBten die Wasserstoffatome auch in der 
Richtung ihrer Verbindungslinie mit dem Sauerstoffatom Schwin- 
gungen ausfuhren, deren mittlere kinetische Energie ebenso 
grog ist, wie die der Schwingungen in einer zur Verbindungs- 
linie senkrechten Richtung. Sobald es in den Dampf uber- 
gegangen ist, miifiten die Schwingungen der zuerst genannten 
Art vollig aufhoren, wahrend die der zweiten Art bestehen 
bleiben. Es ist klar, daB das ein Widerspruch gegen den 
Boltzmannschen Satz, also auch gegen den Liouvi l leschen 
Satz ist. 

1) 1,. Bol temann,  Gastheorie 2. p. 100. 1899. 
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Bei dieser Gelegenheit sei auch auf das eigentumliche 

Verhalten des reinen Kohlenstoffs hingewiesen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, dessen Atom- 
warme bei sehr hohen Temperaturen nahezu den Wert 3 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR 
hat, wahrend sie bei niedrigen Temperaturen unter 0,5 R 
heruntergeht. Da ein allmahliches Anwachsen der Zahl der 
Freiheitsgrade von augerst kleinen Werten bis zu dem der 
einatomigen Korper unmoglich ist, so durfte sich das Ver- 
halten des Kohlenstoffs wohl auch sehr schwer mit dem Bo l tz -  
man n schen Satz vereinigen lassen. 

In der Tat beruht der Liouvil lesche Satz auf einer 
Voraussetzung , die in vielen Fallen jedenfalls nahe zutrifft, 
aber doch nicht in allen, namlich der: daB die auf die Mole- 
kule und Atome wirkenden Krafte sich als konservative Fern- 
krafte im Sinne der analytischen Mechanik berechnen lassen. 
Nun wird aber durch die Warmeschwingungen der Molekiile 
auch der Ather zu einem besonderen Schwingungszustand er- 
regt, er nimmt namlich den Zustand der sogenannten ,,schwarzen 
Strahlung" an. Die Wechselwirkungen zwischen Ather und 
Molekulen , die zweifellos vorhanden sind , sind in den Be- 
wegungsgleichungen der Atome noch ausgelassen. Man mu6 
also diese Gleichungen jedenfalls noch durch Glieder erganzen, 
die nicht mehr den Charakter der konservativen Krafte, sondern 
eher den von Reibungskraften haben, und denen ein Energie- 
verlust durch die Strahlung entspricht. Diese Glieder sind in 
sehr vielen Fallen jedenfalls gegen die konservativen Krafte 
zu vernachlassigen. In anderen Fallen sind sie aber vielleicht 
gerade die vorherrschenden und es wird deswegen die be- 
treffende Bewegungskomponente so stark gedampft , daB man 
sie gleich Null setzen kann. 

Die Einfiihrung dieser Wechselwirkungen zwischen Atomen 
Ather in die Theorie mag wohl sehr schwierig sein, aber 
jedenfalls ist nicht zu hoffen, daB man eine genugende 
Theorie der mehratomigen Karper entwickeln kann, ehe dies 
geschehen ist. 

Zustandsgleichung einatomiger K6rper. 

11. Die Zustandsgleichung der Korper ist bekanntlich 
durch den Virialsatz ausgedriickt : 

. C m u 2  + C ( X . X +  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 . q  + C.i,.) = 0. 
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Hier bedeutet zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu die Geschwindigkeit, mit der sich der Schwer- 
punkt eines Molekuls bewegt, (x, y, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz) sind die Koordinaten 
des Schwerpunktes, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX ,  Y ,  2 die Komponenten der au6eren 
Kraft, die auf das Molekul wirkt, rib ist die Entfernung zweier 
Molekiilzentren mi und mk, f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( T ~ ~ )  die gegenseitige Kraftwirkung, 
positiv gerechnet, wenn es eine AbstoBung ist. Die hori- 
zontalen Striche sollen bedeuten, daB die Mittelwerte zu 
nehmen sind. 

Die Werte der beiden ersten Summanden sind bekannt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

2’(1C.X+y. Y +  2 . Z )  =- 3 p v .  

Dabei ist angenommen, daB die einzige BuBere Kraft ein auf 
der ganzen Oberflache gleichmafjig wirkender , normal ge- 
richteter Druck p ist. v ist das Volumen eines Gramm- 
molekiils. 

Den letzten Summanden zerlegen wir, geradeso wie in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4. 
die entsprechende Energie in zwei Summanden, indem wir 
setzen: f ( r ) = f i ( r )  - f , ( r ) ,  wo f i = - a @ , l a r ,  f ,= -a@, la r .  
Wir nehmen geradeso, wie in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4. an, daB man genau genug 
rechnet, wenn man setzt : 2 f, (T) . r = 2 f, ( T ~ ) .  r0 .  Nun ist 
aber das Virial dieser Kriifte schon von van der  Waals  be- 
rechnet worden zu 3 A .  v-1, wir haben also : 

C ~ ( T ) . T =  C h ( r ) . r -  3A.v-1. 

In Gaaen ist der erste Summand sehr klein (er hat in der 
genaueren van der  Waalsschen Gleichung, wie Bol tzmann 1) 
berechnet, den Wert zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 R @ . 6 / v .  (1 + 5 618 v), wo 6 die zweite 
v a n  der  Waalssche Konstante bedeutet), in Flussigkeiten 
und festen Korpern dagegen nimmt er sehr betrachtliche Werte 
an. Wir berechnen ihn durch eine Potenzreihe : 

fi (4 - T = f, (To) * To + (fi (To) + To * f , ’ ( ro) )  * r’ 

+ 9. (2 6‘ (TJ + r,, . ti’’ (ro)) . ~ ’ 2  . 

1) L. B o l t z m a n n ,  Gastheorie 2. p. 151. 1898. 
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Nehmen wir, wie in 8. an, dal3 (r) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= a/rv, so ist zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f i  (r) = u .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa / r Y + l ,  f i ' (r)  = u .  (v + 1). u/rv+2, 

f:'(r) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv .  (u + 1). (v + 2).  u / ~ + 3 ,  

also: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
v 2 .  (v + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa . r'2 n a f i ( r ) . ~ =  u.---y2.---- .- 

9-v r v + l  .r '+ 2 rl' + 2 
0 

wo B die in Formel (23) und (24) eingefiihrte Konstante ist. 
Wir haben nunmehr die Zustandsgleichung der ein- 

atomigen Korper im festen (oder fliissigen) Zustand gewonnen : 
V 

Y + 2  - -  
(28) p . v p + A . ~ ; ~ - Y B . v ,  3 =-.R.O. 2 

Aus der Ableitung dieser Formel geht hervor, daf3 sie nur 
so lange gilt, als die spezifische Warme des Korpers konstant 
den Wert 3 R hat. Sobald in den Ausdruck fur den Wlrme- 
inhalt hijhere Potenzen von 8 eintreten (also cF sich mit der 
Temperatur andert), miissen auch auf der rechten Seite von (28) 
hijhere Potenzen von R @  auftreten. 

Wir wollen jetzt eininal (28) nach p differenzieren, in- 
dem wir @ konstant halten. Wir bekommen auf diese Art 
die Kompressibilifat x des Korpers , deren reziproker Wert 
der Kompressionsmodul y ist : 

1 d v  
(29) 

1 - - x =  -. _- . - -  
'D d P  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY 

Es ergibt sich: 
- .- V S  

y = y  + - .B .vF  - i i .~;~.  (30) 9 

Da die Drucke, die man bei den Messungen anwendet, auch 
in den exstremsten Fallen ganz verschwindend klein sind 
gegen y, so kann man auch einfacher schreiben: 

- ~- y = - . B . v  Y2 : - ' - A . v ; 2 ,  
(31) 9 F 

oder: 

(32) Y =  g . B . v ,  - R.@.v; l .  
- -  v .  (. - 3) 
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Wenn wir andererseits zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(28) nach zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 differenzieren bei kon- 

stantem p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, so bekommen wir den thermischen Ausdehnungs- 
koeffizienten: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(33) 
Man erhalt: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 a v  

2, ae a = --.- -. 

(34) 

Differenziert man noch einmal nach 0, so bekommt man: 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich nun folgendes: 

GroBe ist, so zeigt Gleichung (32), daD jedenfalls: 
Erstens, da der Kompressionsmodul y stets eine 

(36) v > 3 .  

positive 

Zweitens, da Y > 3, so liefert (35) stets einen positiven 
Wert fur d a i d  0. Der Ausdehnungskoeffizient der einatomigen 
Korper nimmt stets mit steigender Teniperatur zu und zwar wachst 
er bei hohen Temperaturen schneller als bei niedrigen. 

Aus diesem gleichformigen Verlauf der thermischen Aus- 
dehnung ist zu ersehen, daB die Zustandsgleichung (28) die 
Diskontinuitat beim Schmelzpunkt nicht wiedergibt. Sie kann 
also hiichstens bei Temperaturen, die weit unter dem Schmelz- 
punkt liegen, als genau geltend angesehen werden. Bei hiiheren 
Temperaturen stellt sie nur eine rohe Annaherung dar. Das- 
selbe muB naturlich von den Hypothesen gelten, auf Grund 
deren die Gleichung (28), sowie iiberhaupt die ganze hier ent- 
wickelte Theorie gewonnen ist. 

Ein sehr merkwurdiges Resultat liefert endlich Gleichung(34), 
wenn wir sie folgendermafien schreiben: 

Y f 2  v ~ . c c . ~  = ---.R. (37) 2 

Da hikhstwahrscheinlich das Gesetz der Fernewirkung 
zwischen den Atornen fur alle Stoffe dasselbe ist, also Y eine 
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universelle Konstante darstellt, so konnen wir (37) durch folgen- 
den Satz wiedergeben: 

.Das Produkt aus Molekulurvolumen, Kompressionsmodul zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAund 
thermischem Ausdehnungvkoeffizient ist f u r  alle amorpiien eLf.- 
atomigen Korper ein und dasselbe Multiplum der Gaskonstante. 

Eine scharfe Prufung dieses Satzes ist leider nicht mog- 
lich, da der Kompressionsmodul zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy der Metalle meist nicht 
sicher feststeht. Da er namlich direkt schwer zu messen ist, 
so berechnet man ihn aus dem Dehnungsmodul zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE und der 
Elastizitatszahl p nach der Formel: 

y =  3 . ( l E - 2 3 .  

Waren nun die Metalle wirklich amorphe Korper, so muI3te 
sich, wie 'Po isson gezeigt hat ,  p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0,25 ergeben, also 
y = +. E .  Die experimentellen Bestimmungen von p liefern 
sehr schwankende Werte, aus denen man aber doch immerhin 
ziemlich sicher ersehen kann, da8 p im allgemeinen nicht 
0,25 ist. Es liegt das daran, daB die Metalle eine fein 
kristallinische Struktur haben , die auch sonst die Beobach- 
tungsresultate trubt. Es scheint, als ob deswegen die Formeln 
der Elastizitatstheorie uberhaupt nicht ohne weiteres auf die 
Metalle anwendbar sind. Ich habe daher in der folgenden 
Tab. 2 einfach y = + . E gerechnet, habe aber in Klammern 
noch den nach der Formel der Elastizitatstheorie berechneten 
Wert hinzugefiigt. Die Zahlen sind von W. Voigt l )  an Staben 
ermittelt, die aus dem Innern gegossener Blocke ausgescbnitten 
sind. 

Ich habe als letztes noch das flussige Quecksilber hinzu- 
gefugt. Man sieht, daD dies einen ganz anderen Wert fur 
vF. a. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy liefert. Die Theorie gibt wahrscheinlich uberhaupt 
fur die geschmolzenen Metalle nur ganz rohe Naherungswert e. 

v F .  cc . y = konst. 

ungefahr, und zwar um so besser, je homogener und dichter 
.sie sind, und j e  naher ihr p dem Poissonschen NTerte 0,25 
liegt. Auch wenn man andere Zahlen nimmt, als die Vo ig t -  
schen, so findet man dieses Resultat im wesentlichen be- 

Die festen Metalle erfullen dagegen die Relation 

1) W. V o i g t ,  Giittinger Nachr. p. 177. 1893. 
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3,33 3,26 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACP 

R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
e, 
R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA__ 

- 2,94 2,70 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V 

3,20 3,15 

2,43 2,21 

- -  
(39) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB .  vup = -~ . ( R e  + i / . v ~ ) = 0 , 9 . ( R O f Y . v F ) .  

Y . (Y - 3) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
oder auch: 

Y 

9 
-~ 

40) B . v F  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 =  ~ 

Y .  (v - 3) 

Es ist dies in der Tat eine Zahl, die mit der Temperatur 
nur sehr wenig variiert, weil das nahezu konstante Glied 300/tt 
ron einer hoheren Gr8Benordnung ist als zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.a. 0. 

Kombiniert man (40) mit (35), so erhalt man: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
d a / d  0 = ( v / 3  + 2/(v + 2)) u2= 1,95. ~2. 

Die Vergleichung der so berechneten GroBe mit den experimentell 
gefundenen Werten zeigt wiederum, daB die Zustandsgleichung(28) 
das Verhalten der Metalle in den Details nicht genau wiedergibt: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Unsere Theorie setzt stets voraus, daB konstant zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcu= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR ist, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
12. Wir wollen endlich noch Formel (32) benutzen, urn 

die wichtige GroBe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB.vG''I3, die wir in Formel (27) aus der 
Dampfspannnngskurve zu berechnen wuBten, auf einem zweiten 
ganzlich verschiedenen Wege zu finden. Es ergibt sich: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Kinetisclie Theorie der einatomige?i Kiirper. 685 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
statigt. Und zwar ergibt sich zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(v zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2)/2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR - 300. Nun ist 
aber zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3,5. R = 297, wir setzen deswegen: 

(38) v = 5. 

Die elastisclie Kraf t  des Atoms ist ungefahr der sechsten 
Potenz des Alstandes vom Zeiztrum umgehelirt proportional. 

Der ganz abweichende Wert, den das Quecksilber liefert, 
wird wohl damit zusammenhangen, da13 seine spezifische Warms 
schon bei gewohnlicher Temperatur stark variabel ist, wie 
folgende Zusammenstellung zeigt. 
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Tabe l le  4. 

Kupfer 
Magnesium 
Aluminium 
Gtahl 
Nickel 
Silber 
Gold 
Wismut 
Zink 
Kadmium 
Zinn 

berechnct zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0,005.10- 6 

0,012 
0,009 
0,002 
0,003 
0,007 
0,004 
0,003 
0,011 
0,011 
0,009 

H. Fizeau 

0,061. 10-6 
0,205 
0,069 
0,061 

0,044 
0,025 
0,083 

0,021 

- 0,038 
0,098 
0,105 

w. Voigt 

0,121. 10-6  

0,192 
0,183 
0,156 
0,124 
0,129 
0,072 
0,156 
- 
- 
- 

Beisp ie le :  Zink, Kadmium, Quecksilber. 

13. Wir wollen im folgenden, wie es ublich ist, die Dampf- 
spannung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp in Millimeter Quecksilber angeben. Bleiben wir 
im ubrigen in dem bisher gebrauchten MaBsystem, so mussen 
wir Formel (4) folgendermaBen schreiben : 

Wenn wir diese Gleichung logarithmieren, so bekommen wir : 

Wir wollen voriibergehend setzen : 

~- - - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa, 0,4343. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ,, 
84,s 

log C + 2,5536 = log C' 

1st uns nun die Dampfdruckkurve gegeben, so bestimmen 
wir zuerst einen Wert a in der Weise, daB die Summe 
log p + 0,5 . log 0 + a / 0 einen moglichst konstanten Wert fur 
logc' ergibt, und berechnen darauf Q, und C. 

In  der folgenden Tab. 5 ist in dieser Weise die Dampf- 
druckkurve des Zinks zwischen 700° und 900° nach den 
Messungen von Barus  benutzt. Die Dampfdrucke sind von 
20° zu zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA20° aus den von B a r u s  angegebenen Zahlen interpoliert. 
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Tabe l l e  5.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z i n k .  

687 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 

973 
993 

1013 
1033 
1053 
1073 
1093 
1113 
1133 
1153 
1173 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P 

35 
49 
65 

102 
133 
163 
215 
269 
356 
458 
557 

1,55 
1,69 
1,82 
2,Ol 
2,12 
2,21 
2,33 
2,43 
2,55 
2,64 
2,74 

0 ,5 .  log 0 

1,50 
1,50 
1,50 
1,51 
1,51 
1,51 
1,52 
1,52 
1,53 
1,53 
1,54 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a /  0 

7,24 
7,lO 
G,96 

6,69 
6,56 
6,44 
6,32 
6,21 
6, lO 
6,OO 

6,52 

log zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc' 

10,29 

10,28 
10,34 
10,32 
10,28 
10,29 
10,27 
10,29 

10,28 

10,29 

1 q 2 7  

Hier ist gesetzt a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 7040. Der Mittelwert von log C' = 10,29. 
Mit diesen beiden Zahlen berechnet sich der Siedepunkt des 
Zinks ( p  = 760) zu 0 = 1200, d. h. 927O Cels. 

Man erhiilt ferner : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V -- 

Qo = A . V;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI - B . VF = 1,3 7 . lo6 kg cm. 

Die Zustandsgleichung ergibt : 

3 0 0 . 0  = A . v g 1  - S . B .  v, 
Y - -  
3 

= 0,36. lo6 kgcm, 

wenn man setzt 0 = 1200. 
Man kann danach ungefahr taxieren : 

-~ 
B . up - 1,5. 106 kg cm ; A .  v; - 2,9. lo6 kg cm. 

Die totale Verdampfungswarme des Zinks ergibt sich in 

Ferner erhalt man : 
cal/g zu: 492 - 0/65,4, also beim Siedepunkt: 474. 

C =  55.10', 
V -- 

B .  up = 0,6. lo6 (Formel (27)). 

Dabei habe ich das spezifische Gewicht des geschmolzenen 
Zinks zu ca. 6,6 geschatzt, also v p  = 10 gesetzt, ferner habe 
ich einfach h = 1 gesetzt. 
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Bei gewohnlicher Temperatur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 300, v p  = 9,2) bekommt 

man nach (40) den Wert 3,l . los,  also fur v F =  10 um- 
gerechnet : 2,7 . lo6. Dieser Wert ist bedeutend groBer a h  
der aus der Dampfdruckkurve gefundene. Es liegt das offenbar 
daran, daB die Zustandsgleichung fur das geschmolzene Zink 
nur eine grobe Annaherung darstellt. 

Setzen wir B . v r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv'3 = 0,6, lo6 in (26) ein, so ergibt sich : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A = 0,18 bei 0 = 1200O. 

VO 

Die Ausschlage der Atome sind danach in der Tat schon 
zu groB, als daB man die hoheren Potenzen weglassen darf, 
wahrend es bei niedrigen Temperaturen (300°, 400°) noch 
angeht. 

Wir diskutieren nun in derselben Weise die Messungen, 
die B a r u s  am Kadmium gemacht hat. Wir benutzen die 
Dampfdrucke zwischen 560° und 760°, von 20° zu 20° fort- 
schreitend. 

Tabe l le  6. 
K a d m i u m .  

833 

893 
913 
933 
953 
973 
993 

1013 
1033 

.. . 

P 

26 

75 
107 
143 
187 
264 
330 
455 
624 

. .  
1,41 
. . .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1787, 
2,03 
2,16 
3,27 
2,42 
2,52 
2,66 
2,79 

0,5 . log @ 

1,46 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1,48 

1,48 
1,49 
1,49 
1,49 
1,50 
1,50 
1,51 

. . .  
7,36 

6,87 
6,72 
6,58 
6,44 
6,31 
6,18 
6,05 

. . .  

5,93 

log c' 

10,23 
* . .  
10,22 
10,23 
10,23 
10,20 
10,22 
10,20 
10,21 
10,23 

Hierist gesetzta=6130, Wir habenbekommenlogC'= 10,22, 
Mit diesen beiden Wert.en berechnet sich der Siedepunkt des 
Kadmiums ( p  = 760) zu: 0 = 1050, d. h. 777O Cels. 

Ferner bekommen wir : 
V -~ 

-1 3 Q,, = A . v F  - B . v  = 1,20.106 kgcm, 
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Die Zustandsgleichung gibt fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1050: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V - -  

300. @ = A .  vF1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA$ B .  vF = 0,32. lo6 kgcm. 
- 

B . v ,  ' - 1,3.106 kgcm; 
Die totale Verdampfungswarme des Kadmiums in cal/g 

ergibt sich aus dem gefundenen Werte von Qo zu : 250 - 0/112, 
also beim Siedepunkt : 241. 

Das spezifische Gewicht des geschmolzenen Kadmiums 
ist von V icent in i  und Omodei  bestimmt. Es betragt beim 
Siedepunkt ungefahr 7 , 7 .  Also VF = 14,5. Wir berechnen 
nun aus zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC' die mit C bezeichnete Konstante und wenden 
Formel (27) an, indem wir setzen k = 1 : 

A . v S 1  - 2,5.10f i  kgcm. 

c = 47.106, 
Y - ~~ 

3 B.vF = O,68.lO6. 
Rei gewohnlicher Temperatur (19 = 300, vF = 13,O) be- 

kommt man nach (40): 2,9.  lo6. Multipliziert man nun mit 
(13,0/14,5)"18, so bekommt man den Wert beim Siedepunkt, 
namlich: 2.4.  lo6, also wie beim Zink zu gro5. 

Setzen wir B .  v i  ' I 3  = 0,7. lo6 in (26) ein, so ergibt sich : 

= 0,12 bei 0 = 1050, 

also wieder allzugroBe Ausschlage. 
Das Quecksilber zeigt schon weit unter seinem Siedepunkt 

so starke Abweichungen seiner spezifischen Warme von dem 
normalen Werte 3.22 (vgl. ll.), daB man vermuten sollte, die 
Formel (4) verlore hier ihre Giiltigkeit. Die Messungen der 
Dampfspannung bei niedrigen Temperaturen, wo man die Formel 
noch fur anwendbar halten konnte, haben nun aber so un- 
sichere Resultate ergeben, da5 man aus ihnen die Grogen Qo 
und C nicht gut berechnen kann. Merkwurdigerweise scheinen 
aber die Untersuchungen von H. H e r t z  I) zu zeigen, da5 man 
mit der Formel (4), indem man C und Q,, konstant halt und 
dem Exponenten von R. 0 den Wert 0,5 lafit, weit uber das 
Gebiet hinaus extrapolieren kann, wo diese Zahl 0,5 wirklich 

r0 

- 

1) H. Hertz ,  Wied. Ann. 1 7 .  p. 193. 1882. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 11. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA44 
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als (cF zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- cG - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI R gedeutet werden kana In der folgenden 
Tab. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 sind die von H. H e r t z  angegebenen Werte zwischen 
S O o  und 180° zu Grunde gelegt. 

Tabe l le  7. 
Quecksi lber.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

353 
363 

373 
383 
393 
403 
413 
423 
433 
443 
453 

P 

0,093 
0,165 
0,285 
0,478 
0,779 
1,24 
1,93 
2,93 
4,38 
6,41 
9,23 

0,97-2 
0122- 1 
0,45 - 1 
0,68 - 1 
0,89 - 1 
0,09 
0,28 
0,47 
0,64 
0,81 
0,96 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 , 5 .  log @ 

1,27 

1,29 
1,29 
1,30 
1,30 
1,31 
1,31 
1,32 
1,32 
1,33 

1,28 

a /  0 

9,26 
9,Ol 
a,77 
€454 
€433 
8,12 

7,73 
7,55 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
7,38 

7,22 

7,92 

-- 
log c 

9,50 
9,51 
9,51 
9,51 
9,52 
9,51 
9,51 
9,51 
9,51 
9,51 
9,51 

Ich habe hier gesetzt a = 3270 und bekomme log C' = 9,51 
Mit diesen beiden Zahlen berechnet sich der Siedepunkt des 
Quecksilbers zu: 0 = 625, d. h. 352O Cels. 

Man erhalt ferner: 
V _ -  
3 Qo = A . v i 1  - B.vp  = 0,64'. lo6, 

V - -  
3 0 0 . O = A . ~ ; ~ - $ . B . v p  =0,12.106, 

fur 0 = 400, also: 

- -  
B . v p  - 0,8.106kgcm; A . v G 1 -  1,5.106 kgcm. 

Aus Qo ergibt sich, unter der Annahme, daS Formel (2) 
giiltig bleibt, wenn man (cF - cG) einfach durch 1,5. R ersetzt, 
f i r  die totale Verdampfungawarme der Wert 75 - @/ZOO cal/g. 
Beim Siedepunkt also : 72 cal/g Gemessen ist von Person : 62. 

Ferner erhalt man : 

c = 9 , l .  106, 

- -  
B .  v = 0:235. lo6 nach Formel (27). 
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Dabei ist als spezifisches Gewicht des Quecksilbers bei 
8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 400 gerechnet : 13,3, also zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvF = 15. 

Bei derselben Temperatur (0 = 400) ergibt die Formel (40): 
1,5. lo6, also einen Wert, der den aus C berechneten(0,235. lo6) 
noch mehr iibersteigt, als es die analogen Zahlen beim Zink 
und beim Kadmium taten. 

Setzen wir B .  v- ’ ”~  = 0,24. lo6 in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(26) ein, so ergibt sich: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
?vw/ro = 0,17 bei 0 = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA400°, und gar 0,22 beim Siedepunkt. 

Potentialsprung und Ionisationsenergie. 

14. Wenn man das in 13. aufgefuhrte Zahlenmaterial 
uberblickt, so wird es einem ziemlich wahrscheinlich, daB die 
dieser Arbeit zu Grunde gelegten Hypothesen wohl geniigen 
durften, um das thermische Verhalten der Metalle zu erklaren, 
und dal3 man die Theorie nur in zwei Punkten vervollstandigen 
miiBte. 

Erstens sind noch die Krafte einzufuhren, die den Schie- 
bungen entgegenwirken, da wir ohne diese Krafte den in liormei (22) 
eingefuhrten Paktor k niclit berechnen konnen. 

Zweitens zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsind die Potenzreihen f u r  die potentielle Energie 
und das Yirial der elastischen Atomkrafle noch urn mehrere 
Glieder fortzusetzen. 

Die Durch fiihrung dieser zweiten Operation wurde den 
Erfolg haben, dab auch die geschmolzenen Metalle in die 
Theorie miteinbegriffen waren. Denn es scheint, als ob der 
fliissige Aggregatzustand sich von dem festen eben dadurch 
unterscheidet, das bei ihm die Glieder hoherer Ordnung wegen 
der starken Ausschlage der Atome wesentlich mit in Betracht 
kommen , wahrend sie bei diesem noch weggelassen werden 
ktinnen. 

Wenn wir die GroBen B . z ’ ; v / ~  und C nach der 
Formel (40) berechnen, so diirfen wir immerhin annehmen, daB 
wir die GrOBen bekommen, die fur die Dampfdruckkurve des 
festen Metalles charakteristisch sind, wenn auch diese Kurve 
von der des geschmolzenen Metalles vielleicht ziemlich stark 
abweicht. Den Fttktor k konnen wir wohl in erster Annaihe- 
rung gleich 1 setzen. Ehe die Theorie weiter entwickelt wird, 
schien es wir sehr wiipschenswert, dies zu prufen. In der Tat zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

44 * 
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gibt es ja eine gewisse Art von Dampfspannung fester Metalle, 
die der Messung zuganglich ist, namlich ihr elektrolytischer 
Losungsdruck im Wasser. 

Man kann auf rein thermodynamischeln Wege leicht fur 
Losungsdruck und Ionisationsenergie ganz analoge Formeln 
herleiten, wie die in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2. hingeschriebenen, von denen wir in 
der Theorie des Dampfdruckes ausgegangen sind. Wir be- 
zeichnen jetzt mit Q die innere Ionisationsenergie, ausgedruckt 
in Joule, d. h. diejenige Energie, die man zufiihren mu8, urn 
ein Grammatom des Metalles in die Losung zu bringen, ferner 
mit P den Potentialsprung vom Metall zur Losung in Volt, 
niit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcF und CJ die spezifische Warme des festen und des ge- 
losten Metalles, gerechnet pro Grammatom in Joule/Grad Cel- 
sius, mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz die Valenz eines Metallatolns, mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp den osmo- 
tischen Druck des gelosten Metalles; B, 0 seien wieder Gas- 
konstante und absolute Temperatur, endlich P= 96 540 Coulomb 
die elektrische Ladung eines Grammgquivalents Ionen. In 
dem gewahlten Xa6system ist R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 8,31, die Druckeinheit ist 
10,2 kg/qcm, ferner ist 1 cal = 4,19 Joule. 

Wir erhalten dann ganz analog den Formeln zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2) und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4): 

Q = Qo - ( ~ p  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc j ) .  8, 

Q - 'I' . e . F 
c - c - - H  
F J 

(41) 

(42) p = c.(B.@)- R . e  R.@ 

In Formel (42) tritt in die Exponentialfunktion auch hier 
diejenige Energie ein, welche der Substanz pro Gramniatom 
von au6en zugefuhrt werden muB, damit sie in den Ionen- 
zustand iibergeht. Da jedes Grammatom die Ladung z . P be- 
sitzt, und folglich beim Durchgang durch die elektrische 
Doppelschicht auf der'l'rennungsfl5,che Illetall-Losung die Energie 
P,z.P gewinnt, so bleibt als die noch von auBen hinzu- 
zufiigende Energie : Q - tlr, z . 3'. 

&Ian kann (42) auch noch in mehreren anderen Fornien 
hinschreiben. Es sei P der sogenannte Losungsdruck des Jle- 
talles, dann ist bekanntlich : 

__ ~ - 

also : 

(43) 
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Fuhrt man an der elektrischen Doppelschicht Metall- 

Elektrolyt den bekannten Helmholtzschen KreisprozeB aus, 
so bekommt man die Beziehung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

d l y  
ao & =  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAF.z. ! € J - - ~ ' . . Z - - . @  

also : 
J - F . Z , L Y  -~ 

(44) p =  c'.(R@)- 3 . e  R a @ .  
c F - c  - R  

Fur praktische Rechnnngen bekommt man die bequemste 
Form, wenn man die Konzentration der Losung einfuhrt, 
ausgedruckt in Grammaquivalent pro Kubikzentimeter. 1st V J  

das Volumen, welches ein Grammatom Ionen enthalt, so ist : 

17 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=x .  
V J  

Nun ist aber: 

folglich : 
p . v J  = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx.@, 

(45) 

Die Aufgabe der kinetischen Theorie wird es nun sein, 
fur die GroBen C' und Q,, Beziehungen zu anderen Eigen- 
schaften der Metalle und des Wassers zu finden. Es diirfte 
aber jetzt wohl noch verfruht sein, den Versuch einer solchen 
Theorie zu machen. Denn dazu wissen wir iiber die Losungen 
doch noch zu wenig, ist doch nicht einmal der Wert von 
c J I  R bekannt! 

Trotzdem laBt sich schon aus der im vorigen entwickelten 
kinetischen Theorie der Metalle ein recht interessanter SchluB 
ziehen. Aus Formel (14) geht namlich hervor, dab die GroBe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC' 
sich jedenfalls als ein Quotient zweier GroBen: 

ergeben wird, von denen die erste C, identisch ist mit der 
in der Dampfspannungstheorie mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC bezeichneten GroBe, die 
wir nach Formel (40) berechnen konnen. C, dagegen hiingt 
davon ab, in welcher Weise sich das Ion im Wasser bewegt. 
Wir werden jedenfalls so vie1 sagen konnen, daW C, fur ver- 
schiedene Ionen nicht wesentlich verschieden sein kann. 

(46) c' = cF/cJ 
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15. Logarithmieren wir die Gleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(45), so bekommen wir: 

Ich habe nun lnC, nach (40) fur eine ganze Reihe von 
Metallen berechnet und gefunden, daB sich Unterschiede er- 
geben, die gegenuber den Fehlern in der Bestimmung von Q 
und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZY nur unbetrachtlich sind, es ist namlich fur alle Metalle: 

In C, = 20,9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf 1,2. 

Nehmen wir ferner an, daB, geradeso wie cF,  auch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcJ fur 
alle Metalle denselhen Wert hat, und setzen wir im folgendeii 
stets zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA71 = 10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-3 (Normallosung), so ist 

(47) 

wo K eine GrijBe ist, die bei einer bestimmten Temperatur 
fur alle Metalle, abgesehen von kleinen hderungen (+ l), 
denselben Wert hat. 

Bekanntlich ist es bisher noch nicht mijglich gewesen, 
auf eine ganz einwandfreie Art Q und P absolut zu messen. 
1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz .  Q ist nach den thermochemischen Messungen von 
J. Thorns en  fur viele Metalle bekannt, relativ zum Wasserstoff. 
Wenn man das betreffende Metal1 in einer verdunnten, starken 
(d. h. mSglichst dissoziierten) Saure auflosb- so ist die Warme- 
tiinung pro Grammaquivalent: 

wenn wir mit QR die Ionisationsenergie des Wasserstoffgases 
bezeichnen, 

Ebenso miBt man den Potentialsprung ZY immer relativ 
zu einer Normalelektrode , deren Potentialsprung man will- 
kurlich gleich Null setzt. 

So nimmt beispielsweise N. T. N. Wi lsmore l ) ,  dessen 
Angaben ich den folgenden Rechnungen zu Grunde legen werde, 
als Normalelektrode ein mit Wasserstoff gesattigtes Platinblech 

1) N. T. M. Wilsmore ,  Zeitschr. f. phys. Chem. 35. p. 291. 1900. 
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in einer Normalsalzsaurelosung. Nenne ich den Potentialsprung 
dieser Normalelektrode Wo7 so ist gemessen: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w =  W -  Wo. 

Ich fiihre nun eine weitere Konstante K' ein: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(48) K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (Qx - 3'. W o ) / R .  Q .  
Dann ist: 

(49) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
x 1 
- Q -  F. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP 

R . O  
- = - . K + K ' .  

Ich priife diese Gleichung zunachst an einer Reihe zwei- 
wertiger Metalle. Die Energien +&'  gebe ich in grofien 
Kalorien an, die aufgefuhrten Zahlen sind also noch mit 4190 
zu multiplizieren, damit wir sie in dem in den Formeln be- 
nutzten Mafisystem (Joule) bekommen: 

Tabe l le  8. 

Mangan 
Zink 
Kadmium 
Eisen 
Kobalt 
Nickel 
Blei 
Kupfer 

39'  

- 24,7 
- 17,l 
- 9,3') 

- 8,l 
- 7,6 
+ 1,211 
+ 8,O 

- 10,7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
yl' 

- 1,075 
- 0,770 
-0,421 

- 0,343 
- 0,232 
-0,228 

-0,136 

+ 0,336 

+ K + K '  

- 0,2 
+ l,o 
+ 0,67 
- 4,7 

- 3,9 
+ 7,O 
+ O,4 

- 4,6 

Wahrend die ganz verschiedenartigen Metalle Mangan, 
Zink, Kadmium, Kupfer eine gute Ubereinstimmung in ihrem Ver- 
halten zeigen, . weicht merkwurdigerweise die Gruppe Eisen, 
Kobalt, Nickel davon betrachtlich ab, gibt aber wieder unter 
sich iibereinstimmende Zahlen. Ganz abseits von allen iibrigen 
Metallen steht das Blei. Was der Grund fiir diese Anomalien 
ist, dariiber weiB ich nichts zu sagen. Um den Durchschnitts- 
wert von 3 9  + K' ,  den die vier zuerst erwahnten Metalle 
geben, namlich 0,5, auch beim Eisen und Blei zu erreichen, 
miifiten wir den Potentialsprung des ersteren um - 0,13 Volt, 

1) Diese Werte, die etwas von den von W. Ostwald (Zeitschr. f. 
physik. Chem. 11. p. 501. 1893) angegebenen abweichen, habe ich, wie 
auch die ubrigen, direkt aus den Thomsenschen Daten erhalten. 
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Thallium zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0,8’) 
Silber + 25,75 

den des anderen Metalles urn + 0,16 Volt andern. Jedenfalls 
werde ich rechnen: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Q K +- K’ = + 0,5. 

Von einwertigen Metallen sind gut bekannt nur Thallium 
und Silber: 

Tabe l le  9. 

I Q‘ I P’ I K+K‘ 

-0,322 13,7 
+0,771 I 1374 

Es ergibt sich: 

Und zwar ist nach dem, was wir oben iiber die Zahl lnC, 
sahen, zu vermuten, daI3 dieser Wert bei den verschiedenen 
Metallen hochstens um 5 Proz. vom Mittel abweicht. 

Der Temperaturkoeffizient des Potentialsprunges Metall- 
Elektrolyt ist negativ und hat fur  alle gleichwertiyen Metalle merk- 
lich den gleichen Wert. Der lemperaturkoefflzient f&r verschieden- 
wertige Metalle verhalt sich umgekehrt wie die Valenzzahlen. 

Aus diesem Satz erkennt man ohne weiteres, daB alle 
chemischen Ketten mit zwei gleichwertigen Elektrodenmetallen, 
deren Losung ihre Konzentration mit der Temperatur nicht 
andert, ganz verschwindend kleine Temperaturkoeffizienten 
haben miissen. So hetragt er z. B. beim Daniellschen Elemext 
0,000 034 Volt. 

1) Vgl. die Anmerkung auf der vorigen Seite. 
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Obwohl wir im stande sind, den Temperaturkoeffizienten 

des Potentialsprunges Metall-Elektrolyt absolut anzugeben 
(und zwar, wenn noch die spezifische .Warme der Ionen cJ be- 
kannt ware, sogar fur alle Temperaturen), so konnen wir daraus 
leider den absoluten Wert des Potentialsprunges selber noch 
nicht ermitteln. Uazu muO noch eine zweite Konstante ge- 
geben sein, z. B. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ,,, und es ist abzuwarten, ob die kinetische 
Theorie im stande sein wird, genaueres uber diese GroBe zu 
ermitteln. 

Qre i fswald,  April 1903. 

(Eingegangen 21. April 1903.) 


