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vom P. Debye.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Die Beobachtungen, welche im Laufe der letzten Zeit im 

Nern s t schen Laboratorium iiber die Temperaturabhangigkeit 
der spezifischen Warmen ausgefiihrt wurden, haben in uber- 
zeugendster zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAW eise auch fiir materielle Korper die Unrichtigkeit 
des Satzes von der gleichma6igen Energieverteilung dargetan. 
Bekanntlich hat Einstein l) zuerst auf die zu erwartenden 
Verhiiltnisse aufmerksam gemacht und unter Benutzung der 
von Planck2) fiir die Bedurfnisse der Strahlungstheorie ent- 
wickelten Quantenformel die spezifische Wilrme als Funktion 
der Temperatur durch eine Formel dargestellt. Nun zeigen 
alle Yessungen zwar einen Verlauf, welcher qualitativ der 
Einsteinschen Formel entspricht, quantitativ aber treten Ab- 
weichungen zwischen Theorie und Erfahrung zutage, welche 
um so erheblicher werden, je tiefer die Temperatur wird. Um 
diesen Ubelstand abzuhelfen, haben Nernst und Lindemann 
die Einsteinsche Formel dahin abgeandert, da6 sie neben 
der vorhandenen Schwingungszahl v noch eine zweite Schwin- 
gungszahl 4 2  in beksnnter Weise einfiihren.3 Die Einfuhrung 
dieser zweiten Schwingungszahl entspricht zwar durchaus dem 
praktischen Bedihfnis nach einer besseren Formel als die 
Einsteinsche, es ist indessen bis jetzt nicht gelungen, irgend 
einen stichhaltigen Grund fur gerade diesen Wert v / 2  aus- 
findig zu machen. Wir werden im folgenden sehen, dd3 ein 
tieferer Grund daftir auch nicht existiert Wenn nun auch 
der Wert v / 2  selbst keine weitere theoretische Begriindung 
hat, so la6t sich doch andererseits die Notwendigkeit der Ein- 
fiihrung mehrerer Schwingungszahlen plausibel machen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, wie 

1) A.E ins te in ,  Ann. d. Phys. 22. p. 180. 1907. 
2) M. Planek, Wkmeatrahlung p. 157. Leipzig 1906. 
3) W. Nernat u. Lindemann,  Zeibchr. f. Elektrochemie p. 817 

1911; Bed. Ber. p. 26. 1910. 
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das schon Einstein ' )  gezeigt hat. Die einem schwingenden 
Atom benachbarten iiben niimlich so starke Wirkungen auf 
dasselbe aus, da0 seine Bewegung nur eine sehr entfernte 
Ahnlichkeit mit einer rein periodischen Bewegung haben kann. 
Damit ist dann natiirlich auch die unmittelbare Anwendung 
der Planckschen Formel (mit einer Schwingungszahl) in Frage 
gestellt. Denkt man sich die Bewegung des Atoms nach 
F o u r i e r  zerlegt, so kbnnte man auf diesem Wege die Be- 
wegung durch sehr viele verschiedene Schwingungszahlen 
charakterisieren und so rnit E ins te in  eben die Einfuhrung 
derselben plausibel machen. 

So richtig diese Bemerkung an sich ist, die wirkliche 
Ausfiihrung einer solchen Rechnung ist sehr umstiindlich zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA; vie1 
direkter fiihrt der folgende Weg zu einer rationellen Formel 
fiir die spezifieche Warme. Derselbe steht in direkter Analogie 
zu dem Jeansschen Beweise zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfiir die Rayleighsche Strah- 
lungsformel. 

Denken wir uns einen Korper, bestehend aue N Atomen, 
die wir als Massenpunkte behandeln konnen , so reprasentiert 
derselbe ein System von 3 N Freiheit~graden.~) Dement- 
sprechend wird er im allgemeinen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 N verschiedene perio- 
dische Bewegungen mit 3 N verschiedenen Schwingungszahlen 
ausfiiihren kbnnen. Die langsamsten dieser Schwingungen sind 
die ohne weiteres beobachtbaren Schallschwingungen. Die 
allgemeinste Bewegung , welche der Korper ausfiihren kann, 
la0t sich als Superposition der obigen 3 N Bewegungsformen 
auffassen und durch dieselben unter Einfuhrung von 6 N Kon- 
stanten additiv darstellen. *) Auch f i i  die Wiirmebewegung, 
als spezieller Fall jener allgemeinen Bewegung, muS diese Be- 
merkung noch richtig bleiben. 

WUrde der Satz von der gleichma6igen Energieverteilung 
richtig sein, so brauchten wir das ,,Spektrum" des Kbrpers 
nicht zu bestimmen. Wir wiirden dann von vornherein jeder 

1) A.Einstein, Ann. d. Phys. 36. p. 679. 1911. 

2) Bei dieser Definition ist also ein linearer Ossillator ein System 
mit einem Freiheitagrad. 

3) Die h a h l  Konstanten ist zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6N, weil zur vollstbdigen Bestim- 
mung einer Eigenschwingung zwei Angaben geh6ren: Amplitude und 
Phase su irgend einer Anfangseit. 
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Eigenschwingung die Energie zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkT ( R  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1,47 . erg, T =  
absolute Temperatur) zuzuschreiben haben und damit die (3e- 

samtenergie des Korpers zu 3NRY' finden, wie das bekannt- 
lich dem Dulong-Petitschen Gesetz entspricht. Statt dessen 
lehrt aber die Plancksche Strahlungsformel, da6 die mittlere 
Energie bei der Temperatur 17 f i r  ein Qebilde mit der Schwin- 
gungszahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv den Wert hat: 

h V  

h v  - 
ekT  - 1 

) *  h = Wirkungequantnm = 7,10-10-s7 erg-eec') ( k = Boltzmanneche Konatante = 1,4'7*10-**erg 

Wir miissen also zunachst die Eigenschwingungen des Korpers 
ihrer Schwingungszahl nach bestimmen , jede dieser Eigen- 
schwingungen die eben angegebene Energie zuerkennen und 
dann die erhaltenen Ausdriicke iiber das game Spektrum 
summieren. Dann kennen wir die Energie des Kbrpers bei 
der Temperatur T und durch Differentiation auch seine spezi- 
fische Wtirme C. 

Das erste, was wir zu tun haben, ist also die Bestim- 
mung des ,,akustischen Spektrums" f i r  einen Korper von be- 
liebiger Form, denn es kommt, wie wir wissen, auf diese 
Form bei der Berechnnng von U gar nicht weiter an. Nun 
kiinnten wir zu diesem Zwecke den KBrper als Punktgitter 
anseheu, bestehend aus N Massenpunkten und aus dem zu- 
gehorigen System von 3 N Bewegungsgleichungen die 3 N 
Schwingungszahlen des Systems bestimmen. Dabei konnen 
wir dann nicht umhin, spezielle einfache Hypothesen Uber die 
Wirkung der Atome aufeinander zu machen. Es ist keine 
Frage, da6 dieser Weg, sofern unsere Hypothesen Uber die 
Kriifte richtig sind, vollstHndig exakt wke. Aber es ist nicht 
gesagt, daB zur Berechnung der spezifischen Wiirme eine v6llig 
exakte Kenntnie des Spektrums notig ist, man kann im Gegen- 
teil von vornherein erwarten, schon eine praktisch geniigend 
genaue Formel zu erhalten, falls man nur die charakteristi- 
schen Eigenschaften jenes Spektrums gebiihrend berticksichtigt 

1) Die Zablenwerte eind die neuerdinge von Paschen-Qerlach 
angegebene: Ann. d. Pays. 38. p. 41. 1912. 
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Da6 dieses nun moglich ist, ohne daB wir auf die gegen- 
seitigen Krafte der Atome naher eingehen, machten wir im 
folgenden zeigen. 

Wir gehen aus von den gewohnlichen elastischen Glei- 
chungen. Bei der Ableitung derselben wird der Korper als 
Kontinuum behandelt; dem entspricht es, daf3 wir durch Be- 
nutzung derselben dazu gefiihrt werden, einem elastischen 
Korper unendlich viele Eigenschwingungen zuzuschreiben. 
Letzteres ist nun unbedingt falsch, der Korper besteht am 
N Atomen, kann also auch nur 3 N verschiedene Eigenschwin- 
gungen besitzen. Indessen nach einer anderen Richtung wird 
die Rechnung auf Grund der elastischen Gleichungen doch 
fur uns von Interesse sein. Sie wird zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAuns nilmlich ein Gesetz 
ergeben zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfur die Dichte der Spektrallinien des akustischen 
Spektrums pro zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASchwingungszahlenbereich zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdv gemessen. Im 
folgenden werden wir nun so verfahren, dab wir dae Gesetz 
fiir die Dichte der Spektrallinien als vollstiindig genau richtig 
ansehen. Die diskontinuierliche Struktur des Korpers werden 
wir nur insofern berucksichtigen, als wir aus dem Vorhanden- 
sein derselben schlieSen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: unser Spektrum besteht im ganzen 
nur aus 3 N  und nicht aus unendlich vielen Spektrallinien. 
DemgemilS brechen wir dps aus den elastischen Gleichungen 
berechnete Spektrum bei der 3 i P D  Spektrallinie ab. Mit 
Sicherheit konnen wir behaupten, daB das Spektrum des wirk- 
lichen Korpers fiir kleine Schwingungszahlen mit dem berech- 
neten Spektrum vollstiindig iibereinstimmen wird. Fur  die 
hohen Schwingungszahlen, bei denen die Wellenlange ver- 
gleichbar wird mit dem Abstand zweier Atome, ist die so be- 
rechnete Linienverteilung ebenso sicher nur angenllhert richtig. 
Dennoch wollen wir diesen Fehler zulassen, die Erfahrung 
gibt uns recht und zeigt, dab er wohl nicht wesentlich ins 
Gewicht fiillt. Denn wie wir im folgenden zeigen wollen, er- 
gibt diese angenilherte Rechnung eine Formel fur die spezi- 
fische Warme, welche in jeder Hinsicht den Erfahrungstat- 
sachen vollstandig gerecht wird. l) 

1) Ein Fall, der sich leicht streng behandeln l u t ,  ist der eines 
Zircsaren Kiirpers atomietischer Struktur (vgl. z. B. Lord Rayle igh,  Theory 
of Sound, London 1877. Vol. 1. p. 129). Nach Analogie mit diesem Falle 
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An Stelle der einfachen Schwingungszahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvon Eins te in  

tritt also ein ganzes Spektrum auf, da6 wir im Sinne der 
obigen Auseinandersetzung charakterisieren werden durch zwei 
Angaben. a) durch seine Grenze, b) durch die Dichte der 
Linien in der Skala der Schwingungszahlen gemessen. Bei 
unseren Voraussetzungen tritt in diesen beiden Angaben ala 
einzige wesentliche Konstante die Grenzschwingungszahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv,,, auf. 
Aus dieser Bemerkung folgt sofort der folgende Satz (vgl. 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1): 

Rechnet man die Temperatur T als Pielfaches einer fu r  die 
betreffende Substanz charakteristischen lemperatur 0, so ist die 
spezifiche Varme fur a l l .  (einatomigen) Korper durch dieselbe 
Kurve dargestellt, m. a. W .  die spezifiche Warme einatomiger 
Korper ist eine universelle Funktion des Perlraltnisses zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATI@. 

Einen zweiten Satz, der nicht auf den Fall einatomiger 
Karper beschrhkt ist, sondern eine ganz allgemeine Gtiltig- 
keit beansprucht, erhiilt man, wenn man die Dichte der Linien- 
verteilung beriicksichtigt. Man findet (vgl. 8 lo), da6 auf das 
Schwingungszahlenintervall d v eine Anzahl Linien entfallt, 
welche va d v  proportional ist, d. h. dasselbe Gesetz, welches 
nach J e a n s  auch fur die Hohlraumstrahlung gilt. Aus dieser 
Angabe folgt der Satz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

Bei genugend niedrigen Temperatwen ist die spezijfsche 
Warme aZleT Korper der dritten Potenz der absoluten Tempe- 
ratur proportional.’) 

kann man schlieSen, d d  die Linien am Ende des Spektrums dichter 
liegen, ale sich nach unserer angenaiherten Rechnung ergeben wird. 

Da manchmal betont wird, da6 ein fundamentaler Unterechied 
zwischen den optischen Spektren und den sonst hekannten dsrin zu e r  
blicken sei, da6 eretere eine Grenze im endlichen beeitzen, will ich die 
(eigentlich selbstverethdliche) Bemerkung nicht unterdriicken , da6 in 
Wahrheit, au6er -dem Spektrum der Hohlraumstrahlung k& eilrxt@.s 

existiert, d td  nicht eine Grenze im endlichen hiitte. Allerdings ist dieee 
Grenze in keinem Falle eine Hiiufungsstelle im mathematischen Sinne, 
wie man dime nach den Serienformeln zu erwarten hiitte. Eine HPufung 
der Linien tritt aber in der Niihe dieser Grenze, aoweit ich sehen kann, 
immer ein. Da es nun ohne weiteres gelingt, Anordnungen von Elek- 
tronen anzugeben, deren Spektrum dem Deelandresechen Gesetz. der 
Bendenspektren geniigt, so iet vielleicht zu erwartgn, da8 man auch die 
Serienspektren wird veretehen kllnnen, als Eigenschwingungen von Elek- 
troneneyatemen einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden. 

1) Die beiden Slitze, welche ich im Winternemester in meiner Vor- 
lesung iiber Thermodynamik entwickelt batte, babe ich dann vorgetragen 
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Der Energieinhalt wird dann proportional T4, ebenso wie 

das nach dem Stephan-Bol tzmannschen Gesetz bei der Hohl- 
raumbestrahlung fir alle Temperaturen richtig ist. Wlirden die 
Korper ebenso wie die Rohlraumstrahlung ein ,,akue tisches 
Spektrum" besitzen, welches keine Grenze im endlichen hatte, 
so wurde der Satz auch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfiir diese fiir alle Temperaturen richtig 
sein. In Wirklichkeit gilt er zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAnur unterhalb einer je nach dem 
Korper verschiedenen Temperatur. Wir werden spatter zeigen, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 

da8 er mit einem Fehler von ungefahr 1 Proz. richtig ist unter- 
halb T gleich 0,l der fir den Verlauf der spezifischen Warme- 
kurve schon oben genannten, charakteristischen Temperatur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0. 

Wie in 0 5 gezeigt wird, kann die Grenzschwingungs- 
zahl v, und damit die charakteristische Temperatur 0 dar- 
gestellt werden als Funktion der elastischen Konstanten des 
Korpers. Die Formel entspricht in ihrem Aufbsu durchaus 
der bekannten E i n s  teinschen Formel, welche ,,die Eigen- 
schwingungszahl" mit der Kompressibilitat in Zusammenhang 
bringt. Sie unterscheidet sich von dieser dahin, daS a u k  
der Kompressibilitat auch noch das Verhaltnis Querdehnung 
zu Langsdehnung eine Rolle spielt. Das Auftreten dieser 
beiden GrtiBen kann nicht wundernehmen, wenn man bedenkt, 
da6 die Eigenschaften eines elastischen Korpers im Sinne der 
gewohnlichen Elastizitatstheorie erst durch zwei Konstanten 
festgelegt sind. Uberhaupt kann man bemerken, da6 Alr 
Kristalle z. B. auch diese zwei GroBen noch nicht ausreichen 
werden, sondern 0 erst mittels aller elastischen Konstanten 
berechenbar ist. 

Das Folgende wurde der Ubersichtlichkeit wegen geteilt 
in einem Teil I, indem eine Formel fur die spezifische W b e  
auf GCrund der auseinandergesetzten Uberlegungen entwickelt 
und autlerdem die Rechnung mit der Erfahrung verglichen 
wird. Die Formeln fir die Konstitution des ,,akustischen 

in der Sitzung in Bern der Schweizerischen physikal. Ges. und publi- 
ziert in den Arch. de GBnBve, Mars 1912, p. 256. Einige Zeit spLter 
haben Born u. v. K&rmBn unabhilngig von jener Mitteilung in der 
Physik. Zeitechr. 13. p. 297. 1912 eine Formel fiir die spezifische WLrme 
entwickelt, we!che auch, wie man sich leicht iiberzeugt, den beiden an- 
gegebenen Slltzen entspricht. 
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Spektrums" werden in diesem Teile ohne Beweis benutzt. Der 
Beweis fur dieeelben wird nachgetragen in einem Teil zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA11. 

T e i l  I. 

8 1. Energieinhalt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAund epeeifleche Wiirme einetomiger fester 
K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 r p e r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 

Nach der Elastizitatstheorie besitzt ein Kiirper vom 
Volumen P ein unendlich ausgedehntes Spektrum. Die An- 
zahl Eigenschwingungen z unterhalb einer bestimmten Grenze v 
ergibt sich nach Teil I1 0 10 zu 

(1) 2 = v3 73.  

Darin bedeutet P eine Funktion der elastischen Konstanten 
und der Dichte p, welche sich z. B. unter Einfiihrung der 
K0mpressibilitti.t x nnd des Verhaltnisses t~ von Querdehnung 
zu Lllngsdehnung ausdriicken liiSt in der Form 

Fiir die Zwecke dieses Paragraphen geniigt es, zu wissen, daS F 
eine fur jeden KZirper aus seiner Dichte und seinen elastischen 
Konetanten berechenbare Grb6e darstellt. 

Es beetehe nun der Korper, dessen Energieinhalt U wir 
berechnen wollen aus NAtomen, so kann er als System von 
3 N Freiheitsgraden nur 3 N Eigenschwingungen ausfiihren. 
Nehmen wir nun an, wie das in der Einleitung auseinander- 
gesetzt wurde, da6 wir immer noch mit geniigender Genanig- 
keit Gleichung (1) verwenden kbnnen, so ist die hiichste Schwin- 
gungszahl u,,, berechenbar aus dem Ansatz 

Nach (1) kbnnen wir durch Differentiation die Dichte der 
Spektrallinien ohne weiteres berechnen. Die Anzahl d 2, welche 
auf den Schwingungszahlenintervall d v entfiillt , hat danach 
den Wert 

d z  = 3 VPv'dv. 
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Setzen wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf i r  V F  den aus (3) folgenden Wert 

3 N  P F =  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 
vm 

in diese Qleichung ein, so wird also 

(4) 

Andererseits wissen wir, da6 nach der Planckschen Formel 
jeder Eigenschwingung mit der Schwingungszahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv die Energie 

(5)  
h v  

h v  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 
e k T  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 

zukommt, wenn wir mit h = 7, lO - 1 0-27 erg sec das elementare 
Wirkungsquantum, mit R = 1,47 - 10-16erg die Boltzmannsche 
Konstante und mit T die absolute Temperatur bezeichnen. 
Durch Kombination von (4) und (5)  erhalten wir also fiir die 
Energie U des K6rpers den Auedruck 

v.. 

(6) 

wobei wir die Integration uber das ganze akustische Spektrum 
also von v = 0 bis v = v,,, zu erstrecken haben. 

Definieren wir jetzt eine fur den K6rper charakteristische 
Temperatur 0 durch den Ausdruck 

und fiihren in uneerem Integrale als neue dimensionslose Variable 
die GroSe 

h v  
(8) k l  

ein, so kbnnen wir schreiben: 

g = -  

0 



Zur Theorie der spezifischen Warmen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA797 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
oder mit Beriicksichtigung der Definitionsgleichung (7) 

Bekanntlich (wie iibrigens natiirlich auch aus (9) folgt) wiirde 
dem Dulong-Petitschen Gesetz der Wert 

U = 3 N R T  

entsprechen. Die in (9) ausgesprochene Beziehung kannen wir 
also folgendermafien in Worte fassen: 

Die Energie zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA&nes KGrpers bekommt man, iirdem man den 
Du long-  Petitschen Wert multipliziert mit einem Faktor, welcher 
eine universelle Funktion ist oon dem Verhaltnis TI@, d. h. Tem- 
peratur T dividiert durch chmakteristkche Temperatur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0. 

Setzen wir abkiirzend 

so hat jener Faktor nach (9) den Wert: 
2 

Verstehen wir unter N die Anzahl Atome pro Atomgewicht, 
so stellt (9) die entsprechende Energie zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdar und wir bekommen 
dann durch Differentiation nach T die Atomwilrme bei kon- 
stantem Volumen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC,,, wofur wir zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, solange keine Verwechslung 
zu befurchten ist, einfach C ohne Index schreiben wollen. So 

ergibt sich aus (9) 
5 

wenn wir wieder mit x das Verhilltnis @IT bezeichnen. 
Die Grof3e 3 NK hat bekanntlich den Wed 5,955 cal.; be- 

zeichnen wir denselben mit C,, wed er in der Qrenze fUr 
T = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAco erreicht wird, so kbnnen wir statt (10) rtuch schreiben 

2 
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Damit ist das in der Einleitung ausgesprochene Resdtat be- 
stiitigt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

Die spezifiche Warme cinatomiger fester Korper zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAist eim 
universelle Punktion des Verhaltnisses T i @  = 113. 

§ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2. Naherungeformeln zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAund numerimhe Bemultate. 

a) NGlherung fu r  k le ine  Werte von a. 

Betrachten wir zuniichst hohe Temperaturen, bei denen 
das Verhiiltnis z = O / T  klein gegen 1 ist, so kiinnen wir den 
Integrand in (10') ersetzen durch seine erste Niiherung 

Das Integral bekommt dann den Wert xa/3. Andererseits ist 
im Lim fur z = 0 

3 Z  

e"-1 0 

=-- 3 z  - 3 ,  

so daS wir fiir C/Cm erhalten: 

ein Wert, der eben dem Dnlong-Petitschen GCesetz ent- 
spricht. 

Fnr das Folgende wollen wir von dieser Entwickelung 
noch einige weitere Qlieder berechnen. Unter konsequenter 
Einftihrnng der Abkiirzung z = O/T schreiben wir statt (9): 

0 
Da andererseits 

erhalten wir fir das Verhiiltnis C/Co. den Wert: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 

Die Entwickelung von l/&-l nach Potenzen von 1 ist be- 



Zur Theorie der sperifischen Warmen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA799 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
kannt, sie la& sich mit Hilfe der Bernouillischen Zahlen B 
dmstellen in der Form 1): 

Mittels dieser Darstellung erhalt man durch Ausfuhrung der 
in (1 1) angedeuteten Operationen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf i r  C/C.. die Reihe: 

n=m 

Die ersten Bernouillischen Zahlen haben die Werte: 
1 

6 '  
Bl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= - 1 B s = = ,  1 

42 ' B, = - B 4 = = ,  1 5 

66 ' B5 = - 

7 

6 
B, = -, . . * 69 1 

2730 ' BB = - 

Unter Benutzung dieeer Werte kann zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAman Air (12) auch 
schreiben: 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx9 d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd X8 1 '0  

Ccn 
+ -- - (123 - = 1 - -+ - - - 

20 660 18144 633600 23063040 

Fiir die numerieche Rechnung wurden von dieser Reihe 
nur die ersten vier Glieder benutzt. Sie ist dann mit weniger 
als 1 Proz. Fehler brauchbar flir das Interval1 x = 0 bis 
x = 2. Witrde man die sechs ausgeschriebenen Glieder be- 
nutzen, so wiirde das Intervall mit demselben maximalen 
Fehler ausgedehnt werden kbnnen bis uber x = 3. 

b) Niiherung far  groSe Werte von x. 

Fur diesen Fall geht man am beaten direkt von (10) 
aus. Berechnen wir wieder zuerst den Grenzwert fur tiefe 
Temperaturen, d. h. also Air sehr grol3e Werte von I .  

Das Glied 3x/em - 1 verschwindet exponentiell, anderer- 
seits konnen wir im Integral die obere Qrenze x durch zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA00 

ersetzen und erhalten dann Air dasselbe den Zahlenwert: 

1) Man vergleiche z. B. J. A. Serret, C o w  de ealcul diffhntiel 
et integral, Paris 1886, 2. p. 215. Die Reihe konvergiert ebenso wie die 
aus derselben fiir C/ C, erheltenen nur fdr Werte der Variablen, welche 
kleiner wie 2 n  eind. 
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m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm 

= 6 (1+;. 1 +s" 1 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA44 1 +...)' 
Die Reihe in der Klammer tritt schon in der Strahlungs- 

theorie auf'); sie hat den Wert (3, ist wieder die zweite 
Bern o ui 11 i sche Zahl) : 

Durch Einsetzen in (10) erhalten wir also fiir tiefe Tem- 
peraturen : 

Hiermit wird der zweite in der Einleitung hervorgehobene Satz 
bestatigt. 

f i r  geniigend tiefe Temperaturen xird die spetifische Warme 
proportional der dritten Potenz der absoluten Temperatur. 

Au6erdem kennen wir den Proportionalitatsfaktor ; er hat 
nach (13) den Wert 77,938/03. Weder die Einsteinsche 
noch die Nernst-Lindemannsche Formel entsprechen diesem 
Gesetz; beide verlangen fur die spezifische Warme in der 
Nahe des absoluten Nullpunktes ein exponentielles Verschwinden. 
Wir werden im Folgenden an Hand des vorhandenen Be- 
obachtungsmaterials die Richtigkeit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvon (13) bestiitigen. Es 
mag nebenbei noch bemerkt werden, daB (13) nicht im Wider- 
spruch zum Nernstschen Warmesatze steht, da die spezifische 
Warme fur tiefe Temperaturen noch geniigend stark ver- 
schwindet, urn dem Integral 

T 

0 

einen endlichen Wert zu erteilen. 
Die Proportionalitat mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 3  ist eine direkte Folge des 

Umstandes, da6 die Anzahl der Schwingungen pro Schwingungs- 

1) Vgl. M. Planck, Wiirmestrahlung, Leipzig 1906. p. 161. 
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zahlenintervall zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd Y der GrOf3e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv2  d v proportional zu setzen ist. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Nun kommen einerseits bei tiefen Temperaturen hauptsachlich 
die langsameren Schwingungen in Betracht, andererseits werden 
wir die Proportionalitat mit v a d v  aus den elastischen Glei- 
chungen folgern zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, welche zur Berechnung der langsameren 
Schwingungen sicher ganz unanfechtbar sind. Wir konnen 
demnach schlieBen, dsf3 die Proportionalitat mit T 3  sich nicht 
allein fur einatomige, sondern fur alle Korper bei geniigend 
tiefen Temperaturen ergeben wird. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI) 

Um die Genauigkeit des Gesetzes (13) auch fur hohere 
Temperaturen zu priifen und zugleich fur solche Bereiche die 
Formel (10') berechnen zu konnen, wollen wir auch hier die 
Reihenentwickelung berechnen, ron der ( 1 3 )  das erste Glied 
ist. Entwickeln wir in (10') den Integranden nach Potenzen 
van e-E, so erhalten wir 

Andererseits findet man leicht durch partielle Integration 

6 - Z4e-nz (- 1 + - 3 + - 6 + -) 6 , 
n4 n x  nPxP n8x3 n4d 

= -  

so dab wir fur das in (10') auftretende Integral schreiben 
konnen : 

n = l  

1) EB sei noch bemerkt, dab zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAee nach (13) keine Temperatur mehr 
geben kann, fur welche bei tiefen Temperatoren die Strahlungeenergie 
grofler wire, wie die Energie der Atome, wie das sowohl nach der E i n -  
steinschen wie noch der Nsrnet-L indemannschen Formel fiir alle 
Korper der Fall ist, ee eei denn, dd3 KZirper existieren, deren charakte- 
rietische Temperatur 8 griifler wie 135000° wLe. 

Annalen der Physilr. IV. Folge. 39. 51 
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Fur C/Cw selbst ergibt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(10') schlie6lich die Darstellung: 

n= m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL-2-  c 72 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
c, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzs n4 

n = l  

n = m  

1 3 6 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 x  - 12 x 2 e-nz  (& + =* + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp p  + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAw) - a- 
(14) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI n =  1 

Ersetzen wir noch 2' 1 In4 durch den friiher angegebenen 
Wert n4/90, so konnen wir statt (14) auch schreiben: 

n =m - 1 2 x C e - n z  - 1 3 6 6 
( n x  +&- i+,azJ+a)-  

?I = 1 

Man erhalt fur das game Interval1 von z=oo bis x-2 
eine Genauigkeit uber lo/oo, wenn man von der Summe 
hochstens die ersten vier Glieder berucksichtigt ; bei einer 
Genauigkeit von 1 Proz. genugen schon hijchstens drei Glieder. 
Von z = 12 an ist mit einem kleineren Fehler als 1 Proz. C/Cm 

durch den Ausdruck ;%- allein darstellbar, d. h. von 
T -- 01 12 bis T = 0 gilt die Proportionalitat mit Ts mit einer 
groBeren Genauigkeit als 1 Proz. 

Unter Benutzung von (12') und (14) wurden schlieBlich 
noch die Werte von C/Cw als Funktion von 2 = @IT be- 
rechnet. Sie sind in der Tab. I, p. 803 eingetragen, in 
welcher auch die Werte von 1 / x  = T / O  angegeben sind. 

Um einen Vergleich mit den beiden anderen bis jetzt 
benutzten Formeln: die Einsteinsche 

477' 1 

c xp e' 

C, (ez - I)* -=--- 

und die Nerns t -L indemannsche 

zu ermoglichen, sind in der vierten und sechsten Spalte auch 
die Werte dieser Funktionen eingetragen.') 

1) Die Zahlenwerte wurden nicht neu gerechnet, sondern den Ta- 
bellen von B. Pol l i tzer :  Die Berechnung chemiecher Affinitiiten nach 



c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
T 

0,250 
0,333 
0,500 
0,667 
1,000 
1,111 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 3 -  

1,250 
1,429 
1,667 
2,000 
2,500 
3,333 
4,000 
4,021 
5,000 
6,667 

10,oo 
13,33 
20,oo 
40,OO 

OD zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Zur Theorie der speziFschen Warmen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Tabel le I. 

1 T  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-3 
-- 

4 
3 
2 

195 
190 
0,9 
028 

096 
095 

093 
0,25 
0,2488 

0,15 

0,075 
0,050 
0,025 

0 

0,7 

0,4 

0,20 

0,lO 

C 
cco 
- 

___ 
0,997 
0,994' 
0,988 
0,978 
0,952 
0,941 
0,926 
0,9045 
0,8725 
0,825 
0,745 
0,60V 
0,503 
0,500 
0,369 
0,213 
0,0758 
0,0328 
0,00974 

0 
0,00122 

C 

Einetein 

0,994 
0,989 
0,979 
0,959 
0,920 
0,902 
0,878 
0,841 
0,799 
0,724 
0,610 
0,428 
0,304 

0,171 
0,0598 
0,0045 

- 
ca! 

~ ~~~ 

- 

- 
- 
- 
0 

Ab- 
ueichung 
in Proz. 

- 0,3 
- 0,5 
- 0,9 

- 3,3 
- 1,9 

- 4,l 
- 5,2 
- 7,O 

- 8,3 
- 12,2 
- l 8 , l  
- 29,5 
- 39,5 
- 

- 51,l 
- 72,O 
- 94,2 
- 
- 
- 

- 100 

G 

N e m t -  
Lindemann 

- 
Qco 

0,997 
0,994 
0,988 
0,977 
0,951 
0,939 
0,924 
0,904 
0,873 
0,823. 
0,744 

0,514 

0,390 
0,242 
0,087 5 
0,028 4 
0,002 27 
0,00000041 2 

0 

0,615, 

- 

803 

Ab- 
w e i c h q  
in Proz. 

0 
0 
0 

- 0,l 
- 0,l 
- 0,2 
- 0,2 

0 
0 

- 0,2 
- 0,l  
+ 1,2 
+ 2,2 

+ 5,7 
+ 13,6 
+ 15,4 

- 

- 13,4 
- 76,3 
- 100 
- 100 

Die fiinfte Spalte enthalt die Abweichung zwischen den 
Werten der Einsteinschen und unserer Funktion (Spalte 4 
bzw. Spalte 3) in Prozenten der letzteren. Wie man sieht, 
nimmt diese prozentuale Differenz schon verhaltnismLl3ig bald 
erhebliche Werte an. Vie1 giinstiger verhiilt sich in dieser 
Beziehung die N erns t- Lin d em ann sche Formel; bis TI 0 = 0,4 
sind die Abweichungen beinahe unmerklioh, sie sind indessen 
vorhanden und zwar sind sie negativ.l) Nur kommen sie bei 
der Genauigkeit der Tabelle kaum zum Vorschein. Bei 
/I/@ = 0,4 etwa verschwinden sie. Dann wird die prozentuale 
Differenz wieder gr06er und sie ist zuerst positiv, geht .dam 

dem Nernatschen Wllrmetheorem, Stuttgart 1912, p. 165 entnommen 
bzw. durch Interpolation zwischen den dort angegebenen Zahlen berechnet. 

1) Vgl. noch die Bemerkung auf p. 805, § 3. 
51 * 
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aber wieder zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzuriick, wird Null und erreicht schlieBlich sehr 
bald erhebliche negative Werte. DaS wir die Differenz in 
der Nahe des absoluten Nullpunktes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu 100 Proz. rechnen 
miissen, kommt dadurch zustande, da6 nach E ins te in ,  sowie 
Nerns t -L indemann die spezifische Warme exponentiell ver- 
schwinden 5011, wiihrend sie nach unserer Formel nur ver- 
schwindet wie T9 

SchlieSlich haben wir noch in Fig. 1 die verschiedenen 
Kurven fur C/Cm als Funktion von 1/x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= T/O aufgetragen. 
Die ausgezogene Kurve (1) entspricht unserer Formel (10). 
Die Funktion durch 
Kurve (2) dargestellt, welche wir, um sie besser von (1) zu 

N e r n s t - L i n d e m a n n sche wird 

1.0 

0.9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0.8 

0.6 

0.5 

0.i 

0.3 

0.2 

0.1 

C 
U.1 0.2 U.3 0.4 U.5 0 6  0 7  0 8  09 1.0 1 1  l . z , 1 )  1 4  1 5  

&%'E 

Fig. 1. 

unterscheiden, gestrichelt eingetragen haben. Die Kurve (3) 
stellt die Einsteinsche Funktion dar. Der Spalte (7) ent- 
sprechend sollte die Nerns  t- L ind  emannsche Funktion zuerst 
unterhalb, dann oberhalb und nachher wieder unterhalb der 
Kurve (1) verlaufen. Bei der Genauigkeit der Figur fallen 
aber beide Kurven im ersten Interval1 zusammen. Die E in -  
steinsche Funktion ist durchweg kleiner wie (10). Die Ver- 
haltnisse fur tiefe Tempersturen kommen bei dem angenomme- 
nen MaSstab sehr schlecht zur Darstellung. Wir heben des- 
halb in derselben Fig. 1 noch die nnteren Teile der drei Kurven 
uber zehnfach vergr6Berte Abszissen in einem zehnfach ver- 
gro6erten MaBstabe aufgetragen. Die Nummern (1% (23, (3) 
entsprechen den Nummern (l), (2), (3) der ganzen Kurven. 



Zur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI7~eorie der spezificlien V’armcn. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA805 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
8 3. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAVerauch einer  Begrundung der Nernst-Lindemannschen 

Die Nernst -L indemannsche Funktion hat sich in einem 
groBen Temperaturbereich so gut zur Darstellung der Beob- 
achtungen bewilhrt, da6 sich von selbst die tfberzeugung auf- 
drangt, daS dieselbe mit der theoretisch begrundeten Formel 
in einem einfachen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, wenn auch vielleicht mehr au6erlichen 
Zusammenhange stehen miisse. Wir wollen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAim folgenden 
zeigen , in welchem Sinne man dieselbe als angenaherte Dar- 
stellung fur unsere Funktion auffassen, kann. 

Nach unseren Uberlegungen gilt fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC/ C, die Formel (10) 

Form der Funk t ion  fur C/ C,. 

0 

die Nernst -L indemannsche Formel lautet mit derselben 

Wir wollen nun an der Einfuhrung von 212 neben x 
festhalten und uns die folgende Frage vorlegen. Macht man 

wie mu6 man dann die beiden Konstanten a und b wiihlen, 
damit das Integral der Differenz von (10) und (16), er- 
streckt iiber den Temperatnrbereich von T = 0 bis T = 00, 

verschwindet? Graphisch bedeutet, dd3 also mit Bezug auf 
Fig. 1, daS die zwischen den beiden Kurven (1) nnd (2) ein- 
geschlossene Fliiche mit Racksicht auf die Vorzeichen im 
ganzen den Inhalt Null haben s01l.l) 

1) Nach der Figur sieht ea 80 am, als ob in der Zeichnung die 
Forderung nicht erfiillt wlire. Die Uraache liegt darin, dad bei dem an- 
genommenen Mabtabe die negativen Differemen, welche tatsikhlich filr 
hohe Temperaturen vorhanden sind, nicht mehr zur Dsrstellung gebracht 
werden kBnnen. Von dem Vorhandeneein derselben iiherzeugt man sich 
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Das Temperaturintegral von (10') ist nichts weiter als der 

Energieinhalt, der schon in (9) berechnet wurde, dividiert durch 
C, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 3 NK. Dasselbe hat also unter konsequenter Benutzung 
der Abkurzung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx = @IT den Wert zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

Das entsprechende Integral von (16), dae eine ahnliche 
Bedeutung hat, ist zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(17') 

Wollen wir nun unserer Forderung genugen, so muB also 
die Differenz der beiden Werte (17) und (li') nach 
der Grenzen T = 0 und T = 00 verschwinden, d. h. es 

Einsetzen 
muS sein: 

0 T=U 

Nun gehijrt zu T = 0 der Wert x = 00, fur diesen ver- 
schwindet aber der Klammerwert von (18). Andererseits gehort 

am besten auf Grund der Reihenentwickelungen fur groEe Wertc von T, 
d. h. kleine Werte von z. Nach (12') gilt fur unsere Funktion 

29 2' 

cm 060 
- 1 -  2o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+7-. 

C _ -  

Fur die Nerns t -L indemannsche  Funktion erhiilt man leirht 
unter Benutzung der in 2 fur l / e e  - 1 angegebcnen Entwickelung: 

C 5 17 - 3 1 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-39 + p - 4 .  

cal 96 7680 

Bringen wir die Koeffizienten unserer Funktion auf dieselben Nenncr , 
so erhalten wir 

Da 5 > 4,8, so ist der Wert der Nernst -L indemannschen 
Funktion, wie behauptet, zuntichst kleiner wie der Wert der unserigen. 
Dadurch, da6 andererseita 17 > 13,71, wird durch die Entwickelungen 
auch schon angedeutet, da6 die Ordinaten fur noch kleinere Temperaturen 
einander wieder gleich werden, wie wir das j a  frilher gefunden haben, 
fur T/@ etwa gleich 0,4. 
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Fur  kleine Werte von x gelten zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= m der Wert x = 0. 
fur unsere Qr66en die Entwickelungen: 

b b  + ..’’ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb I 2  = ____.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
e=I2 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 5 4 

wobei wir nur die Glieder beriicksichtigt haben, welche fur 
x = 0 unendlich werden oder doch endlich bleiben. Die Be- 
dingung (18) laBt sich jetzt schreiben: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(183 Lim zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI(+ - :) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- a  (i - k) - - :)] = 0, z=o 

d. h. a und b mussen den beiden Gleichungen geniigen: 
[ a + b = l ,  

Hieraus folgt : 
1 
2 ’  

a =  und b =  (20) 2 

d. h. eben diejenigen Werte von a und 6, welche Nerns t  und 
L indemann  in ihrer Formel benutzen. 

Wir konnen demnach behaupten, daB, sofern unsere 
Formel als richtig angesehen wird, die Nerns t -L indemann-  
sche Formel eine Naherung fur dieselbe abgibt im obigen 
Sinne. 

Q 4. Vergleich mit der Erfithrung. 

In diesem Paragraphen soll durch einige Kurvenbilder die 
Ubereinstimmung unserer Formel mit den Beobachtungen an 
Diamant, Aluminium, Kupfer, Silber und Blei veranschaulicht 
werden. Nebenbei ergibt sich die Richtigkeit der Aussage, 
wonach bei tiefen Temperaturen die spezifische Warme pro- 
portional Ts werden soll. Die beobachte ten Werte entnehmen 
wir den Tabellen von Nernst-Lindemann.’) Dieselben ent- 

I) W. Nerns t -L indemann ,  Zeitschr. f. Elektrochem. p. 817. 1911. 
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halten die spezifische Warme bei konstantem Druck C,. Die 
Umrechnung auf die spezifische Warme C,= C bei konstantem 
Volumen geschah nach der ebendort angegebenen Formel zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

(21) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc, = c, - A CpzT, 
in welcher A eine Konstante bedeutet, welche fiir Al, Cu, Ag 
und P b  der dortigen Tabelle entnommen wurde. Fur  Diamant 
geschah die Umrechnung nach der anderen dort angegebenen 
Formel 

T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcv = c, - A c 2--  (213 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo p  T , ’  

in welcher 8, = 0,0214 und T, die Schmelztemperatur be- 
deutet, fiir welche auch wir T8 = 3600O annehmen. 

Es folgen nun zunachst die Tabellen, in denen zusammen- 
gestellt sind: die Temperatur T, die spezifische Warme bei 
konstantem Druck C,, die Gro5e dCp nach (21) oder (21’), 
welche man von C, subtrahieren mu5, UIQ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC, zu bekommen, 
die spezifische Warme bei konstantem Volumen C, und schlie5- 
lich das Verhaltnis C,/C,. Fur C, wurde dabei der Wert 
C, = 5,955 cal. angenommen. 

Tabe l le  11. 
Diamant (T, = 3600O). 

- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0,oo 
0,oo 
0,03 
0,03 
0,62 
0,66 
0,72 
O,P6 
0,86 
0,95 

1,14 
1,35 
1,58 
1,83 

T 

30 
42 
88 
92 

205 
209 
220 
222 
232 
243 
262 
284 
806 
331 
368 
418 

1169 

0,000 
0,000 
0,005 
0,005 
0,104 

0,111 
0,121 
0,128 
0,146 

0,160 

0,227 
0,266 
0,308 

0,191 

0, 

0,oo 
0,oo 
0,os 

0,03 
0,62 
0,66 
0,72 
0,76 
0,86 
0,95 
1,14 
1,35 
1,58 
1,84 

2,66 
5,46 

____ 

2,12 
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Tabelle zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA111. 

Aluininium (A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 2,2 - 
T 

32,4 
35,l 
83,O 
'86,O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
88,s 

~ _ _ _  

137 
235 
33 1 
433 
555 

T 

23,5 
27,7 

87 ,O 
88,O 

33,4 

137 
234 
290 
323 
4 50 

~- 
T 

35,O 
39,l 
42,9 
45,5 
51,4 
53,8 
77,O 

-~ __ ____ 

100 
200 
2-75 
331 
535 
589 

- I cp 

0,25 
0,33 
2,41 
2,52 

' 2,62 

~ 5,32 
1 5,82 

,' 6,48 

3,97 

, 6910 

I Acp I 
~~ ~ ______ 

I - I 

- 
0,Ol 
0,Ol 
0,o 1 
0,04 
0,15 
0,25 
0,35 
0,52 

C* 
____ 

0,25 
0,33 
2,40 
2,51 
2,61 
3,93 
5,17 
5,57 
5,75 
5,98 

Tabelle IV. 
Kupfw ( A  = 1,3 * 

C P  

0,22 
0,32 
0,54 
3,33 
3,38 
4,57 
5,59 
5,79 
5,90 
6,09 

- - 
A C P  

- 
- 
- 

0,Ol 
0,Ol 

0,09 

0,15 
0,22 

0,04 

0,13 

Tabelle V. 
Silber (A  = 2,5 

CP 

1,90 

~ ~~~ 

1,58 

2,26 
2,47 
2,81 
2,90 
4,07 
4,86 

6,OO 
6,Ol 
6,46 
6,64 

5,78 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ACP 

_____. - 

- 
- 
- 

0,Ol 
0,Ol 
0,Ol 
0,03 
0,06 
0,17 
0,25 
0,30 
0,56 
0,65 

C" 

0,22 
0,32 
0.54 
3,32 
3,37 
4,53 
6,50 
5,66 
5,75 
5,87 

1,58 
1,QO 
2,26 
2,46 
230 
2.89 
4,04 
4,80 
5,61 
5,75 
5,71 
5,QO 
5,99 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C"I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc, 
_.~___ 

~ 

0,042 
0,055 
0,403 
0,421 
0.438 
0,660 
0,868 
0,935 
0,966 
1,005 

C V l  c, 
0,037 
0,054 
0,092 
0,558 
0,566 
0,761 
0,924 
0,951 
0,966 
0,985 

cv/ c, 

0,166 
0,319 
0,380 
0,413 
0,470 
0,502 
0,678 
0,806 
0,944 
0,965 
0,960 
0,990 
1,006 
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.~ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0,Ol 
0,Ol zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0,02 
0,02 
0,08 
0,09 
0,22 

0,35 
0,34 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADebye. 

Tabe l l e  VI. 
Blei (A = 3,O 10-3. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI) 

2,95 
3,91 
4;38 

4,43 
5,57 
5,62 
5,91 

5,98 
5,97 

T 

23,O 
28,3 
36,8 
38,l 
85,5 
90,2 

2 00 
273 
290 
332 
409 

C P  

2,96 
3,92 
4,40 

5,65 
5,7 1 
6,13 
6,3 1 

6,33 
6,4 1 

6,61 

4,45 

-- 
Cvl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc, 

0,495 
0,656 
0,735 
0,744 
0,935 
0,945 
0,993 
1,002 
1,004 
1,007 
1,02 

In Fig. 2 sind die Verhaltnisse bei Diamant dargestellt, 
und zwar wurde dieser Fall dazu benutzt, die Leistungsfahig- 
keit der verschiedenen Formeln einigermaben zu erproben. 
Das geschab folgendermaflen. Der Wert C/Cm = 0,880 bei 
T =  1169O wurde als absolut richtig angenommen und aus 
diesem Werte alleifi die charakteristische Temperatur 0 be- 
rechnet, einmal unter der Voraussetzung, da6 die E ins te in -  
sche Formel richtig sei, dann unter der Voraussetzung, daf3 
die Nernst -L indemannsche richtig sei und drittens unter 
Zugrundelegung unserer Formel. 7 

C/Cm = 0,880 bei T = 1169O 
entspricht nach 

Einstein . . . . . . . 8 = 1450° 
Nernst-Lindemann . . . 0 = 1884O 
unserer Formel . . . . 8 = 1895O 

Man bemerkt, da6 fur 0 in den zwei letzten Fallen Zahlen 
gefunden werden, welche bis auf ca. ' I ,  Proz. iibereinstimmen. 

1) Die Konetante A zur Umrechnung von C, auf C. scheint etwsa 
zu niedrig gegriffen. Wir haben aher absichtlich keine Anderung an 
der von N e r n e t  und L i n d e m a n n  angegebenen Zahl angebracht. 

2) Man braucht die Rechnongen naturlich nicht mehr wirklich aus- 
zufubren, sondern kann in der Tabelle den 8 2 interpolieren. Urn ganz 
eicher au gahen, haben wir in diesem Falle aber die Interpolrtion ver- 
mieden und neu gerechnet. 

Es wurde gefnnden: 
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Das zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAist durchweg der Fall, so daS erfreulicherweise die schon 
von Nerns t -  L indemann fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 berechneten Werte keine 
wesentliche Anderung mehr erfahren. 

Mit diesen drei Werten von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 wurde dann mit Hilfe der 
Tab. I die drei Kurven der Fig. 2 gezeichnet. Die in Tab.11 
aufgefiihrten beobachteten Werte wurden als Kreuze einge- 
tragen. Die mit E bezeichnete Kurve ist die Einsteinsche, 

Fig. 2. 

wie man sieht, v e r h f t  0ie erheblich zu niedrig. Die ge- 
strichelte mit N.L. bezeichnete Kurve entspricht dem Nerns  t- 
Lindemannschen, die ausgezogene, nicht bezeichnete Kurve 
unserem theoretischen Gesetz. Erstere verlauft etwas zu hoch, 
letztere etwas zu niedrig; in Anbetracht der Berechnungsart 
von 0 ist aber die Ubereinstimmung als gut zu bezeichnen. 

Wir wollen nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, da6 
erstens der Wert C/Coo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0,880 bei T = 1169O an sich nicht 
so besonders sicher ist, die Korrektion auf C, betragt ja schon 
4 Proz. und ist auBerdem unter Benutzung des hypothetischen 
Schmelzpunktes T, = 3600O berechnet. Zweitens kann man 
naturlich durch eine etwas andere Wahl von 0 eine erheblich 
bessere fl bereinstimmung mit den Beobachtungen erreibhen. 
0 = 1830O wurde den Anforderungen gerecht werden. Um 
indessen die Figur nicht weiter zu komplizieren, haben wir 
davon abgesehen, letztere Kurve noch einzutragen. 

Die Figg. 3, 4, 5, 6 enthalten die beobachteten Werte 
fur Aluminium, Kupfer, Silber, Blei, als Kreuze eingezeichnet 
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und die zugehorige theoretische Kurve naoh unserer Formel 
baw. nach Tab. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI berechnet. Die Figuren diirften ohne weiteres 
verstjLndlich sein; sie zeigen durchweg eine recht gute Uber- 
einstimmung zwischen Theorie und Experiment. 

Fig. 3. 

Fig. 4. 

Fig. 6. 
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0,266 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI 210 
0,319 212 
0,380 210 
0,413 210 
0,470 216 
0,502 215 
0,678 218 
0,806 210 
0,944 216 
0,965 218 
0,960 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA288 

0,990 236 
1,006 - 

1 .o 

0.9 

0.8 

0 3  

&[:: 
0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

Fig. 6. 

- 3,5 

- 3,5 
- 3,5 
+ 2,5 
+ 1,5 
+ 4,5 - 3,5 
+ 2,5 

415 

- 1,5 

- 
- 
- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Um dem Bedurfnis nach einer moglichst eingehenden 
Diskussion gerecht zu werden, haben zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwir schlieBlich noch 
folgende Probe gemacht. Unter Benutzung von den in Tab.1 
fur unsere Formel angegebenen Zahlen wurde hei Silber durch 
lineare Interpolation zu jedem beobachteten Werte von C/Cm 

und T das zugehorige 0 berechnet. 
Das Resultat enthiilt folgende Tab. VII: 

Tabe l l e  VII. 

T 

35,O 
39,l 
42,9 

51,4 

77,O 

45,s 

5343 

100 
200 
273 
331 
535 
589 

Die zehn ersten Zahlen fir 0 stimmen recht gut nnter- 
einsnder. Die Abweichungen A von ihrem Mittelwert 213,5, 

welche in der letzten Spslte angenihrt sind, mogen das be- 
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stltigen. Weniger gut stimmen die elite und zwolfte Zahl. 
Indessen muB man bedenken, daB hier die Korrektion auf C, 
schon recht erheblich ist (vgl. Tab. V). AuBerdem scheint bei 
T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 831 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO ein Beobachtungsfehler vorzuliegen, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAda sich hier 
C/Cw kleiner ergibt als fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT =  273O. Die letzte Zahl fiir 
C/Cw bei T =  589O konnte iiberhaupt nicht zu einer Berech- 
nung von 0 verwsndt werden, da CICm sich (nach Korrektion 
auf die spezifische Warme bei konstantem Volumen) immer 
noch um 6 Promille grofier ergibt als der au6erste theoretisch 
zulassige D u long- P e  tit sche Wert. 

SchlieBlich haben wir noch eine Frage zu erledigen, welche 
fur unsere Theorie von besonderer Wichtigkeit ist. LaBt das 
vorhandene Zahlenmaterial schon erkennen , da6 unsere Be- 
hauptung die spezifische Warme sei bei tiefen Temperaturen 
proportional Ts, richtig ist? Wir miissen diese Frage in be- 
jahendem Sinne beantworten, wie folgende Tabelle zeigt. 

Tabe l l e  VIII. 
_ -  

~ T 1 C / C m l  0 1 0 
~- 

Diaman zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt 205 0,104 1860 1830 
Aluminium 0,0420 398 ' 396 
Knpfer I :$ 1 0,037 ~ 302 1 309 

In Spalte 2 und 3 stehen je  eine Beobachtung fir C/Cm 

bei tiefer Temperatnr (vgl. die friiheren Tabellen). Frtiher 
fanden wir nun in diesem Grenzfalle fur C/Cw die Darstellung: 

Bei geniigend tiefen Temperaturen sollen wir also 0 berechnen 
konnen nach der Formel 

0 = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( c  77,94 %)'''T. 

Das geschah; das Resultat zeigt Spalte 4. Spalte 5 enthalt 
zum Vergleich die Werte yon 0, welche bei der Zeichnung 
der frUheren Eurven zugrunde gelegt wurden. Wie man sieht 
ist die t'bereinstimmung sehr gut. 

Immerhin diirfte 00 ala sehr e rdnscht  ersoheinen, an 
einer Reihe von Beobachtungen bei einer einzelnen Substanz 
die Giiltigkeit der Proportionalitat mit Ts zu priifen. Diamant 
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ware fur solche Versuche zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwohl am geeignetsten, da der Tem- 
peraturbereich, in dem zu messen ware, verhaltnismaBig leicht 
zuganglich ist. Er erstreckt sich von T=O bis etwa T=200. 
Auch sei noch darauf hingewiesen, daB ebenso wie die spezi- 
fische Warme, der Ausdehnungskoeffizient bei tiefen Tem- 
peraturen proportional T 3  sein muB, sofern man nach Grlin- 
e i s  en  die Proportionalitat jener beiden GroDen zugibt. 1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

§ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5. Die Berechnung der charakterietiechen Temperatur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
aua den elaatischen Konatanten. 

In  5 1 haben wir eine GroBe P angegeben, berechenbar 
aus Dichte g, Kompressibilitat x und Verhaltnis von Quer- 
dehnung zu Langsdehnung CT, mit der die Grenzschwingungs- 
zahl Y, unseres elastischen Spektrums in einfacher Weise zu- 
sammenhangt. 

Wir fanden namlich 

und 

Fur die Begriindung dieser Formel verweisen wir auf den 
zweiten Teil. 

Aus urn und den beiden universellen Konstanten h und k 
wurde in Gleichung (7) eine GroBe 0 

h v, @ = -  
k 

zusammengestellt, welche die Rolle einer fur den Korper 
charakteristischen Temperatur spielt und die einzig, wie wir 
gesehen haben, fur den Verlauf der spezifischen Warme als 
Funktion der Temperatur maBgebend ist. J e  hoher 0, bei 
um so hoherer Temperatur T fangen die Rorper an, Ab- 
weichungen vom Dulong-Pet i tschen Gesetz zu zeigen. 

Ersetzen wir in dem Ausdruck von 0 die Grenzschwin- 
gungszahl 2rm durch ihre Darstellung in N, Pund F, so kommt: 

1) Wir vernachlhigen dabei die Differenz rwischen C, und C,, 
was bei den Temperaturen, welche hier in Betracht kommen, ohne 
weitems zulassig ist. 
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Nehmen wir von dem betreffenden Ki5rper ein Sttick, dessen 
Masse dem Atomgewicht M gleich ist, so ist die Zahl N der 
Atome fiir alle einatomigen KBrper dieselbe und hat den Wert 
N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 5,66. 102? zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl) Andererseits ist zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M 

e F = - 9  

so da6 wir statt (22) schreiben konnen 

wenn wir mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf (o )  den Ausdruck 

( 2  1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi- u )" ( 1 + u )'" f'(o) = 2 -__- + ___ 
3 l - 2 U  3 ( 1 - ~ )  (24) 

bezeichnen. 
Setzen wir schlieBlich noch 

N = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5,66*10'3, h =7,10*10-2', k = 1,47*10-'6, 

so wird 

(233 

Beksnntlich hat E ins te in  zuerat auf einen Zusammmenhang 
zwischen ,,der Eigenschwjngungszahl des Atoms" und den 
elastischen Konstanten hingewiesen. Berechnet man aus 
seiner Eigenschwingungszahl durch Multiplikation mit h/R die 
zugehorige charakteristische Temperstur 0, so findet man: 

Abgesehen von der Verschiedenheit der Bedeutung der E in  - 
s teinschen einfachen Schwingungszahl des Atoms und unserer 
Grenzschwingungszahl, weichen die beiden Formeln in zwei- 
facher Weise voneinander ab. Erstens eind die Zahlenfaktoren 
verschieden, zweitens fehlt bei der E i n s  teinschen Formel 
der von dem Verhdtnis o von Querdehnung zu Langsdehnung 
abhiingige Faktor l/f'I*(c). Priifen wir jetzt die beiden For- 
meln an Band des Erfahrungsmateriales iiber die elsstischen 

1) Wir benutzen (auch fur h und k) die Werte, welehe neuerdinge 
von P iechen-Ger lach  angegeben wurden: Ann. d. Phye. 38. p. 41. 1912. 

2) A. Einste in ,  Ann. d. Phys. 34. p. 170. 1911. 
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A1 
c u  
Ag 
Au 
Ni 
Fe 
Cd 
Sn 
Pb 
Bi 
Pd 
Pt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Konstanten und uber die spezifische Warme. 
dient Tab. IX. 

Tabe l l e  1X. 

____ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
27,l 2,71 
63,6 8,96 

107,Q 10,53 
197,2 19,21 
58.7 8,81 

55,9 7,85 
112,4 8,63 
119,o 7,28 
!207,1 11,32 
208,O 9,78 

106.7 11,96 
195,O 21,39 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x .  10's 

1,36 
0,74 

0,60 
0,57 

0,62 

0,92 

294 
1,9 
290 
392 
0,57 
0,40 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f (4 

10,2 
10,5 
15,4 
24,7 

.. __ 

7,38 
5,86 
7,89 
8,50 

8,98 

61,O 

18,8 
17,l 

- 
I9 

(23') 

399 
329 
212 
166 
435 
467 
168 
185 
72 

111 
204 
226 

Diesem Zwecke 

8 
Spez. W.: 

In Spalte 1 steht der Name des Metalles, Spalte 2 ent- 
halt die Atomgewichte zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM, Spalte 3 die Dichten g ,  Spalte 4 

und 5 bzw. die Kompressibilitat x und den Wert der Funk- 
tion f ( o )  aus Gleichung (24). Die Werte fiir x und CT wurden 
den Beobachtungen von Gri ineisen entnommen.2) In Spalte 6 
stehen die Werte der charakteristischen Temperatur 0, welche 
man nach unserer Formel (23') hieraus berechnen kann. Zum 
Vergleich sind dann in Spalte 7 diejenigen Werte von 0 ein- 
getragen, welche dem Verlauf der Kurven fir die spezifische 
Warme angepa6t sind (vgl. den vorigen 0 4). Man sieht, die 
Ubereinstimmung ist fur A1 und Ag sehr gut, fur Cu immer 
noch gut. Weniger gut ist sie fur Pb,  der Fehler betragt 
da etwa 20 Proz. Bedenkt man, daB die elastischen Kon- 
stanten und die spezifische Warme von verschiedenen Beob- 
achtern , also nicht am selben Metallstiick gemessen wurden, 
da6 Blei in elastischer Hinsicht weniger zuverlassig ist und 
gerade bei diesem Metall au6erdem eine verhaltnismii6ig starke 
Veranderlichkeit des elastischen Verhaltens bei verschiedenen 
Temperaturen zu. erwarten ist, so kann die Ubereinstimmung 
der beiden Zahlenreihen im ganzen als gut bezeichnet werden. 

1) E. Griineieen, Am.d.Phye. 22. p. 838. 1907; '25. p.845. 1908. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 39. 52 
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Zur Priifung der Einsteinschen Formel(25) dient Spajte8. 

Man sieht, da6 die so berechneten Werte nur ganz grob den 
allgemeinen Gang der 8- Werte angeben. Von einer numeri- 
schen Ubereinstimmung ist aber nicht, die Rede. Die Werte 
sind alle erheblich zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu klein. Das kann weiter nicht be- 
fremden, da die betreffenden E ins te in  schen Uberlegungen 
ihrer ganzen Adage nach nur die GroBenordnung von 0 
liefern konnen, was sie immerhin so tun, da6 schon nach der 
Einsteinschen Arbeit kein Zweifel mehr an dem Zusammen- 
hang von 0 mit der Kompressibilitat bestehen konnte. Uber- 
dies darf man nicht vergessen, da6 die der Einsteinschen 
Formel angepabten Werte von 0 nicht zusammenfallen mit 
denjenigen, welche fur die Nernst -L indemannsche oder fur 
unsere Formel mijglichst gunstig gewahlt sind. 

T e i l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA11. 

6. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAD a s  elastische Problem. Grundgleichungen. 
Einfiihrung von Potentialen. 

Im vorhergehenden Teile haben wir unsere Entwicke- 
lungen gestutzt auf das ,,Spektrnlgesetz" eines elastischen 
Kijrpers. Bis zum 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5 benutzten wir nur den Satz, daB die 
Auzahl Eigenschwingungen eines solchen Korpers im Schwin- 
gungszahlenbereich dv der Gro6e 2r2 d u  proportional ist. Die 
Berechnung des Proportionalitatsfaktors dieses Gesetzes aus 
den elastischen Konstanten spielte erst eine Rolle im 8 5, wo 
wir die Frage behandelten, inwieweit der Verlauf der spezi- 
fischen Wlrme auf Grund von Messungen iiber die elastischen 
Konstanten vorhergesagt werden kann. Wir mussen jetzt noch 
den Beweis fur die Richtigkeit des benutzten Verteilungs- 
gesetzes nachliefern. 

Wir wissen schon, da6 fur unsere Zmecke die Form des 
elastischen KGrpers, welche wir der Rechnung zugrunde legen, 
keinen EinfluB auf das SchluSresultat haben kann. Tatsach- 
lich bleibt uns keine Wahl, die Kugelform ist die einzige, 
fur die man bisher das Problem der Losung der elastischen 
Differentialgleichungen streng behandeln kann. I)  Man kann 

1) Vgl. A. E. H. Love,  Lehrbuch der Elektrizitat. Ubersetzung 
von Timpe,  Leipzig 1907. p. 320 und die dort angegebene Literatur. 
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zwar zeigen, daB es zur Berechnung des Verteilungsgesetzes 
nicht notig ist, die Randwertaufgabe in aller Strenge zu losen, 
indessen wollen wir diese Moglichkeit hier nicht weiter disku- 
tieren und mussen uns demnach an den Fall einer kugel- 
formigen Begrenzung des Korpers halten. Die Kugel sol1 uns zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ein Bild abgeben fur einen warmen Korper im Warmegleich- 
gewicht, wir mussen also die Oberfliichenbedingungen so wahlen, 
da6 die Kugel weder Energie abgibt, noch solche von auBen 
hekommt. Da keine Strahlung zu beriicksichtigen ist, konnten 
wir das erreichen, indem wir vorschreiben, daB die Ober5ache 
der Kugel kriiftefrei ist; ebensogut aber konnen wir auch die 
Kriifte so wahlen, da6 keine Bewegungen der Kugeloberflache 
mehr moglich sind. Dann bildet die Kugel ebenfalls ein voll- 
standig abgeschlossenes System, Mit letzterer Bedingung, da6 
also die Ferschiebungen an der Kugeloberflache verschwinden, 
wollen wir im folgenden rechnen. 

Nennen wir die Verschiebung eines Punktes im Innern 
der Kugel 23, die beiden elastischen Konstanten zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAil und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp, die 
Dichte g und die Zeit t ,  so lautet bekanntlich die elastiache 
Differentialgleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: 

(26) ( i i+2p)graddiv?8-protrot23-pg-,  = O .  

Die beiden Konstanten 3. und p hangen bekanntlich mit den 
beiden praktisch gebrauchlichen : Elastizitatsmodul 3 und Ver- 
haltnis Querdehnung zu Langadehnung G so zusammen, da6 

a s 8  
a t  

Wir eriunern weiter noch daran, dab aus 1 und ,u bzw. 3 
und 6 die Kompressibilitat x berechnet werden kann nach 
der Formel: 

Wir zerlegen 23 in einen wirbelfreien Teil 8, und einen quellen- 
freien Teil und schreiben deshalb 
(29) 23 = + Bz = g r a d P +  rot9l. 

1) Vgl. A. E. H. L o v e ,  1. c. p. 123. Man bedenke, da6 der dort 
definierte Kompreaeionemodul k gleieh dem reziproken Werte der Kom- 
presaibilitiit x ist. 

52 * 
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Hierbei ist also P ein skalares Potential, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA?l ein Vektor- 
potential. 

Mit Riicksicht auf zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(26) kann man nun erstens P so be- 
stimmen, da6 es der Gleichung 

a 2 P  

(30) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAat-  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(A + 2  p ) d P  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ 7 = 0 

geniigt. 
Far % gilt eine ahnliche Gleichung, indessen ist es be- 

quemer, die Substitution von B2 = rot CZL in (26) nur zur Halfte 
nuszufiihren, indem man nur in das nach der Zeit differen- 
zierte Qlied einsetzt und demnach U zu Cefinieren durch die 
Lciden Gleichungen 

a p p [  I - at,  
= rot 3,. 

(31) 
I %, = ro t%,  

Man hat so den Vorteil, da6 die Gleichungen jetzt analog ge- 
baut sind wie die Maxwel l  when Gleichungen fiir das elektro- 
magnetische Feld, deren Integration fiir Kugelkoordinaten j a  
in eine sehr bequeme Form gebracht werden kann. 

Wir wollen nur zeitlich periodische Zustande untersuchen 
und setzen deshalb 
(32) P =  @ e i @ t ,  ?( = B e i w t .  

Die GroSe o bedeutet dann die Schwingungszahl in 2 n  sec 
und ist also gleich ~ R Y .  

(33) 'B1 = 0, e i w ' ,  !B2 = h, e i w  I ,  

dann gelten zur Bestimmung von b1 die Qleichungen 

Ebenso setzen wir 

(3-1) 

und zur Bestimmung von b,: 

(35) 
f - p  rr) ? 9 = . - r o t b , ,  

I b, = rot 8. 

Die Gleichungen (34) sind fertig zum Gebrauch; zur Ver- 
wertuug von (35) aber empfiehlt sich nocli eine Umformung, 
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wie ich sie bei der Behandlung des entsprechenden elektro- 
magnetischen Problems benutzt habe.') Indem man zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb mit 
der magnetischen Feldstirke zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR, ba mit der elektrischen Feld- 
starke E in Parallele setzt und die Konstanten zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~ bzw. ($ + c) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi p  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 

durch die Werte - (p  m a / &  bzw. 1 ersetzt, erhalt man folgendes 
Resultat. Fuhrt man Kugelkoordinaten r, 8, 'p ein und defi- 
niert zwei skalare GrirBen ll und ly durch die Gleichungen: 

so findet man zwei voneinander nnabhangige die Grand- 
gleichungen befriedigende Darstellungen fiir die Komponenten 
von a,, indem man setzt, entweder: 

oder 
a s  4 m5 

(b') 2 = - - r T + - r p ,  ars P 

(U2')fi = TTrW'  1 a= p1 ( A ! P + e Y r = O )  1" 

a' r p .  (D') = ____  1 

2 v r e i n 8  d r a y  

Zur hequemen Ubersicht sind auch die Differentialgleichungen 
fur 17 und ZY wiederholt; in derselben Absicht moge auch 
(34), die Definition der dritten Bewegungsart , noohmale jetzt 
in Koordinatenform angegeben werden: 

1 a @  
(b1)V = X a c p  ' 

1) Vgl. P. Debye, Ann. d. Phys. 80. p. B l f f .  1909. 
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$ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7. Die Grenabedingungen. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Wie im vorigen 8 6 auseinandergesetzt wurde, wollen wi r  
als Grenzbedingung an der Kugeloberflache r = a vorschreiben, 
daB die Verschiebung verschwindet. Mit dem aus dem Po- 
tential ll nach (37) zu berechnenden Werten von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb=b ,  ist 
diese Qrenzbedingung ohne weiteres zu erftillen, indem man 
festeetzt, daB fUr r = a das Potential I7 verschwindet: 

(39) [Q7=, = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0.  

Dagegen ist es unmoglich, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAly oder (I, so zu bestimmen, da6 
die Grenzbedingungen' fur b,' und fur b, einzeln erfiillt sind. 
Das gelingt nur fur die Summe ba'+ b,. Nehmen wir also 
die Summation vor, so folgert man aus den zwei letzten Glei- 
chungen von (373 und den zwei letzten von (38), da6 fur r = a 
der Ausdruck 

verschwinden muB : 

(40) 
[ ( I , + ~ ~ ~ w ]  d = o .  

r= a 

Es ist dieses sofort ersichtlich, wenn man bedenkt, da6 durcb 
die Addition die beiden Ausdriicke 

bzw. 
~~ a ' - r W + . )  
rein:, acp ( a r  , 

entstehen. 

liefern die zweite Grenzhedingung: 
Die noch iibrig gebliebenen Gleichungen fur (u,')~ und (bl)r 

(40') 

Hat man I7, (I, und ly zunachst allgemein bestimmt und 
nachher die Konstanten in 17 so bestimmt, daB (39) erfullt 
ist und die in (I,+ W vorkommenden, so daB (40) und (40') 

erfullt sind, so findet man die moglichen Bewegungen b, bzw. 
b,'+ bl durch Anwendung des Differentiationsschemas der Glei- 
chungen (37), (37') und (38). Fur  unsere Zwecke brauchen 
wir das indessen nicht mehr auszufuhren; was wir wissen 
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mussen, ist nur die Lage und die Anzahl der Eigenschwin- 
gungen, welche sich schon aus (39)) (40) und (40’) ergeben. 

a 8. Die Darstellungen fur die Potentiale zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAund die Gleiohungen 

Wir setzen zur Abkiirzung 

fiir die Eigenschwingungen. 

dann gilt fur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAII die Gleichung: 

Eine allgemeine Lijsung in Kugelkoordinaten zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT,  8, cp erbalten 
wir durch den Ansatz’): 

(42) A 1 7 + r ~ ~ n = O .  

Die A, sind willkurliche Konstanten, y , , ( a r )  ist bis auf den 
Faktor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(n u r/2)’ /* die gewohnliche Besselsche Funktion mit 
dem Index n + + und dem Argument u r ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASn(8, y )  bedeutet 
die nte Kugelflachenfunktion. Letztere enthalt bekanntlicb, 
wenn man eine der Konstanten mit  A, vereinigt denkt noch 
2 n - 1 beliebige Konstanten, wie ubrigens am allerunmittel- 
barsten aus der Maxwellschen Definition folgt, nach welcher 
S, definiert wird durch die Lage yon den n Durchschnitts- 
punkten von n beliebigen Achsen mi t  der Einheitskugel.$) Die 
Grenzbedingung (39) verlangt jetzt, dab cc so bestimmt wird, dab 

Hat man eine zum Index n gehorige Wurzel dieser Gleichung 
bestimmt, so folgt daraiis nach (4 1) eine Eigenschwingungs- 
zahl w. Die zugehorige Bewegung kann noch verschiedentlich 
variiert werden, da das zu dieser einen Schwingungszahl ge- 
horige Potential, wie eben auseinandergesetzt wurde, noch 2 n 
verfiigbare Konstanten enthalt. 

Wie wir im nachsten Paragraphen sehen werden. hat nun 
(14) bei festgehaltenem n nicht eine, sondern unendlich viele 

(44) y , (ua)  = 0. 

1) Vgl. auch fur die Bezeichnung yl, und die zugehorigen Reihen- 

2) J. C. Maxwel l ,  Treatise on electricity and magnetism, Oxford 
entwickelungen P. D e b y e ,  Ann. d. Phis. 30. p. 64. 1909. 

1881, 1. p. 179. 
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Wurzeln. Wir wollen den ptm zum Index n gehiirigen Wert 
von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACL, welcher (44) befriedigt, mit t r l  bezeichnen, dann ist r17 
darstellbar durch folgende Doppelsurnnie: 

r 17 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 C ~ l:,’ y‘, (uE T )  8E (8, y )  , 

in der also einmal fiber alle Wurzeln, welche zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzum Index n 
gehoren und dann uber n selbst zu summieren ist. Auch an 
das Zeichen S71 fur die Kugelfliichenfunktion haben wir noch 
den Index zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp angehangt, um anzudeuten, da8 die 2 n - 1 Kon- 
stanten derselben zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu jeder Kombination von n und p beliebig 
gewahlt werden konnen. I n  (43’) haben wir den allgemeinsten 
Ausdruck fur 17, welcher Grundgleichungen und Grenzbedin- 
dungen befriedigt. 

Es folgen jetzt die entsprechenden Uberlegungen fur die 
zweite Bewegungsart. Fur T ct, und r VI kann man zunachst 
wieder ohne Rucksicht auf die Grenzbedingungen den all- 
gemeinen Anslttz 

11 p 
(43’) 

1’ ZP = 2’ Bn ?p,, (u 1’) s,l (9, y) , 
{ 1’ = 2’ c n  70% zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(1 r )  s n  (8, y )  (45) 

machen, wobei Bn und C,, beliebige Konstanten bedeuten. Unter 
S, verstehen wir wieder Kugeltlachenfunktionen , welche aber 
in beiden Summen identisch sein sollen. 

Die erste Grenzbedingung (40) verlangt jetzt, da6 

aus. der zweiten Bedingung (40’) folgt, daB 

Die geschweifte Klammer konnen wir noch etwas vereinfachen; 
mit Riicksicht auf die fir yn (u a) geltende Differentialgleichung 

folg€ namlich statt (46’): zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
w. (n  a) + B,,n(n + 1)- -;- = 0 .  a vn(Ba) 

(46“) en,--- o a  a a- 



Zur zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATheorie der spezifischen W-armen. 825 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Die beiden Gleichungen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(46) und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(46") konnen nur dann durch 
endliche Werte von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB,, und C,, befriedigt werden, wenn die 
Determinante des Gleichungssystems verschwindet. 1st das der 
Fall, so ist das Verbaltnis von B,, zu zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACn immerhin bestimmt, 
so daB nur eine der beiden Grof3en willkurlich wahlbar bleibt. 
Die Gleichung, welche das Verschwinden der Determinante aus- 
driickt, kann nach leichter Umrechnung auf die Form 

gebracht werden. Die wirkliche Variable dieser Gleichung ist 
die Schwingungszahl w ;  wie aus (41) hervorgeht, miissen wir 
also, wenn wir die Variablen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu a  und p a  beibehalten, noch 
berucksichtigen, daS 

(48) u a l / i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= pal/ Ib + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz p .  

Hat man zwei Werte von u und gefunden, welche (47) und 
(48) befriedigen, so folgt aus diesen wieder eine Eigenschwingungs- 
zahl w. Das zugehorige Potential, also auch der zugehorige 
Bewegungszustand enthalt noch 2 n beliebige Konstanten, ebenso 
wie im Falle des Potentials 17, da das Verbaltnis Bn/Cn. wie 
oben bemerkt, bei bestimmten Werten von u und p vollstandig 
bestimmt ist und die Kugelflachenfunktionen in @ und Yf sonst 
identisch sind. 

9. Asymptotische Lage und Anzahl der Eigenfrequenzen. 

Nachdem wir in (44) bzw. (47) und (48) die Frequenz- 
gleichungen gefunden haben, handelt es sich zunachst urn die 
explizite Berechnung der Wurzeln. Hierbei konnen wir von 
vornherein eine Vereinfachung eintreten lassen. Die Eigen- 
frequenzen, welche fur die Berechnung der spezifischen Warme 
i n  Betracht gezogen werden miissen, sind in sehr groBer Zahl 
vorhanden. Weitnus uberwiegen deshalb in ihrem EinfluB die 
hohen und hochsten Eigentone, d. h. solche, welche zu groBen 
Werten von n gehoren, da ja n ,  wie sofort aus den Dar- 
stellungen ersichtlich ist, die Anzahl Knoten in radialer Richtung 
innerhalb der Kugel mi6t. Wir konnen deshalb die Dimension 
unserer Formeln auf den Fall grof3er Werte von n beschranken, 
ftir welchen bequeme asjmptotische Formeln fur die yn exi- 
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stieren. Wesentlich ist indessen, dab wir nicht auch noch 
von dem Argument dieser Funktionen voraussetzen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, daB es 
selbst wieder groS im Vergleich mit n sei, das ist, wie wir 
sehen werden, bei unseren Wurzeln durchaus nicht der Fall. 
Wir mussen deshalb fur unsere Funktionen nicht die Hanke l -  
schen Naherungen nehmen, welchen eben jene Voraussetzung 
zugrunde liegt , sondern Formeln, welche noch gestatten, da8 
das Argument beliebige Werte durchliiuft. Fur diesen Fall 
hat man1): zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I* T 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcos r = -- 

solange z > n + + ist. 
1st dagegen z < R + +, so verschwindet v i n  rein exponen- 

tiell. Wir konnen hieraus sofort schlieBen, datl die Gleichung 
yn(.r) = 0 keine Wurzeln besitzt, welche kleiner sind als der 
untere Index n. 

Unter a) behandeln wir jetzt unsere erste Frequenz- 
gleichung (44), unter b) die zwei Gleicbungen (47) und (48). 

a) Die Gleichung lautet 

(44) y,(ua) = 0. 

Bezeichnen u?ir vorubergehend u a  rnit r,  so kann dafur nach 
(49) auch geschrieben werden: 

x(s inr  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt c o s t ) -  - = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA“I 4 

1L + ; 
cns r = - . 

woraus die zu einem Werte n gehorigen Wurzeln x sofort be- 
rechenbar sind. Mehr wie die genauen Werte dieser Wurzeln 
ist fur uns die Zahl der Wurzeln wichtig, welche SnlaB gibt 
zu Frequenzen unterhalb einer bestimmten, sonst aber beliebig 
angenommenen Frequenz. Wir wollen diese feste Frequenz 

1) Vgl. P. D e b y e ,  Math. Ann. G i .  p. 535. 1909. Die Formeln sind 
auch zueammengestellt bei E. Jahn  k e  u. F. Emde: Funktionentafelo, 
Leipzig 1909. p. 102. fhnl iche Rechnungen, wie die unsrigen, finden 
sich bei J. Reud le r ,  Diss. Leiden 1912, in welcher das elektromagnetische 
Feld in einer Kugel mit Rucksicht auf die Jeansnche Ableitung des 
Strahlungsgesetzes untersucht wird. 
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definieren durch Angabe eines Grenzwertes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= xo fur unsere 
Wurzeln x = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu a. Dann lautet unsere Frage: Wieviel Wurzeln .r 
liegen bei gegebenem w unterhalb einer bestimmten Grenze 

Ersetzen wir zunachst in der ersten Gleichung (50) unsere 
GroBe zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz durch ihren Ausdruck in 71 und 5, so bekommen wir: 

x = xo? 

Nach dem Obigen brauchen wir nur Falle zu betrachten, bei 
denen x > TL + + ist. Die Variable t wird also ausgehen von 
dem durch 

definiertem Werte 
cos t  = 1 

(52) t = 0 .  

Zu unserer oberen Grenze x = xo gehort ein zweiter Wert 
T = to, bestimmt durch die Gleichung 

I t  + Q (52') cos to = - + oder ro = arc cos - 
XO XO 

wobei to naturlich zwischen 0 und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn/2 liegt. Unsere Frage 
deckt sich jetzt mit der folgenden: Wieviel Wurzeln t der 
Gleichung (51) liegen in dem Gebiete zwischen t = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 und 

Geht nun t von 0 bis to, so lauft das Argument des 
t = r,? 

cos in (51) von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1T 72 -- bis (n + +) (tg to - r0) - - . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4 4 

Wir kijnnen uns nun die Funktion 
1T (n + +) (tg r - T) - - 
4 

senkrecht zu einer t-Achse auftragen, wie _____. 

wir uns in den Hohen n / 2 ,  3sr/2,  5 n / 2  USW. 

horizontale gerade Linien gezogen. Jeder I 

Schnittpunkt einer solchen Geraden mit der 
Knrve hat dann eine Abszisse t, welche 
Wurzel unserer vorgelegten Gleichung ist. 

das in Fig. 7 geschehen ist. AuBerdem denken I/ 1 

r . 5  r.T. 

rmf 

Fig. 7. 
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Die Gesamthohe, welche wir zu durchlaufen haben, betriigt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x 
(n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ) (tg r0 - x 0 )  - - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7 

die Ordinaten aufeinanderfolgender horizontaler Geraden unter- 
scheiden sich je um x ,  so daB die gesuchte Anzahl Wurzeln, 
welche zum Index n gehoren und die wir mit zn bezeichnen, 
sich ergibt zu 

4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n f '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z,, = '2- (tg To - T o ) .  (53) n 

Substituieren wir fur n + + seinen Ausdruck in 7,,, so konnen 
wir statt dessen auch schreiben 

2 0  . zn = -(sin 70 - 70 cos r0), 

als Ausdruck fur die Antahl Eigenfrequenzen, welche bei ge- 
gebenem n unterhalb einer bestimmten Grenze xo liegen. 

b) Wir behandeln jetzt die gleiche Frage fur unsere beiden 
Gleichungen (47) und (48). 

Bezeichnen wir wie oben cca mit x uud au6erdem p a  
mit y, so lautet (47): 

(53') " 

I541 
Wn @)P Y" (Y),iY \- - 1  

Nach (49) ist, wenn wieder 
?t + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4 

C O S T  = - 
X 

gesetzt wird: 

(n + +) ( tgr  - T) - - - 
sin r "1 4 

Hieraus folgert man leicht durch Differentiation, dab in der- 
selben Naherung: 

y,,'(z) = - sin';? 7 sin (n  + i-) (tg r - 7)  - - . 

Neben ,y fuhren wir jetzt einen Winkel t ein, so da6 

(55) 

[ "I 4 

11 + ; c o s t =  -, 
Y 

dann wird 

(n + :.) (tg t - t )  - - 4 " I  
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und durch Ausfuhrung der Differentiation: 

Setzen wir diese Werte in unsere Gleichung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(54) ein, so er- 
halten wir zwischen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt die Beziehung: 

Wir wollen noch die beiden eckigen Klammern kurz mit [ r ]  
und [ t ]  bezeichnen, beachten wir dann, daB fur groUere Werte zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
von zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn 

nfn + 1) 

(n + +J2 

~- - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 1  

gesetzt werden kann, so lautet die Gleichung schlie6lich : 

(5 6’) 
1 tg [TI tg [t] = ~ 

tg z tg t 

Neben dieser Gleichung mussen wir noch berucksichtigen, daB 
nach (48) 

oder in r uiid t ausgedriickt: 

(57) fiCOSt = f m C O S 7 .  

Hat man zwei Werte von t und t gefunden, welche (56’) und 
(57) zugleich befriedigen, so kann man damit eine Eigenfrequenz 
definieren. 

Ebenso wie unter a) interessiert uns jetzt nicht die genaue 
Lage der Wurzeln, sondern nur die Anzahl, welche unterhalb 
einer durch eine willkurlich festznsetzende Eigenfrequenz be- 
stimmten Grenze liegen. Die Grenze fur z sei mit zo be- 
zeichnet, die fur y mit yo, wobei natiirlich nach (57) bzw. 
(48) stets 

sein mu8. Zu diesen Werten xo und yo mogen die Werte 70 

und to gehoren, dann ist also unsere Frage: 
Wieviel Werte von r bzw. t gibt es, welche (56’) und (57) 

befriedigen und fiir welche T zwischen 0 und to und t zugleich 
zwischen 0 und to liegt? 

_- 
U a l ; = p a y l . + q L  

5 li = Yo lJ + 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP 
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I n  einer Figur tragen wir langs der horizontalen Achse 

die Werte [ r ]  und langs der vertikalen Achse die Werte zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[ t ]  
auf; senkrecht dieser [ r ] ,  [t]-Ebene 
seien die Werte Ton 

tg c.3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- tg [tl 
als Ordinaten einer Flache auf- 
getragen. Wir wissen dann von 
dieser Flache, da6 sie unsere 
Ebene schneidet in den in der Fig. 8 
ausgezogenen vertikalen und hori- 
zontalen geraden Linien, welche 
teils durch die Abszissen 0, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn, 2n, . .  . 

Fig. 8. 3 n usw., teils durch die Ordinaten 0, 
n, 2 n, 3 n hindurchgehen. 

Ein gleiches Gitter von gestrichelten Geraden, aus dem 
vorigen durch eine Horizontalverschiebung um nI  2 und eine 
Vertikalverschiebung urn gleichviel entstanden, sol1 andeuten, 
uber welche Punkte unserer Ebene die Flache unendlich groBe 
Ordinaten hat. Die Ordinaten tg [TI, tg zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[t] sind nun abwechselnd 
positiv und negativ. Urn auch das zu veranschaulichen, haben 
wir diejenigen Vierecke, fur welche die Flache negative Ordi- 
naten hat, schraffiert. So entstand die schachbrettartige Fig. 8; 
in jedem nicht schraffierten Viereck nehmen die Ordinaten 
alle positive Werte zwischen 0 und 03 an und zwar so, da6 
die Nullwerte auf der ausgezogenen und die Werte 03 ober- 
halb der gestrichelten Begrenzung liegen. 

Das rechte Glied unserer Gleichung (56’). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 

t g r  t g t  

hat im ganzen zu untersuchenden Gebiet stets positive Rerte,  
da sowohl t wie f <71/2 ist. Durch die Gleichung(56‘) selbst 
wird jetzt in der [ r ] ,  [t]-Ebene eine Reihe von Kurven 
definiert, welche sich, da das rechte Glied positiv ist, durch 
die unschraffierten Felder hindurchziehen und (schematisch) in 
Fig. 8 angegeben sind. Befinden wir uns also auf einer dieser 
Kurven, so ist die erste Gleichung (56’) erfiillt. 

Auger Gleichung (56’) miissen wir auch noch Gleichung (57) 
erfiillen. Wir wollen die Gesamtheit von Punkten, welche 
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letzterer Gleichung genugen, ebenfalls durch eine Kurve in 
der zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[t], [t]-Ebene verbinden. Die Schnittpunkte dieser Kurve 
mit den der friiheren Gleichung (56’) darstellenden Kurven 
geben dann diejenigen Werte von [ T ]  und [ t ]  an, welche (56’) 
und (5 7) zugleich befriedigen und also zu einer Eigenfrequenz 
gehoren. 

Wenn T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0 ist, haben zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwir [ T ]  = - n/4 ,  ebenso gehort 
zu t = 0 der Wert [t] = - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn/4. Da aber in [ T ]  die Gro6e 
( t g r  - T )  mit dem sehr gro6en Werte (n + +) multipliziert ist, 
so gehort zu [t] = 0 ein iiu6erst kleiner Wert von T .  Das- 
selbe gilt fur [ t ]  und t ,  so da6 wir ohne merklichen Fehler 
t = 0 und [ T I  = 0 bzw. t = 0 und [ t ]  = 0 als zusammen- 
gehorig betrachten konnen. Nach (57) gehiirt nun zu t = 0 
ein Wert von T ,  den wir mit T ,  bezeichnen wollen, definiert 
durch die Beziehung 

COS T ,  = -- 1-z; 
Wenn also zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt und damit auch [t] = 0 ist, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAso hat [ r ]  den 

endlichen Wert [r , ] .  Mit kleineren Werten von t zu rechnen 
hat, solange wir (49) als Naherung benutzen, keinen Sinn, da 
fur T und t vorausgesetzt ist, dab sie reell Bind; wir haben 
ja fur die Ableitung von (40) ausdriicklich angenommen, da6 
in den beiden y-Funktionen das Argument grober als der 
Index sei, was sich mit der Annahme: r und t beide reell, 
der Definition dieser GroBen nach, deckt. 

Um den Verlauf der durch (57) definierten Kurve in der 
[ T I ,  [t]-Ebene zu veranschaulichen, geben wir die zweite Fig. 9. 

Die Kurve fangt, wie eben 
auseinandergesetzt wurde, an 
in einem Punkte A rnit den Ko- 
ordinaten 0 und [t,] und endigt 
in einem Punkte B mit den 
Koordinaten [T , ]  ur?d [to]. Wir 1 

i n  Fig. 8 eintragen, da die 
Werte dieser Koordinaten sehr 
gro6 sind, wegen des voraue- 
gesetzten gro6en Wertes von 2. Ubertriigt man also um- 
gekehrt die Schachbrettstruktur von Fig. 8 in Fig. 9, so mu6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1, 
konnten diese Kurve nicht mehr A ’ C  

rt1:o .Mi fa -[< 

Fig. 9. 
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man bei dem zuletzt benutzten MaBstab die Dimensionen der 
Felder auBerst klein wahlen. Wir wollen uns diese Uber- 
tragung ausgefuhrt und auch die Kurven der Fig. 8 mit ein- 
gezeichnet denken. Dann ist die gesuchte Anzahl Wurzeln 
gleich der Anzahl Schnittpunkte der Kurve A B  mit den sich 
durch die unschraffierten Felder von oben nach unten hin- 
durchziehenden Kurven der Fig. 8. Da nun die doppelte Breite 
eines Feldes unseres Schachbrettes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA!R ist, so sieht man sofort, 
dab man die gesuchte Zahl bekommt, indem man die Langen 
.d C und C B  der Fig. 9 addiert und durch n dividiert. Wir 
nennen noch diese zum Index n gehorige Zahl der Wurzeln in, 

dann ist also 

Indessen diese Zahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz‘” entspricht zwar der Zahl der 
Wurzeln, welche zu unserer Naherungsgleichung (56’) gehoren, 
aber nicht der Zahl der Wurzeln, welche aus der ursprunglich 
vorgelegten Gleichung berechenbar sind. Wir wissen namlich, 
daB unsere Funktionen qn dann exponentiell (ohne Schwan- 
kungen) verschwinden, wenn das Argument kleiner wie der 
Index ist. Das ganze ubrige Gebiet haben zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwir nun wohl fur 
den einen Faktor aber 

(1 w. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(Y) 
~ dYp Y ~ 

P. (Y,/Y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY 

von (54) untersucht, da wir t von 0 an zahlen konnten. 
den anderen Faktor 

Fur  

V’n) (2) 

ist noch ein Gebiet ununtersucht geblieben, was zu dem Inter- 
valle t = 0 bis t = tl gehort, und in dem tatsachlich noch 
Wurzeln vorhanden sind. 

Fur dieses Gebiet ist y < n, dagegen x immer noch > n. 
Um (54) fur diesen Fall durch eine Naherungsgleichung zu 
ersetzcn, koiinen wir fur vn (.z) unsere fruhere Darstellung 

lYz4 
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Wegen y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< n gilt aber fur y,,(y) jetzt die Dar- beibehalten. 

stellung: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl) 

in der zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQof und 3kg die hyperbolischen Funktionen bedeuten 
und t positiv ist. 

Hieraus findet man leicht durch Differentation, daS: 

nnd schlieSlich, daS unsere Gleichung (54) die Form annimmt: 

n ( I t + l )  1 
(60) tg [ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(n + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4) (tg7 - z) - - = "1 4 (n++)*  t g T x g t  

~ - .  

Schreiben wir wieder wie friiher fur die eckige Klammer 
einfach [T] und ersetzen :'+:!' durch 1, so haben wir als 
Frequenzgleichung : 

1 
(603 tg [TI = tg7 sg t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 

bei der z alle W e d  von z = 0 bis 7 = 71 zu durchlaufen hat. 
In jedem Intervalle von der GrOf3e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn durchlauft tg[z] 

alle Werte von - a, bis + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAco, die Funktion hat in einem 
solchen Intervalle also sicher einmal und nur einmal den durch 
die rechte Seite vorgeschriebenen Wert. Die Anzahl Wurzeln, 
welche zu (60') gehort, bekommen wir also, indem wir die 
Lange des Wertebereiches fur [TI durch n dividieren. Nennen 
wir die Zahl z,,", so ist demnach 

Damit sind alle Miiglichkeiten erschiipft und wir finden 
fiir den Zustand b) die Gesamtzahl der Wurzeln aus (58) 
und (61) gleich 

%,,* + z"I' - [to1 + [To1 . 
(62) n 

I) Vgl. P. Debye, Math. Ann.; 1. c. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 39. 53 
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Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(L m m en s t e 11 un g d e r R es u 1 ta t  e d i es e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA8 Paragraph e n. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Betrachten wir einen Schwingungszustand, der in bezug 

auf seine Abhangigkeit der Winkel 9. und ~p durch eine Kugel- 
flachenfunktion nt*r Ordnung zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASn(8 ,  e) gemessen wird, so ge- 
horen zu diesem Zustande zwei Sorten von Bewegung a) und b). 

Legen wir weiter eine obere Grenze fur die Schwingungs- 
zahl, z. B. w o ,  fest und definieren dann mittels dieser Grenz- 
zahl wo zwei Winkel r0 und to durch die Gleichungen 

wobei vorauszusetzen ist, daS wo so groB ist, daB die Winkel ro 
und to reel1 sind. Sie sollen auBerdem im Intervalle 0 bis 7t/2 

angenommen werden. 
Dann ergibt sich die Anzahl Eigenfrequenzen des Zu- 

standee a) zu 

die des Zustandes b) zu zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=o [I 1 
(64) n n '  

2,' + Zn" = [lo1 + [%I 
(64') n '  

(65) [rol = (n + i) ( % t o  - To) - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4 7 

(65') [701 = (n + +I ( t i  ro - 7 0 )  

wobei [r,] eine Abkiirzung ist fur 
rn 

wofur wegen der GrbBe von n auch gleich gut 

geschrieben werden kann. 
sprechend definiert. 

Die GriiSe [to] schlieSlich ist ent- 

10. Anzahl Freiheitsgrade, welche einem Schwingungs- 

Wir legen eine Grenze vo fur die zu untersuchenden 

zahlenintervall dv angehoren. 

Schwingungszahlen fest, so dab also 

wo = 2 z v 0  

und beantworten dann zunachst die Frage: Wie groS ist die 
Anzahl Konstanten, welche man angeben mu6, um einen be- 
liebigen Schwingungszustand unserer Kugel vollstandig zu 
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definieren, bei dem die Frequenzen der einzelnen Schwingungen 
aber die Grenze zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvo nicht iiberschreiten? 

Die Halfte dieser Zahl konnen wir die Anzahl Freiheits- 
grade zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ der Kugel unterhalb der Schwingungszahl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAyo nennen. 
Ein einfacher linearer Dipol ware bei dieser Nomenklatur ein 
System von einem Freiheitsgrad. 

Die Bewegungsznstande a) und b) betrachten zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwir 'wieder 
jeden fur sich und nennen die zugehorigen Zahlen Z bzw. Z,, 
und Zb. 

a) Oben fanden wir ((31. (64)), daS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzu einem Reihengliede 

Eigenfrequenzen geharen. Jedes Glied aber enthalt zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, wenn 
einmal die Eigenfrequenz festgelegt ist, noch 2 n beliebige 
Konstanten. Im ganzen gehbren als? zur vollstandigen De- 
finition eines durch S,, (8, 9) ,gememenen Zustandes 

2n  
2n2, = x [ ~ O ]  

Konstanten; indessen nur insofern, als das Potential cos GI t 
proportional gesetzt werden kann. Damit hatten wir aber die 
Phasen der Bewegungen willkiirlich festgelegt. Machen wir 
das nicht, so mu0ten wir noch ein ahnliches sin o t  pro- 
portionales Potential addieren, wodurch die Anzahl Konstanten 
doppelt so gro0 wird. Bei unserer Definition eines Freiheits- 
grades gibt also (66) direkt die Zahl derselben an, soweit sie 
,,zu einer Kugelflachenfunktion 8, (8, sp) gehoren". 

Die Gesamtanzahl der Freiheitsgrade des Zustandes a) 
wird demnach 

Die Summe erstreckt sich uber alle Werte von n,  fur 
Nach (63) ist welche T,, dem Qebiete 0 < r0 < z/2 angehort. 

.- oder auch, da n gro0 ist, 

53 * 
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d. h. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 

(683 n = 2 n u v 0 1 / E  cos to.  

Mit diesem Werte fur n wird zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2, gleich: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(67') 2, -- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4au ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 2  cos to . [ to ] .  

Andererseits ist 
[ro] = (n + +) (tg to - to). 

Ersetzen wir wieder n + + durch n und n durch seinen 
Ausdruck in zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzo, so wird 

2, = 8 m  a a v o a ~  cosa7,(tgr0 - to). 
(67") P 2 

Die Summe ist zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA80 zu verstehen, daI3 in ihr sukzessive 
die Werte von zo zu substituieren sind, welche zu Werten 
von n gehoren, die jedesmal urn 1 zunehmen. Beim Ubergang 
von einem Reihengliede zum. nachsten andert sich to auSerst 
wenig. Wir konnen deshalb fur das jeweilige Interval1 in  n 
von der GroBe 1 nach (68) auch schreiben: 

1 = A n = -  2 n  a vo fi sin to to 

und durch Einsetzung dieses Wertes unsere Summe in ein 
Integral verwandeln. So erhalten wir : 

n 

(69) 2, = - 16 ma u3 vO3 sin to cos2 to (tg to - to) d t ,  . 
XI2 

Die untere Qrenze des Integrals gehort zu n = 0, so daB fur 
dieselbe costo = 0, also to = "12 ist; die obere Grenze ent- 
spricht dem anderen Ende des Intervalls fur das 

Z n a v ,  
den Wert 1 hat. 

Das Integral ist leicht auswertbar ; man findet 

1 sin to cos2 to (tg to - to) d t ,  = 
0 T 

und damit schlieBlich 
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Das Volumen der Kugel ist zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA# zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAII zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAas, wir wollen desselbe P 

nennen und erhalten dam: 

d. h., die Anzahl Freiheitsgrade ist proportional dem Volumen 
der Kugel und proportional der dritten Potenz der festgeaetzten 
Maximalschwingungszahl vo. 

b) Ebenso wie oben gehoren zu einer Kugelflachenfunktion 
&(a, cp) nach (64'): 

Freiheitsgrade. Die Gesamtzahl derselben ist demnach 

Die zweite Summe wurde oben schon berechnet; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwir fanden 

(73) 

Die erste Summe laBt sich genau so berechnen und ergibt 

denn der einzige Unterschied gegen friiher ist der, daS p 
durch il + 2 p  ersetzt ist. 

Durch Addition von (707, (72) und zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(73) erhalten wir also 
unser SchluSresultat : 

Die Anzah2 Freiheitsgrade eines elastischen Korpers vom 
Polumen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP, dessen Eigenschaften durch zwei elastische Konstanten 1 
und p charahterisiert werden hiinnen, ist 

(74) 

sofern zair nur solche Eigenschwingungen in Be&acht ziehen, 
deren Iirequenz hleiner idt, als eine beliebig festrusetzende ZahZ v. 

Um einen direkten AoschluS an die Formeln des ersten 
Teiles zu erhalten, konnen wir noch il und p durch die 
praktisch gebriiuchlicheren Konstanten : Kompressi'iilitat x und 
Verhaltnis Querdehnung zu Lhngsdehnung cr ersetzen. 
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Auf p. 819 stellten wir fest, daB, 

1 = B -  und 
(1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ u)(1- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu) 

modul ist, 

wird, wahrend 

und 

wenn E der Elastizitats- 

E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp = -  
2 (1 + u) 

Wir konnen also schreiben 
1 3 u  1 3 ( 1 - 2 ~ )  A = - -  
x l + c r '  p = T T T  

1 + 2 p = y  1 3 ( 1 - ~ )  
l + u  

Nach Einsetzen dieser Werte in (74) bekommen wir: 

und das ist das in Teil I benutzte Resultat. Die eckige 
Klammer wurde friiher noch abkurzend mit zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf(c) bezeichnet. 

Zusammenfassung. 

1. Bei einem festen Kijrper besteht keine einfache Schwin- 
gungszahl des Atoms, wie sie urspriinglich von E ins te in  zur 
Berechnung der spezifischen Warme supponiert wurde. Der 
Kbrper ist vielmehr erst zu charakterisieren durch ein ganzes 
Spektrum von Eigenschwingungen. 

2. Das Spektrum besteht aus eiiier endlichen Anzahl von 
Linien (gleich dreimal der Atomeahl). Die Linien kleinster Schwin- 
gungszahl sind die gewohnlichen akustischen Schwingungen. 

3. Das Spektrum kann in seinem Verlauf charakterisiert 
werden durch die Dichte der Spektrallinien pro Schwingungs- 
zahlenbereich du gerechnet. Wir finden, daS dieselbe uz du 
proportional ist. Der Proportionalitatsfaktor ist aus den 
elastischen Konstanten des Materials berechenbar. 

4. Unter Benutzung von 3. kann man eine Formel fur 
den Energieinhalt und ftir die spezifische Warme ableiten, 
wenn man im Sinne der Quantentheorie jedem Freiheitsgrad 
die Energie h v  

h v  

zuschreibt. 
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5. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADurch dieses Verfahren bekommt man fur die spe- 

zifische Warme einatomiger KSrper einen Ausdruck, welcher 
nur vom Verhaltnis @IT abhangt, wobei 0 eine fur den be- 
treffenden Kbrper charakteristische Temperatur bedeutet. Die 
spezifische Warme einatomiger Korper ist mithin eine uni- 
verselle Funktion des Verhilltnisses 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT. 

6. Fiir tiefe Temperaturen schlieBt man aus der er- 
haltenen Formel (oder auch direkt aus 3.), da8 die spezifische 
Warme fur nlle Korper proportional IPS ist. Der Energieinhalt 
ist dann proportional T4, wie das nach dem Stefan-Bol tz-  
mannschen Gesetz auch fiir die Strahlung, aber dann fur 
alle Temperaturen zutrifft. Das Grenzgesetz veranschaulicht 
besonders deutlich den Unterschied zwischen unserer Formel 
und der Einsteinschen bzw. Nernst-Lindemannschen. Die 
beiden letzteren verlangen bei tiefen Temperaturen ein expo- 
nentielles Verschwinden der spezifischen Warme. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7. Der Vergleich unserer Formel mit den Betrachtungen 
an Diamant, Aluminium, Kupfer, Silber und Blei zeigt eine 
sehr gute Ubereinatimmung zwischen Erfahrung und Theorie. 

8. Die von Nerns t -L indemann vorgeschlagene Funktion 
kann in gewissem Sinne (vgl. 8 3) als Naherung fur unsere 
Funktion aufgefaBt werden. Dadurch erklart sich zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, weshalb 
auch bei dieser Formel im bisher untersnchten Temperatur- 
bereich die Ubereinstimmung mit der Erfahrung eine so 
gute ist. 

9. Die charakteristische Temperatur 0 kann mit recht 
gutem Erfolge aus den elastischen Konstanten berechnet 
werden. Die betreffende Formel enthalt auBer der Kom- 
pressibilitat noch das Verhaltnis Qnerdehnung zu Langs- 
dehnung und unterscheidet sich sowohl dadurch, wie durch 
einen anderen Zahlenfaktor von der friiher von E i n s t e i n  ge- 
gebenen. 

Zur ich ,  15. Juli 1912. 

(Engegangen 24. Juli 1912.) 


